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GRAPHEN UND GRUNDLEGENDE BEGRIFFE

Ungerichtete und gerichtete Graphen

Ein (ungerichteter) Graph G ist ein Paar G = (V, E), wobei

Vet e |sssanelee G o V eine Menge von Knoten (manchmal auch ,Ecken®, engl. ,vertexes",) ist,

Operationen auf Graphen o EC {{u,v}|u e V,v eV} eine Menge von Kanten (engl. , edges") ist.

AT Wenn V endlich ist, spricht man von einem endlichen Graph.
Knotengrad

Isomorphie

@ Wir behandeln nur endliche Graphen.
o Kante = Verbindung zwischen zwei Knoten.
@ Durch Kante verbundene Knoten sind adjazent oder benachbart.

@ Graphisch: Knoten als Punkte oder Kreise (tlw. mit Namen),
Kanten als Linien zwischen den Knoten




Beispiel )‘ Hochschule RheinMain

G =({1,2,3,4}, {{1,2},{1,3},{2,4}, {3,4}})
2

Be|sp|e| al Hochschule RheinMain

Ue

u3 Ug
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Knotengrad )‘ Hochschule RheinMain

Fiir Graph G = (V, E) ist der Grad eines Knotens u € V/, geschrieben degq(u):

degg(u) := [{v [ {u,v} € E}|

Wenn deg(u) = 0, so nennt man w isoliert.

GenChtete Gra Phen al Hochschule RheinMain

Ein gerichteter Graph G ist ein Paar G = (V, E), wobei

o V eine Menge von Knoten ist und
o E CV xV eine Menge von gerichteten Kanten ist.

Gerichtete Graphen = Kanten haben eine Richtung, werden als Pfeile gezeichnet

Grad: Fiir gerichtete Graphen kann man den Ausgrad und den Ingrad eines Knotens
unterscheiden.
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G = ({1’ 2’ 37 4}’ {(17 2)7 (17 3)7 (37 2)7 (37 4)7 (47 2)})
2
1 4
3
Ingrade Ausgrade

indegn(1) = 0 outdegn(1) = 2

indegn(2) = 3 outdegn(2) = 0

indeg(3) = 1 outdegs(3) = 2

indeg(4) = 1 outdegs(4) = 1

o

a Hochschule RheinMain

Besondere Graphen

@ Nullgraph: Graph mit leerer Kantenmenge
Im Nullgraph ist der Grad jedes Knotens 0
@ Vollstandiger Graph: Graph mit maximaler Kantenanzahl, d.h.
E = {{u,v} | u,v € V}.

@ Der vollstandige Graph mit n Knoten wird als K, bezeichnet.

K K
In K, ist der Grad jedes Knotens degy. (u) =n —1.

s

[ *——o
Ki Ko Ks Ky
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Weitere Varianten von Graphen

@ Multigraph: Mehrere Kanten zwischen den selben Knoten erlaubt, Kanten sind
eine Multimenge statt einer Menge.

@ Schlingen: eine Kante von und zum selben Knoten. Unsere ungerichteten Graphen
erlauben keine Schlingen, die gerichteten Schon

@ Graph ohne Schlingen heiBt schlingenfrei, Graph ohne Schlingen und ohne
Mehrfachkanten heiBt schlicht.

@ Wir betrachten im wesentlichen schlichte, ungerichtete Graphen und machen
deutlich, wenn wir andere Graphen betrachten.
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Kantenanzahl vollstandiger Graphen

Der vollstandige Graph K, hat n - (n — 1)/2 Kanten.

Beweis: Vollstandige Induktion iiber die Knotenanzahl n.

@ Induktionsbasis: K hat einen Knoten und 0 Kanten.

@ Induktionsschritt: Induktionsannahme: K, hat n- (n —1)/2 Kanten.
Betrachte K11 und einen beliebigen Knoten v aus K 1.
Dieser hat n benachbarte Knoten.
Entferne Knoten v und alle Kanten zwischen v und seinen Nachbarn (n viele).
Daraus entsteht K, mit n - (n — 1)/2 Kanten.
Daher hat Ky, y1 n+n-(n—1)/2=02n+n-(n—-1))/2=(n+1)-n/2 Kanten. O

125
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Operationen auf Graphen ')"Hochschule RheinMain Beispiel ')“Hochschule RheinMain

Definition : :

Seien G1 = (V1, E1) und Gy = (Va, E2) Graphen. 1 41 o/ 1 4
o (G ist ein Teilgraph von Gy, wenn gilt V5 C V5 und Ey C E; .v'
o G1 UGy = (V1 UV, By U Ey) ist die Vereinigung von G1 und Ga. 3 3

3
G ein Teilgraph von G G der von {1, 3,4} indu-

o G1 NGy = (Vi NVa, Eq N E3) ist der Schnitt von G1 und Gs.

Fiir Graph G = (V, E) zierte Teilgraph von G
° Et der Komplementgraph G von G definiert als G = (V, E) mit Die Komplementgraphen von G, G1, Ga:
E:{{u7v}‘u7v€‘/7u7év7{u7v}¢E} 2 2

o und Knotenmenge V' C V ist der von V' induzierte Teilgraph von G:
G =V {{u,v} e E|lueV ,veV'}

) le o4 le 4 le o4

Komplementgraph: Fiige alle fehlenden Kanten hinzu + I3sche alle bestehenden Kanten

[ ]
3 3 3
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C I
Zusammenhang y T, Gleichheit und Isomorphie y ST,

Sei G = (V, E) ein Graph. Ein Weg (oder Pfad) von Knoten v; nach Knoten vy ist eine Graphen G; = (V;, E;), i = 1,2 sind gleich (G1 = G3), wenn Vi = Vo und Ey = Es.
Menge von Kanten {{v1,va} {v2,v3},...,{vk—1,vx}} C E.

Wenn v; = vg, dann ist der Weg ein Kreis.
Wenn G einen Kreis enthélt, so heift G zyklisch, anderenfalls G kreisfrei oder azyklisch.

Sie sind isomorph (G1 = G3), wenn es eine Bijektion f : V4 — V4 gibt, sodass
fir alle u,v € V1 gilt: {u,v} € E; genau dann, wenn {f(u), f(v)} € Es.

G ist zusammenhéangend, wenn es fiir alle u,v € V' mit u # v einen Weg von u nach v gibt. Beispiel: G1 # G2 aber G1 = G2
. . .. .. . G1 =V, Ey) =({1,2,3,4,5},{{1,2},{2,3},{3,4},{4,5},{5,1}}) und
Ist ein Graph nicht zusammenhangend, so zerfillt er in Zusammenhangskomponenten. ’ P 0 VA LT L A L e LT
Beispiel i : gromp Gz = (Va, E2) = ({4, B,C, D, E}, {{A,C}.{C,E},{B, E},{B,D},{A, D}})
eispiele:

1 A
Bijektion f={ 1+ A,
2= D,

2 5 E B
3— B,
41— E,
3 4 D C 5~ C}
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EULERGRAPHEN UND HAMILTONKREISE

Kénigsberger Briickenproblem
Eulertour

Eulerweg

Hamiltonkreis

Eu |ert0u r a Hochschule RheinMain

Eine Eulertour (Eulerkreis) in einem Graph (oder Multigraph) G = (V, E) ist Kreis von
einem Knoten u zum selben Knoten u, der jede Kante aus E genau einmal enthilt.

Ein Graph heiBt eulersch, wenn er eine Eulertour enthilt.

Kénigsberger Briickenproblem ware l6sbar, wenn der gezeigte Graph eulersch ist.

Konigsberger Briickenproblem *Hochschule RheinMain

B

D
Skizze Modellierung als Multigraph

Leonard Euler fragte sich, ob es einen Rundweg gibt, der alle Briicken genau einmal
iberquert und dort endet, wo man begonnen hat.

D. Sabel | DS — 06 Grundlagen der Graphentheorie | WS 2024 /25 18/53
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Wenn ein zusammenhingender Graph (oder Multigraph) eulersch ist, dann ist der Grad
jedes Knoten gerade.

Beweis.
@ Sei G = (V, E) ein eulerscher Graph und v € V
@ Da G eulersch und zusammenhiangend ist, durchliuft die Tour den Knoten v.

@ Durchlaufen durch v verwendet zwei Kanten: --------- > oder ¢--------- .
o Daher folgt deg(v) =2 - k, wobei k die Anzahl an Durchl3ufen durch v ist.
e Fiir Anfangs- und Endknoten zusitzlich 2 Kanten (Loslaufen und Beenden) O

—» Rundweg in Kénigsberg gibt es nicht, da es mehrere Knoten mit ungeradem Grad gibt.
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Satz von Euler (2)

Umbkehrung gilt auch:

Wenn in einem zusammenhéngenden Graph (oder Multigraph) alle Knoten geraden
Grad haben, dann ist G eulersch.

Beweisskizze:
@ Start mit beliebigem Knoten. Besuche die benachbarten Knoten u.s.w.
@ Dabei werden die verwendeten Kanten als besucht markiert.
o Das findet Kreise, die nicht notwendigerweise alle Kanten benutzen.
@ Weitermachen mit nicht verwendet Kanten und erneut suchen

o Alle Kreise verbinden (mdglich das Graph zusammenhingend)

— Daraus folgt, dass die Graphen K; mit ungeradem i eulersch sind.
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Ein Eulerweg ist ein Weg von Knoten u zu Knoten v, der jede Kante genau einmal besucht.l

@ Unterschied zur Eulertour: Anfangs- und Endknoten kdnnen verschieden sein:

o Offener Eulerweg: Eulerweg, der keine Eulertour ist (Anfang und Ende verschieden)

Beispiel: ,,Haus vom Nikolaus" ist ein Graph mit einem offenen Eulerweg
1

Eulerweg: Knoten in der Reiholge
3,4,5,1,2,5,3,2,4 besuchen.

4 3
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Beispiel

Eine Eulertour im K5 besucht die Knoten in der Reihenfolge 1,2,3,4,5,1,3,5,2,4,1

1

a Hochschule RheinMain

Satz zum Eulerweg

Ein zusammenhéngender Graph (bzw. Multigraph) hat genau dann einen offenen
Eulerweg, wenn zwei Knoten ungeraden Grad und alle anderen Knoten geraden Grad
haben. Der Eulerweg beginnt und endet in den Knoten mit ungeradem Grad.

Beweis. Zwei Richtungen sind zu zeigen

@ Sei G = (V, E) ein (Multi-)Graph mit u # v € G und degg(u), degq(v)
ungerade, und fiir alle w & {u, v}: degs(w) gerade .
In G’ = (V, EU{u,v}) haben alle Knoten geraden Grad, G’ hat eine Eulertour.
Entfernen der Kante {u,v} von der Tour ergibt offenen Eulerweg von u nach v.

@ Sei G ein (Multi-)Graph, der einen offenen Eulerweg von u nach v hat.
Knoten w & {u,v}: Durchlaufen verwendet zwei Kanten, daher deg(w) gerade.
Knoten u, v: Je eine Kante fiir Anfang und Ende dazu, daher Grad ungerade.
Gleiche Argumentation zeigt, dass u, v Start- und Ende sein miissen. |

24753
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Aufgabe:

@ Welche der folgenden Graphen sind eulersch?
@ Welche der Graphen haben einen offenen Eulerweg?

@ Gebe die Knoten an, wie sie von einer Eulertour oder einem Eulerweg besucht

werden.
1
1 l
6 2
4 1 5 2 51
5 3 6 P\
[D.Ssber | D5 06 Grndisgen cer Graphentheorie | WS 2028125 eIl Euiers
Bemerkungen v

o Frage, ob Graph ein Hamiltonkreis enthilt ist schwieriger als Frage nach einer
Eulertour.

@ Unklar, wie schwer genau: Es gibt bisher keinen Algorithmus, der die Frage fiir
jeden Graph in annehmbarer Zeit beantworten kann.

o Vermutung: Es gibt kein effizientes Verfahren (Beweis fiir P # N P zeigen, eine
sehr beriihmte offene Frage der Informatik)

o Anwendung fiir Hamiltonkreis-Problem: Traveling-Saleman-Problem: Gibt es eine
kiirzeste Rundreise durch aller Stidte einer Landkarte
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Hamiltonkreis

Ein Hamiltonkreis im Graph G = (V, E) ist ein Kreis von Knoten u zum selben Knoten w,
der alle Knoten aus V' \ {u} einmal und u zweimal (am Anfang und Ende) besucht.

Bemerke: Eulerkreis besucht alle Kanten, Hamiltonkreis besucht alle Knoten.

Beispiel:

Wo ist ein Hamiltonkreis?
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BAUME

- Definition
- Kantenanzahl
- Gerichtet Graphen



Baum *Hochschule RheinMain Kantenanzahl von Baumen *Hochschule RheinMain

Ein zusammenhangender, azyklischer Graph wird Baum genannt. Jeder Baum mit n € N Knoten hat n — 1 Kanten.

Ein azyklischer Graph, der nicht notwendigerweise zusammenhangend ist, wird auch Beweis. Mit vollstdndiger Induktion iiber die Anzahl an Knoten.
Wald genannt, da er in Baume zerfillt.

@ Induktionsbasis n = 1: Ein Baum mit 1 Knoten hat keine (n — 1 = 0) Kanten.
Beispiel: o Induktionsschritt: Sei n € N.

Induktionsannahme: Jeder Baum mit n Knoten hat n — 1 Kanten.

Sei G Baum mit n + 1 Knoten.

Wahle einen Knoten v mit Grad 1 (existiert, da G zusammenhéngend + kreisfrei).
Entferne v mit seiner Kante. Dann ist der Graph immer noch ein Baum.

Dieser Baum hat n Knoten und nach Induktionsannahme n — 1 Kanten.

Baum Kein Baum -
Da wir eine Kante entfernt haben, hatte G n = (n + 1) — 1 Kanten. O
2550 /s
Baume bel gerIChteten Graphen a Hochschule RheinMain a Hochschule RheinMain
Ein gerichteter Baum ist ein zusammenhangender gerichteter Graph, der azyklisch ist PLANARE GRAPHEN
(auch DAG genannt, von engl. directed acyclic graph), sodass der ungerichtete Graph, - Planaritst
der durch Weglassen der Richtung entsteht, ein Baum ist. - G
.. - Eulersche Polyederformel
Beispiel:
Baum DAG (kein Baum)




Planare Graphen ')“Hochschule RheinMain Anwendung ')“Hochschule RheinMain

Ein Graph ist planar, falls er in der Ebene gezeichnet werden kann, ohne dass sich
Kanten iiberschneiden.

@ Eine Anwendung von planaren Graphen in der Informatik:

Beispiel: Das Haus vom Nikolaus ist ein planarer Graph, da er ohne Uberschneidungen Digitaler Schaltungsentwurf

ezeichnet werden kann: o
& @ Bauteile sind Knoten

@ Kanten sind Leiterbahnen / Verbindungen
o Finde Layout, ohne dass sich die Leitungen kreuzen
= Planare Einbettung des Graphen in die Ebene.
« 3
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@ Planar gezeichneter Graph zerlegt die Ebene in Gebiete.
o Jedes Gebiet wird durch einen Kreis umschlossen, auBer das AuBengebiet.

Sei G ein zusammenhingender planarer Graph mit n Knoten, m Kanten und ¢
Beispiel: Gebieten. Dann gilt g =m — n + 2.

Beweis. Vollstandige Induktion nach g.

@ Basis g = 1: G hat keine Kreise (wegen g = 1) und ist ein Baum (da
zusammenhidngend). Satz zur Kantenanzahl von Biumen: m = n — 1 und daher
m—-n+2=n—-1-n+2=1=g.

@ Schritt: Induktionsannahme: Behauptung gilt fiir alle Graphen mit g Gebieten.

Sei G ein Graph mit g + 1 Gebieten (g > 1), m Kanten und n Knoten.

Dann muss G einen Kreis enthalten.

Erzeuge G’ durch Entfernen einer Kante eines Kreises aus G.

G’ hat g Gebiete, n Knoten, m — 1 Kanten. Induktionsannahme zeigt fiir G”:
g=(m—1)—n+2und damit gilt fir G: g+ 1=m —n+ 1. O
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BIPARTITE GRAPHEN

Wias ist ein bipartiter Graph?
Vollstindig bipartite Graphen
Nicht-Planaritat von K33 und K5

Minoren nicht-planarer Graphen

Ein Graph heiBt bipartit, wenn man allen Knoten eine Farbe aus {schwarz, weiB} so
zuordnen kann, dass Kanten nur schwarze mit weien Knoten verbinden.

Farbzuordnung partioniert die Knoten in zwei Mengen. Beispiele:

g O SR
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Vollstandig bipartite Graphen *HochschuleRheinMam Anzahl Kanten auf einem Kreis in bipartiten Graphen *HochschuleRheinMain

@ Ein bipartiter Graph mit Bipartition {V1, Va} ist vollstidndig bipartit, wenn jeder

K i it ] K i h eine K ist. L . . .
noten in Vi mit jedem Knoten in V5 durch eine Kante verbunden ist Jeder Kreis in einem bipartiten Graph hat eine gerade Anzahl an Kanten.
e Wenn |Vi| = m und |V| = n, dann bezeichnet man den vollstandig bipartiten
Graph mit K, Beweis.
Beispiele: @ Sei {v1,v2},{v2,v3} ..., {vpn,v1} ein Kreis.

@ Die Knoten miissen abwechselnd unterschiedlich gefarbt sein
l\@ D<l M M o Daher {v1,vs,...} sind gleich gefarbt und {va, vy, ...} sind gleich gefarbt.
o Wenn n ungerade wiére, dann hatten v; und v, die gleiche Farbe.
Ky Koo K3 K33 Das ist aber nicht méglich, da sie iiber eine Kante verbunden sind. O
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Anwendungsbeispiel: Planaritat M e i K33 ist nicht planar y TR

/ﬂ‘ /ﬁ‘ /ﬁ‘ K3 3 ist nicht planar.

Beweis (durch Widerspruch).

@ Nehme an, K3 3 ist planar und betrachte die planare Einbettung.

o Da K33 bipartit, gibt es keine Kreise mit ungerader Anzahl (siehe vorheriges
Lemma). Daher muss jedes Gebiet mit mindestens 4 Kanten umgeben sein.

@ Summe ergibt mindestens 4g.

o Dabei wurde jede Kante hochstens zweimal gezihlt, denn sie gehdrt zu maximal
zwei Gebieten (entweder trennt sie zwei Gebiete, oder sie liegt im selben Gebiet).

@ Das ergibt die Ungleichung 49 < 2m, umgeformt 2g < m.

e Da K33 9 Kanten hat, kann daher nur g < 4 gelten.

@ Die Eulersche Polyederformel liefert hingegen fiir n = 6 und m = 9:

@ Kann man die Hauser an Gas-, Elektrizitatswerk und Internetanbieter anschlieBen,
ohne dass sich die Leitungen kreuzen?

o Die Frage ist dquivalent zur Frage, ob der Graph K33 planar ist. g=m—n-+2=9—6+2=5. Das ist ein Widerspruch!
K5 ISt nICht planar a Hochschule RheinMain K5 und K3,3 a Hochschule RheinMain

Die Graphen K5 und K3 3 spielen fiir die Planaritét eine besondere Rolle:
Auch der vollsténdige Graph K35 ist nicht planar (wir verzichten auf den Beweis): Nach Sitzen von Kuratowski und von Wagner folgt:

Jeder nichtplanare Graph hat K5 oder K33 als Minor.

Der vollstandige Graph K5 und der vollstandig bipartite Graph K3 3 sind nicht planar.

Minor: Entferne Knoten und Kanten und verschmelze Knoten durch Kantenkontraktion
(dabei entfernt man eine Kante und verschmilzt die dazugehdrigen Knoten).




a Hochschule RheinMain Fa rbU ngen a I Hochschule RheinMain

. Knotenfarbung: Farbe Knoten mit k Farben

FARBUNGEN Fragen: Wie viele Farben bendtigt man, um einen Graphen zu férben, ohne adjazente
Knoten gleich zu farben.

Beispiele:

%83+ R B¢

Wie viele Farben sind jeweils minimal notwendig?

Allgemein ist das Farbbarkeitsproblem ein schwieriges (NP-vollstindiges) Problem.
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Anwendungen der Farbbarkeit v T Vierfarbenproblem It Rt

Verwandt (aber einfacher) ist das Vierfarbenproblem:
Frage: Kann man die Lander einer Landkarte mit 4 Farben farben, sodass benachbarte

Konfliktgraphen: Eine Kante reprasentiert einen Konflikt. Lander unterschiedliche Farben haben.

Z.B. kann man damit eine Sitzordnung erstellen:
Kanten reprasentieren, wer nicht mit wem am selben Tisch sitzen darf.
Die Frage nach der Farbung ist dann:

Wer sitzt an welchem Tisch, und wie viele Tische werden bendtigt?
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REPRASENTATION VON GRAPHEN

Als Problem der Graphentheorie: Knoten sind Lander, Kanten Nachbarschaft.
Kann man jeden planaren Graphen mit 4 Farben firben?
Vierfarbensatz:

@ Positive Antwort!
o Uber 100 Jahre kein Beweis.

@ Beweis mit Computerunterstiitzung (2000 Fille automatisch gepriift)
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Beispiel Beispiel
Fiir Graph G = ({1,...,n}, E) ist eine Adjazenzmatrix 1 !

eine n X n-Matrix M mit L , . .
Fir Graph G = ({1,...,n}, E) ist eine Adjazenzlistendarstellung eine

1 wenn {i,j} €F 56 2 Abbildung, die jeden Knoten auf eine Liste seiner Nachbarn abbildet. 5 2
Mij = .. . . . R
0 sonst @ Fiir Multigraphen: Mehrere Listeneintrage
@ Im Rechner: Map von Knoten auf Listen
o Fiir Multigraphen: Matrixeintriage k € Ny statt k € {0,1} 4'0 L001 3 o Vorteil: Speicherplatz so groB wie es Kanten gibt 4 >3
@ Im Rechner: Adjazenzmatrix als zweidimensionales Feld (Array) 10111 ° Nachtei-I: Suche nach Kante muss die Liste durchsuchen {; : %?74 .
@ Vorteil: Zugriff auf Elemente ist schnell (konstante Laufzeit) 01011 (Laufzeit) N [2:4: 5]” ’
@ Nachteil: Speicherplatz quadratisch in der Anzahl der Knoten. 01101 452,35,
11110 5 [1,2,3,4]}




Implizite Reprasentation *Hochschule RheinMain

Hat man unendliche ode sehr groBe Graphen,
so kann man diese nicht komplett im Rechner reprasentieren.
Implizite Reprasentation:

o Startknoten: Endliche Teilmenge der Knoten, mit denen man anfangen will

@ Nachfolgerfunktion: Berechnet fiir einen Knoten dessen Nachbarn.
Kann z.B. als Funktionsgleichung oder durch Datenbankzugriff berechnet werden.

@ Algorithmen betrachten in einem Schritt nur einen endlichen Teilgraphen und
explorieren mit der Nachfolgerfunktion den nachsten Teilgraphen

Erfordert i.a. spezielle Algorithmen.



	Grundlegendes
	Eulergraphen
	Bäume
	Planare Graphen
	Bipartit.
	Färbungen
	Repräsentation von Graphen

