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Der CHF-Kalkiil

e CHF = Concurrent Haskell erweitert um (implizite) Futures
@ Shared Memory Modell

@ Speicher vorhanden durch MVars

@ Futures = Nebenldufige Threads mit Riickgabewert

o Wie in Haskell: Seiteneffekte durch 10-Monade
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Der CHF-Kalkiil: Syntax

o Zweistufige Syntax: Oben Prozesskomponenten, unten (funktionale) Ausdriicke
@ Prozesse P € Proc:

P, P, € Proc ::= P | Py parallele Komposition

| wvax.P  Namensbeschrankung

| ax<e nebenl Thread (Future x)
| x=e globale Bindung

| xme  gefiillte MVar

|

zm—  leere MVar

@ Dabei: x Variable, e Ausdruck

@ Ein Spezialthread méglich z L9 ¢ der Main-Thread
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Datenkonstruktoren

Es gibt Datenkonstruktoren c7;
T ist der zugehdrige Typkontruktor (z.B. Bool, List, etc.)
Pro Typ gibt es Konstruktoren cr 1, ..., cr7| (z.B. True, False)

o

o

@ Konstruktoren haben eine feste Stelligkeit ar(cr;) € INg

o Konstruktoren diirfen nur gesittigt auftreten: (cr; e1 ... €ur(cer,))
o

Annahme: Es gibt Typ () mit nullstelligem Konstruktor ()
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Ausdriicke

Funktionale Ausdriicke

e,e; € Expu==x Variable
| me monad. Ausdruck
| Az.e Abstraktion
| (e1 e2) Anwendung
| cer.. eape Konstruktoranw.
| seqe; e seq-Ausdruck
| letrec 1 =e1,...,o, =€, ine letrec-Ausdruck
|

caser e of (c7,1 1 ... Tar(ep,) — €1) case-Ausdruck
(erym 1+ Lar(er, iry) = €71)

Monadische Ausdriicke

me € MExp ::= returne | e >=ey | futuree

| takeMVar e | newMVar e | putMVar e; ey
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Nebenbedingungen

case-Alternative

caser e of (e 1 .. Tar(ery) — e1)

TV
Pattern

(CT,|T| Zy... xar(cTJT‘) — e|T|)

@ Nur Variablen im Pattern erlaubt
@ Variablen miissen paarweise verschieden sein.
@ Pro c7; genau eine Alternative

letrec 1 =e€1,...Zp, =€y in e
N—— ~~

letrec-Bindung in-Ausdruck

@ Bindungsbereich von x;: Alle e; und e
@ Alle z; miissen paarweise verschieden sein.
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Wohlgeformtheit, Strukturelle Kongruenz

@ Eingefiihrte Variablen: der Name eines Threads, der Name einer MVar, die linke
Seite einer Bindung

@ Ein Prozess ist wohlgeformt gdw. alle eingefiihrten Variablen paarweise
verschieden sind und es maximal einen Main-Thread gibt.

Strukturelle Kongruenz
= ist die kleineste Kongruenz auf Prozessen, die die Regeln erfiillt:
PP = PRIk
Pl (Pl P3) = (Pl R)IPs
(ve.P )| o = va.(P1| P), fallsx & FV(P)
ve,.vxs.P = veyvx,.P
P, = B, falls P, und P, a-dquivalente (P, =, P)
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Typisierung

CHF ist monomorph typisiert

7,7 € Typ =107 [ (T 71...To)) | MVar 7 | 71 — 72

Konstruktoren werden wie polymorph behandelt: Cons: :List Bool, Cons ::
List (List Bool) etc.

Monadische Operatoren werden ebenfalls mit mehreren Typen verwendet.
Annahme: Variablen x haben einen eingebauten Typ I'(x) € Typ
I'+ P ::wt gdw. Prozess P ist wohlgetypt

I't+e:: 7 gdw. Ausdruck e ist wohlgetypt mit Typ 7.
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Typisierung (2)

Einige Typisierungsregeln
I'P cwt,I'F P wt I'EP:wt I'Fzorn e I0T
'R | P::wt I'Fve.P::wt I'Fr<e:wt

'rzornI'Fenr TTRaxaoMVar,'Fen7 T'Fax:oMiart
F'Cx=e:wt T'Faxme::wt 'Fazm—:wt

I'be:r I'te 10, I'Feyim =107

I'Freturne:: I0 7 I'kei>=ey::10 m

I'Fe:I0T I'kFe::MVar 7
I'F futuree::I07 I'F takeMVar e: I0 T

I'ep :MVar 7, ' Feg i T I'te:r
'k putMvar e; e :: I0 () I't newMVar e :: I0 (MVar 7)
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Typisierung: Beispiele

Mz)=7 T(z)=r1
F"%ZZT’FI—x;;T
' (Azx) T —rT
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Typisierung: Beispiele

Mz)=7 T'(zx)=1
o7 ThxaT
' (Azx) T —rT

Nz)=7 T'(z)="71
x)=7 TFaur Thaour
N (acx)‘? F'kejum—=m Ikeynm
Ax.(z x) T =7 Tk (e er)m
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Typisierung: Beispiele

Mz)=7 T'(z)=1
FFazor ThoaT
'(A\zx)r—71

Nx)=7 T'(z)=r71
x)=7 TFaur ThaouT
Lkt (CC.’E)? TrFerom— 1, ey imy
Ax.(z x) T =7 Ik (e en)m

id=Ar.x | y=1id True | z =id Nil
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Typisierung: Beispiele

Nx)=7 T(zx)=r1
Ftaxur ThaoT
'F(Azx)r—r71

Iz)=7 T(x)=1
I'z)=7 TFau7 ThaooT
I (x x) =7 The m—m, TFepsm
Ax.(z x) T =7 Lk (e en)m

id=Xx.x |y=_id True | z= id Nil
<~ —~— ~—

T—T Bool—Bool List 7—List 7
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Typisierung: Beispiele

Mz)=7 T'(zx)=r1
Ftaxur ThaoT
'F(Azx)r—r71

Iz)=7 T(x)=1
I'z)=7 TFau7 ThaooT
I (x x) =7 The m—m, TFepsm
Ax.(z x) T =7 Lk (e en)m

. . /i / ! . . ! .
d=Mv.x |id =)Xx'.2’ |y= _id True |z= id Nil
~—~ —— ~—~ ~—~

Bool—Bool List 7—List 7 Bool—Bool List 7—List 7
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Operationale Semantik: Kontexte

Prozesskontexte:
DePC:=[]|DIP|PID|veD

Monadische Kontexte:
Me MC:=[]| M»=e

Evaluations- und Forcingkontexte

Eec EC:=[]]| (Ee)| (case E of alts) | (seq E ¢)
F e FC:=E | (takeMVar E) | (putMVar E e)
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Operationale Semantik: LC-Kontexte

L e LC:=z<=MJF]
| x «M[F[z,]] | 2 = Epfzn-1]l.. . lxe = Eo[zq] | 21 = E4

wobei Es, ... [E, nicht der leere Kontext sind.

]ieiazzzx@M[]F]
| t =M[F[zy]] | zp, = Epfzpn_1]l...lze = Eafz1] | 1 = E;4

wobei E{,Es,...E, nicht der leere Kontext sind.
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Standardreduktion —

Monadische Berechnungen:
CHF lunit) y<=M][return e; = e5] o y < Mles €]
CHF tmvar) y < M[takeMVar z] | zme <% y < M][return e] | zm —

( [
( [
(CHF ,pmvar) y < M][putMVar z ¢] | 2 m— <5 y < M][return ()] | zme
(CHF ,nmvar) y <= M[newMVar ¢] —= va.(y < M[return z] | zme)

(

CHF fork) y<«<Ml]future e] =5 vz.(y < M][return 2] | z < e)

wobei z ein neuer Name ist und der erzeugte Thread kein
Main-Thread ist

(CHF,unlO) y<return e 4%y =,
wenn Thread y kein Main-Thread ist
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Standardreduktion —% (2)
Funktionale Auswertung:

(CHF ,cp) I/[:[x] |z =05 IE[U] | 2 =,
falls v eine Abstraktion oder eine Variable ist
(CHF cpex) Liz] lz =c ey ... en,
CHF =
— vy, Yn-Llcyr .y lz=cyr...un lyr=er | 1y, =€)
falls ¢ ein Konstruktor, oder ein monadischer Operator ist

(CHF ,mkbinds) L[letrec x; = e1,...,2, = €, in €]
CHF
—vx1, ..., op.(Lle] 1y =€ ...l z, =€)

CHF,

(CHF beta) L[((Az.e1) e2)] — va.(Llei] | x = e2)
(CHF case) Ljcaser (cej ... ep) of ...(cy1 ... yp —€)...]
CHF
— vy1,.. ., yn-(Lle] lyr =er ...l yn = €,])
(CHF seq) L[(seq v e)] == Lle]




Standardreduktion: Abschluss

P, =D[P]], P, =D[Py] und P, <5 P,
PP
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Erfolgreiche Prozesse

Definition
Ein wohlgeformter Prozess P ist genau dann erfolgreich, wenn er von der Form

main .
vIi,...,T,.x <= return e | P’ ist.

o <", bezeichnet die transitive Hiille von <% (eine oder mehr Reduktionen)

o % bezeichnet die reflexiv-transitive Hiille (null oder mehr Reduktionen)
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May- und Should-Konvergenz

Definition

May-Konvergenz:
CHF %

Pleyr gdw. 3P : P —— P’ und P’ ist erfolgreich

Should-Konvergenz:
CHF,*

Plcogr gdw. VP : P —— P' — P'|cgr

Must-Konvergenz:
P should-konvergent
und es gibt keine unendlich lange Reduktion von P aus
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Should-Konvergenz # Must-Konvergenz

Beispiel
z £ future (loopPut True) »= A\_.future (loopPut False) >»= \_loop
| loop = takeMVar x >=
A_.takeMVar x >=

Aw.casepoo w of (True — return True) (False — loop)
| loopPut = Az.putMVar x z >>= A_loopPut z
| zm—
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Should-Konvergenz # Must-Konvergenz

Beispiel mit syntaktischem Zucker
z £ 4o future (loopPut True)
future (loopPut False)
loop

| loop = do takeMVar =
w < takeMVar x
if w
then return True
else loop

| loopPut = Az.do putMVar = z
loopPut z
| zm—
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Should-Konvergenz # Must-Konvergenz

Beispiel mit syntaktischem Zucker
main . . .
x < do future (loopPut True) Thread, der wiederh. True in MVar z schreibt
future (loopPut False) Thread, der wiederh. False in MVar z schreibt
loop

| loop = do takeMVar x 1x Lesen
w < takeMVar x 1x Lesen
if w wenn True, dann terminiere, sonst von vorne
then return True
else loop

| loopPut = Az.do putMVar = z
loopPut z

lzm—
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Should-Konvergenz # Must-Konvergenz

Beispiel mit syntaktischem Zucker
main . . .
x < do future (loopPut True) Thread, der wiederh. True in MVar z schreibt
future (loopPut False) Thread, der wiederh. False in MVar z schreibt
loop

| loop = do takeMVar x 1x Lesen
w < takeMVar x 1x Lesen
if w wenn True, dann terminiere, sonst von vorne
then return True
else loop

| loopPut = Az.do putMVar = z
loopPut z
| zm—

Prozess ist should-konvergent, aber nicht must-konvergent

TCS | 19 CHF-Kalkiil | WS 2020/21 19/36 Der CHF-Kalkiil



May- und Must-Divergenz

Must-Divergenz: P{yogr gdw. =Plogr
May-Divergenz: Ptopr gdw. =Pl cnr

Satz
Fiir alle Prozesse P gilt: Ptoyp <— 3P : P BN PIA P'Your J
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Kontextuelle Gleichheit

Kontextuelle Approximation: Py <cpr P> gdw.Py < . P> und Py <. P>, wobei

P <o P2 ogdw. VD € PC: D[Pl cur = D[Pl chr
P1 SUCHF P2 gdW. VD € PC: ]D)[Pl]ilCHF — ID)[PQ]U«CHF

Kontextuelle Gleichheit ~ogyr auf Prozessen:

Py ~cur Po gdw. Py <cpr P> und P, <cpr Py
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May-Konvergenz alleine reicht nicht

P =vz.(z L0 return True)

Py = vz, z,y1, Y2, loop.
(= L0 takeMVar 2 3= A\w.casepoo W (True — return True) (False — loop)
| loop = loop | y1 < putMVar z False | y2 < putMVar = True | zm —)
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May-Konvergenz alleine reicht nicht

P :=vz.(z Z2L return True)
P = vz, z,y1, Y2, loop.
maln

(# <= takeMVar z »= \w.casepoo w (True — return True) (False — loop)
| loop = loop | y1 < putMVar z False | y2 < putMVar = True | zm —)

e D[Py] ist fiir alle D direkt erfolgreich

o Fiir D[P,] kann man zeigen:

D[]
Cy %
D[z €2 return True] D[z £ Joop | loop = loop]
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May-Konvergenz alleine reicht nicht

P :=vz.(z Z2L return True)
P = vz, z,y1, Y2, loop.
maln

(# <= takeMVar z »= \w.casepoo w (True — return True) (False — loop)
| loop = loop | y1 < putMVar z False | yo < putMVar = True | xm —)

e D[Py] ist fiir alle D direkt erfolgreich

o Fiir D[P,] kann man zeigen:

D[]
Cy w‘
D[z L2 return True| D[~ L2 Joop | loop = loop]

Daher gilt:
o FiiralleD € PC: D[Pl]\LCHF < D[PQHCHF
o Aber: Pl cgr wahrend Pyt opr
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Should-Konvergenz alleine reicht nicht

main

Py := vz, loop.(z <= loop) | loop = loop)
P :=vzx, z,y1, y2, loop.

main

(# <= takeMVar z »= \w.casepoo w (True — return True) (False — loop)
| loop = loop | y1 < putMVar z False | y2 < putMVar = True | zm —)

o D[P;] ist fiir alle D must-divergent

o Fiir D[P,] kann man zeigen:

D[]
Cy %
D[z €2 return True] D[z £ Joop | loop = loop]
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Should-Konvergenz alleine reicht nicht

main

Py := vz, loop.(z <= loop) | loop = loop)
P :=vzx, z,y1, y2, loop.

main

(# <= takeMVar z »= \w.casepoo w (True — return True) (False — loop)
| loop = loop | y1 < putMVar z False | y2 < putMVar = True | zm —)

o D[P;] ist fiir alle D must-divergent

o Fiir D[P,] kann man zeigen:

D[]
Cy W‘
D[z €2 return True] D[z £ Joop | loop = loop]

Daher gilt:
o FiralleD e PC: D[Pl]liCHF < D[PQ]»U«C’HF
o Aber: Piftocgr wahrend Polopr
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Fairness

Die Reduktion % beachtet keine Fairness.
Beispiel:

r <== takeMVar z | zmTrue | y < loop | loop = loop
TP,y Z2D takeMVar z | zmTrue | y<=loop | loop = loop

CHF, i

“2P, p Z2L takeMVar z | zmTrue | y<=loop | loop = loop
CHF, i

P, x Z2L takeMVar z | zmTrue | y<=loop | loop = loop
CHF,cp

S
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Fairness (2)

Ausfiihrbarer Thread: Fiir einen Prozess P = D[x < e¢] ist der Thread z ausfiihrbar,
wenn es eine Reduktion P <% p’ gibt, die entweder innerhalb des Ausdrucks e
reduziert, oder eine Reduktion ausfiihrt, an der Thread x beteiligt ist (z.B. eine MVar
liest oder schreibt, oder in e wird der Wert einer Bindung kopiert).

Definition

Fiir einen Prozess P ist die Reduktionsfolge S = P L P &5 Py unfair, wenn S

einen unendlich langen Suffix S’ hat, in dem ein Thread z unendlich oft ausfiihrbar ist,
aber niemals reduziert wird. Eine Reduktionsfolge ist fair, wenn sie nicht unfair ist.
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Fairness (3)

e Faire May-Konvergenz P|cpr,; und Faire Should-Konvergenz Pl cpr,f

@ Wie May-Konvergenz und Should-Konvergenz, aber nur faire Reduktionsfolgen sind erlaubt.

Satz
lewr = lemry und  lomr = lonr s J

Beweis: Siehe Skript

Vorteil: Wir brauchen uns um die Fairness nicht zu kiimmern
Theorem

Kontextuelle Aquivalenz in CHF bleibt unverindert, wenn unfaire
Reduktionssequenzen verboten sind.

Resultat gilt nicht fiir die Must-Konvergenz!
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Programmtransformationen

@ Eine Programmtransformation T ist eine bindre Relation auf Prozessen
o T ist korrekt, gdw. fiir alle P,P': P L5 P! — P ~cyp P’
o Korrektheit widerlegen ist eher einfach, da ein Kontext als Gegenbeispiel geniigt
o Korrektheit beweisen ist eher schwierig, da alle Kontexte betrachtet werden
miissen
Satz

Der Nachweis und die Widerlegung der Korrektheit einer Programmtransformation ist
unentscheidbar.

Beweis: Reduktion des Halteproblems: Die Aussage
(P Aconr v £2= letrec y = y in y) entspricht dem Halteproblem

TCS | 19 CHF-Kalkiil | WS 2020/21 27/36 Der CHF-Kalkiil



Ungleichheit - Beispiel

@ P, := x < return True
@ P, := x < return False
e D:=[]ly fnain casepyol T
(True — returnTrue)
(False — letrec w = w in w)
o ]D)[Pl]\l/C’HF aber D[Pg]ﬂCHF.
@ Daher P1 7(’CHF P2
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Einige korrekte Programmtransformationen

Satz

Die Reduktionen (CHF,lunit), (CHF ,nmuvar), (CHF, fork), (CHF,unlO),
(CHF,mkbinds) sind korrekte Programmtransformationen.

Beweis:
o Sei P] % P} wobei a wie im Satz und P; = D[P]] und P, = D[P}]
@ Wir miissen vier Implikationen zeigen:

(1) Plcar = Plcour (2) Plewr = Pileonr

(3) Pllecur = Plcur (4) Pollecwr = Pillcnr
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Einige korrekte Programmtransformationen

Voriiberlegungen:

o Wenn P, % P, und P ist erfolgreich, dann muss auch P; erfolgreich sein, da die
2 Transformation nicht im main-Thread reduzieren kann.

o Wenn P; % P, dann auch P, RN P», da die %-Transformation auch eine
Standardreduktion ist.

e Untersuche Py <= P % P (alle Fille):
Man stellt fest:

P, _a P
[
CHFl | CHF
¥
Py—->Ps3
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Einige korrekte Programmtransformationen (2)

(1) Zeige Pilcnr = Palomr:

CHF, CHF,

e Da Pilcyr, gibt es Py RN Py — ... — P, mit Py, erfolgreich.

o Induktion iiber n

e n = 0: P ist erfolgreich. Dann muss auch P, erfolgreich sein. Aussage gilt.
@ Induktionsschritt:

P—2 =P
[
CHFL | CHF
\
Pii—-—->=P;
‘ !
g Induktionshypothese
!
v
P2 n'
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Einige korrekte Programmtransformationen (3)

(2) Zeige P2lcnr = Pilonr:
o Gilt sofort, da die Transformation P; % P, auch eine Standardreduktion ist:

o Jede konvergente Reduktionsfolge fiir P, kann durch P; = P, verlingert werden
zu einer konvergenten Reduktionsfolge fiir P;.

(3) Zeige Pilcnr = P2lcnr:
@ dquivalente Aussage Potcrr = Pilcnr

o Offensichtlich, da wiederum jede divergierende Folge fiir P, durch P; L4 Pyzu
eine divergierenden Folge fiir Py verlangert werden kann.

TCS | 19 CHF-Kalkiil | WS 2020/21 32/36 Der CHF-Kalkiil



Einige korrekte Programmtransformationen (4)

(4) Zeige Pollonr = Pillonr:

° éiquivalente Aussage P1TCHF = Pyl'onr:
) Pl ——> Pl 1 ﬁi} ——> Pln wobei Pl nﬂCHF
@ Induktion uber n
e Induktionsbasis: Piftcyr = Poftcpmr: Das folgt aus (2) des Beweises!
@ Indukionsschritt:
P P,
[
CHFl | CHF
y
P1 1— 5 =P
: {
CHF S Induktionshypothese
: !
y
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Gleichheit auf Ausdriicken

Definition
Kontextuelle Approximation <¢gr und kontextuelle Gleichheit ~ogr fiir gleich

getypte Ausdriicke ist in CHF definiert also: <cpr:= <, N <yeoppe und
~cHr:= <cHr N >cur, wobei fiir Ausdriicke eq, ea vom Typ 7:

eq SLCHF D) gdw. V(C[T] e CC: C[eﬂiCHF — (C[SQN,CHF
e1 <,CHF €2 gdw. VC['T] e CC: (C[el]liC’HF - C[eg]l}CHF
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Monadische Gesetze

Satz
In CHF gelten fiir alle (korrekt getypten) Ausdriicke ey, e2, e3 die folgenden
Gleichheiten:

return e; >= ey ~CHF €2 €1

el M= Ar.return x ~CHF €1

e >= ()\l‘.(eg €T >>= 63)) ~ CHF (61 >= 62) = e3

TCS | 19 CHF-Kalkiil | WS 2020/21 35/36 Der CHF-Kalkiil




Weitere Eigenschaften von CHF

o Call-by-name Auswertung ist dquivalent zu call-by-need Auswertung
@ Es wurden noch weitere Programmtransformationen als korrekt bewiesen

@ CHF erweitert die pure funktionale Teilsprache konservativ:
Alle Gleichheiten die in der puren funktionalen Sprache gelten, gelten auch in CHF

@ Lazy Futures verletzen die Konservativitat!
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