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1 Einleitung

Die Vorlesung orientiert sich in Inhalt und Notation am Buch Analysis 1: Differential- und Inte-
gralrechnung einer Verdnderlichen von Otto Forster (For16). Empfehlenswert ist auch das Buch
(Gril5). Beide Biicher sind als eBook fiir die Studierenden an der LMU kostenlos iiber die Uni-
versitatsbibliothek abrufbar (Links sind auf der Vorlesungswebseite zu finden).

Dieses Dokument enthilt die Auswahl der Definitionen und Sitze, die in der Vorlesung behan-
delt werden. Es ist nicht als vollstdndiges Vorlesungsskript zu verstehen, sondern als Verzeich-
nis des relevanten Stoffes. Fiir Erklarungen der Definitionen und Satze sei auf die Vorlesung
oder das Buch verwiesen.

2 Natiirliche Zahlen und vollstindige Induktion

Wir schreiben N fiir die Menge der natiirlichen Zahlen, d.h. N = {0, 1,2,...}. Wir schreiben
Nso = {1,2,3,...} fiir die natiirlichen Zahlen ohne 0. Wie iiblich verwenden wir Z fiir die
Menge der ganzen ZahlenZ = {...,—2,-1,0,1,2,...}, Q fir die Menge der rationalen Zahlen
Q = {% | p € Z,q € Z,q # 0} (wobei man dquivalente Briiche als gleich betrachtet), R fiir
die Menge der reellen Zahlen und C fiir die Menge der komplexen Zahlen. Die Definition der
reellen Zahlen und der komplexen Zahlen folgen noch.

Wir verwenden haufig das Summenzeichen:

Definition 2.1 (Summenzeichen). Fiir jede ganze Zahl i mit m < ¢ < n sei a; eine reelle Zahl.
Dann definieren wir

n
g Q; = Qm + Q41 + ... Qp.

i=m

n n
Fiir m = n ist daher > a; = a,, Fiir m > n definieren wir die leere Summe als »_ a; :=0

i=m i=m
In Beweisen verwenden wir das Prinzip der vollstandigen Induktion:

Definition 2.2 (Beweisprinzip der Vollstindigen Induktion). Um zu zeigen, dass eine Aussage
A(n) fiir jede natiirliche Zahl n € N gilt, geniigt es die folgenden beiden Aussagen zu zeigen:

1. (Induktionsanfang): A(0) gilt.

2. (Induktionsschritt): Fiir eine beliebige Zahl n € N gilt: Wenn A(n) gilt, dann auch A(n + 1).

Wir demonstrieren die vollstindige Induktion im Beweis des folgenden Satzes

n

Satz 2.3 (GaufSsche Summenformel). Fiir alle n € N gilt: Zz =

=1

(n+1)n
—

(n+ l)n.

Beweis. Wir zeigen den Satz durch Induktion uiber n, d.h. die Aussage A(n) ist Z i= 5

=1
0
e Induktionsanfang: Die zu zeigende Aussage A(0) ist Zz = 0, die direkt nach Definition
=1
der Summe gilt.
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2 Natiirliche Zahlen und vollstindige Induktion

e Induktionsschritt: Sei n € N eine beliebige Zahl. Wir diirfen A( ) annehmen und

. n . .
miissen A(n + 1) zeigen. Angenommen A(n) gilt, d.h. Z (n + . Wir mis-

s (n+2)(n+1) = "
sen Zz = ———— 7zeigen. Es gilt Zz = (Z z) + n + 1 nach Definition.
=1 =1 =1
. .. (n+1)n N
Nach Annahme ist letzteres gleich Yy + n + 1. Durch Ausrechnen erhilt man

1 1 2 2 2 1 . . .
(ntbn +n+1= (n+ )n; nte_ (n+ )2(n + ), also insgesamt die zu zeigende

Eigenschaft. O

Zum Einiiben zeigen wir noch einen Satz:

Satz 2.4 (Geometrische Reihe). Fiir allen € Nund x € R, x # 1 gilt: Z zt =

1 _ ntl
Beweis. Wir zeigen den Satz durch Induktion iber n, d.h. die Aussage A(n) ist Z x' z

11—z
firx e R,z # 1.
20+
¢ Induktionsanfang: Die zu zeigende Aussage A(0) ist Z x* = ————. Durch Umformen
o, . 1—2t
erhiltman: » "2’ =2"=1=
P 1—2
e Induktionsschritt: Sein € N eine beliebige Zahl. Wir diirfen A(n) annehmen und miissen
An + 1) zeigen. Angenommen A(n) gilt, d.h. 7 2 = 152" Wir miissen Y1 «¥ =
1 11 . zeigen. Wir formen um:
n+1 ) n ‘ LV 1— l,n—i—l 1 1— :L,n-i-l xn-i—l(l _ l’)
T (2 n Y- n —
Z&x_(zgﬂ“f 1z e  l-=z + 1—2
1= 1=

1— xn+1 4 l’nJrl(l _ .f) 1— anrl + anrl — - anrl

1—=x 1—=x
1—$n+1+{13n+1 _$n+2 1_xn+2

— — ]
1—=x 1—=x

Das Beweisprinzip der vollstandigen Induktion kann leicht verallgemeinert werden zu:

Definition 2.5 (Beweisprinzip der Vollstindigen Induktion, mit variabler Basis). Um zu bewei-
sen, dass eine Aussage A(n) fiir jede natiirliche Zahl n > no € N gilt, geniigt es zu zeigen, dass:

1. (Induktionsanfang): A(no) gilt.

2. (Induktionsschritt): Fiir jede beliebige Zahl n € N mit n > ny gilt: Wenn A(n) gilt, dann auch
A(n+1).

Z.B. konnen wir damit den folgenden Satz zeigen:

Satz 2.6. Fiirallen > 3 € Ngilt: n + 1 < n?
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Beweis. Verwende vollstiandige Induktion tiber n.
e Induktionsanfangn =3:3+1 =4 < 9 = 32

e Induktionsschritt n — n + 1: Sei n > 3. Nehme als Induktionssvoraussetzung an, dass

n 4 1 < n? gilt. Schliefe fir n + 1: (n + 1) 1 1< 4= n+1)2% O

Eine weitere Verallgemeinerung ist die sogenannte starke Induktion:

Definition 2.7 (Starke Induktion). Um zu beweisen, dass eine Aussage A(n) fiir jede natiirliche
Zahln > ng € N gilt, gentigt es zu zeigen, dass:

Fiir jede beliebige Zahl n € N mit n > ny gilt:
Wenn A(k) fiir alle ny < k < n — 1 gilt, dann gilt auch A(n).

Die Korrektheit dieses Induktionsschemas, lasst sich mit der ,,normalen® Induktion beweisen:
Wir nehmen zunéachst an, dass die Voraussetzung des Induktionsschemas gilt, d.h.

(*) Fir jede beliebige Zahl n € N mit n > n( gelte: Wenn A(k) fiir alle ng < k < n — 1 gilt,
dann gilt auch A(n).

Nun sei B(n) := Aussage A(k) gilt fiir ng < k <n.
Wir zeigen, dass B(n) fiir alle n > ng gilt mit vollstandiger Induktion:
e Fiir den Induktionsanfang: Aus (*) folgt, dass
Wenn A(k) fiir alle ng < k < ng — 1, dann gilt auch A(ny).
Die Aussage ist dquivalent dazu, dass A(ng) gilt, und damit gilt auch B(ng).

e Induktionsschritt: Nehme an, dass B(n) gilt. Dann gilt A(k) fiir alle £ mit ny < k& < n. Mit
der Voraussetzung (*) folgt: A(n) gilt. Damit folgt A(k) fiir alle k mit ng < k <n—+1, d.h.
B(n +1) gilt.
Damit gilt B(n) fiir alle n > ny. Daraus folgt aber sofort, dass auch A(n) fiir alle n > ny gilt.

Ein Beispiel fiir die starke Induktion ist der Beweis des folgenden Satzes (,,Produkt” erlaubt
dabei auch eine einzelne Zahl):

Satz 2.8. Jede natiirliche Zahl n > 2 ldsst sich als Produkt endlich vieler Primzahl schreiben.

Beweis. Mit starker Induktion {iber n > 2 Betrachte zunichst als Basis den Fall n = 2. Dann gilt
die Aussage, da 2 eine Primzahl ist.

Fiir den Induktionsschritt sei n > 2 € N, und nehme an, dass sich alle Zahlen2 < k£ <n —1 als
Produkt von Primzahlen schreiben lassen.

Wenn n eine Primzahl ist, dann gilt die Aussage. Wenn n keine Primzahl ist, dann gibt es ein
2 < g < n — 1dass n teilt, d.h. n ldsst sich n = ¢ - m schreiben, wobei auch 2 < m < n — 1 gilt.
Die Induktionsvoraussetzung zeigt, dass sich m und auch g jeweils alls Produkt von Primzahlen
schreiben lassen, daher lasst sich n auch als Produkt von Primzahlen schreiben. d

n
Definition 2.9. Das Produktzeichen ist II. Seien m,n € N und a; € R. Dann ist H a; = Gy, -

k=m

Ami1 - an (falls n > m) und H a; :== 1 falls m > n (leeres Produkt).

k=m
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3 Die reellen Zahlen

Definition 2.10 (Fakultat). Fiirn € Nistn! (die Fakultat von n) definiert durchn! = [[ k = 1"k =
IR n. Genauer: 0! = 1 und (n+ 1)! = nl(n + 1).

Satz 2.11. Die Anzahl aller méglichen Anordnungen einer n-elementigen Menge { Ay, ..., A, } (mit
n > 1)istnl

Beweis. Durch vollstandige Induktion tiber n. Fiir den Induktionsanfang n = 1, ist die Menge
{A;}. Diese kann man nur als (A4;) anordnen und 1! = 1. D.h. die Behauptung gilt fiir n = 1.

Fiir Induktionsschritt (n — n + 1) verwenden wir als Induktionsannahme, dass {4,..., A,}
auf n! mogliche Weisen angeordnet werden kann. Fiir jede diese Anordnungen (4;,,...,4;,)
mit {i1,...,i,} = {1,...,n} konnen wir A, an n+ 1 verschiedenen Positionen einfiigen. D.h.
es gibt (n + 1) - n! = (n + 1)! verschiedene Anordnungen von {A;, ..., Ap41}. O

3 Die reellen Zahlen

Wir definieren die Menge der reellen Zahlen R nicht direkt, sondern charakterisieren sie durch
Axiome. Es gibt drei Arten von Axiomen:

e Korperaxiome (Gesetze der Grundrechenarten)
e Anordnungsaxiome (Gesetze fiir <)
e Vollstandigkeitsaxiom (Liickenlosigkeit von R)

3.1 Korperaxiome

Die Korperaxiome sagen im Wesentlichen, dass die reellen Zahlen iiber die Grundrechenar-
ten +, —, -, / und die Zahlen 0 € Rund 1 € R verfiigen, die sich wie gewohnt verhalten.

Wir geben die neun Korperaxiome aber nun doch genauer an.

Definition 3.1 (Korperaxiome fiir R). AufR sind Operationen + : R xR — Rund-: RxR — R
definiert, die den neun Korperaxiomen geniigen:

Axiome der Addition

(A1) Assoziativgesetz: Fiiralle z,y,z e Rgilt: (x +y)+z=x+ (y+ 2)

(A2) Kommutativgesetz: Fiir alle z,y € Rgilt: x + y =y + =

(A3) Existenz der Null: Es gibt eine Zahl 0 € R mit x + 0 = z fiir alle x € R

(A4) Existenz des Negativen: Zu jedem x € R existiert —x € R, sodass z + (—z) = 0.
Axiome der Multiplikation

(M1) Assoziativgesetz: Fiir alle x,y, z € R gilt: (zy)z = z(yz)

(M2) Kommutativgesetz: Fiir alle z,y € R gilt: xy = yx

(M3) Existenz der Eins: Es gibt eine Zahl 1 € R mit xz - 1 = z fiir alle x € R

(M4) Existenz des Inversen: Zu jedem x € R, x # 0 existiert = € R, sodass xz~! = 1. Statt b= 'a
schreibt man auch a/b oder 3.

Distributivgesetz
(D) Fiiralle z,y,z € Rgilt: x(y + 2z) = zy + zz
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3.1 Korperaxiome

Bereits aus den Axiomen der Addition kann man folgende Eigenschaften folgern:
Satz 3.2.

(3.1) Die Zahl 0 € R ist eindeutig durch ihre Eigenschaft bestimmt.

(3.2) Das Negative einer Zahl = € R ist eindeutig durch ihre Eigenschaft bestimmt.
(3.3) Es gilt —0 = 0.

(3.4) Die Gleichung a + x = b hat eine eindeutige Losung: x = b — a.

(3.5) Fiir jedes x € R gilt —(—z) = =.

(3.6) Fiiralle v,y e Rgilt — (v +y) = —z — .

Beweis. Fiir den Beweis von (3.1) sei 0’ € R eine weitere Zahl, die die Nulleigenschaft (A3) hat.
Aus (A3) folgt 0' + 0 = 0. Aus (A3) folgt 0 + 0’ = 0. Aus (A2) folgt 0’ + 0 = 0 + 0". Daher folgt
0=0.
Fiir (3.2) sei 2’/ € R eine Zahl, die die Eigenschaft z + 2’ = 0 hat. Es gilt:
r+2 =0s —z+ (x+2') = (—z) + 0 (Addition von —z auf beiden Seiten)

& -—x+(x+2)=—x (mit (A3))

&1+ (r+ (—2))=—-x  (Kommutativitdt & Assoziativitit)

S +0=—=z (mit (A4))

Sa=—x (mit (A3))
Fiir (3.3) folgt zundchst aus (A3): 0+ (—0) = 0 Aus (A4) folgt 0+0 = 0. Da das Negative eindeutig
bestimmt ist, folgt 0 = —0.

Fiir (3.4) kann man zunachst priifen, dass x = b — a eine Losung ist: a + (b — a) = (a + (—a)) +
b = b. Fiir den Nachweis der Eindeutigkeit sei y eine weitere Losung mit a + y = b. Dann ergibt
sich durch Addition von —a auf beiden Seiten a + y + (—a) = b — a und mit Anwendung der
Assoziativitat, Kommutativitat und (A4) folgt y = b — a.

Die Aussagen und (3.6) konnen dhnlich gezeigt werden, wir verzichten darauf und lassen
dies als Ubung dem Leser oder zum Nachlesen in (For16). d

Aus den Axiomen (M1) bis (M4) und (D) lassen sich die folgenden Eigenschaften folgern:
Satz 3.3.

(3.7) Die Zahl 1 € R ist eindeutig durch ihre Eigenschaft bestimmt.

(3.8) Das Inverse einer Zahl x # 0 ist eindeutig bestimmt.

(3.9) Fiir alle a,b € R mit a # 0 hat die Gleichung ax = b eine eindeutige Losung = = a~'b.
(3.10) Fiirallex,y,z € R: (z+y)z =xz+yz

(3.11) Fiirallex e Rgilt z -0 = 0.

(3.12)  Fiiralle x,y € R gilt xy = 0, genau dann wenn x = 0 oder y = 0.

(3.13)  Fiiralle x € Rgilt —x = (—1)x.

(3.14)  Fiiralle x,y € R §ilt (—z)(—y) = xy.

(3.15)  Fiirallex € R,z #0gilt (1)~ = 2.

(3.16) Fiirallex,y € R,z # 0,y # 0gilt (zy) ™' =z 1y~ L.
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3 Die reellen Zahlen

Beweis. Fiir (3.7) erfiille 1’ auch (M3). Dann folgt 1-1 M2 1 Ebensogilt 11 £ 1.Da 1.1 £ 1/-1

folgt 1’ =1
Fiir (3.8) sei 2/ € Rmit z - 2/ = 1. Dann gilt

ror'=1ert (x-2)=a"11

& (b)) =211
& 1-2/=2"1-1

& 2 1=2"1-1

& o =gt

Fiir zeigen wir zunéchst, dass = a~!b eine Losungist: a - (a7 '0) = (a-a " )b=1-b=1b-
1 = b. Fiir die Eindeutigkeit, sei y eine weitere Losung. Dann kann man zunachst beide Seiten
der Gleichung ay = b mit ¢! multiplizieren und erhélt a=*(ay) = a~'b. Mit Verwendung der
Assoziativitdt, Kommutativitat und (M4) kann die linke Seite zu y vereinfacht werden, was zeigt
y=a 'h.

Die Aussagefolgt aus (M2) und (D), denn (z + y)=z Mz z(x +y) Do+ 2y M2 e+ Yz

Fiir kénnen wir zunichst umformen z -0 22 z(0+0) 2 (x-0)+ (z-0). AnschliefSend kann
man z -0 von beiden Seiten der Gleichung -0 = (z-0) 4 (z-0) subtrahieren, was 0 = x - 0 zeigt.
Fiir muss man beide Richtungen der genau-dann-wenn-Beziehung betrachten. Betrache
zundchst den Fall, dass + = 0 oder y = 0 gilt, und zeige, dass in beiden Fallen zy = 0 folgt:
Wenn z = 0, dann Oy M2 y0 > 0. Wenn y = 0, dann z0 21! 0. Fiir die andere Richtung gelte
xy = 0. Wir machen eine Fallunterscheidung, jenachdem, ob = = 0 oder z # 0 gilt: Falls z = 0
gilt, dann gilt auch ,,z = 0 odery = 0. Falls = # 0, dann folgt mit (3.9) y = 2710 = 0.
Fir (3.13) kann man umformen: = + (—1)z = 1z + (—1)z = (1 — 1) = 0z = 0. Damit folgt
(—1)x ist Negatives von z. Wegen Eindeutigkeit des Negativen folgt die Behauptung.
Aussage lasst sich durch umformen zeigen: (—z)(—y) = (—z)(—1)y = (-1)(—2)y =
—(—z)y = zy.
Fiir 3.15) kannmanaus 2z~ ! - (z7!)"! = lund 27! - 2 = 2 - z~! = 1 und der Eindeutigkeit des
Inversen folgern: (z~1)~! = 1.
Fiir Aussage kann man mit der Gleichung (zy)(zy)~' = 1 beginnen und diese umformen:
(zy)(zy) ' =1 & (zy)(ay)'a =1z~
& xr ty(ry) b =a71
& ly(ey) ' =a!

S ylzy) =2t

Mit (3-9) folgt (zy) ! = 21y~ L. O

Durch mehrfaches Anwenden der Assoziativ- und Kommutativgesetze lassen sich allgemeine
Assoziativ- und Kommutativgesetze nachweisen. Ab sofort lassen wir Klammern weg und de-
finieren

e x1+taa+t ...tz =(..(x1+x2)+...)+ 1z

© 1 Xy ... Tp:i=(...(x1 T2)+...) Xy
Fir z1,...,z, € R. Das allgemeine Assoziativgesetz besagt, dass jede andere Anordnung der

Klammerung zum selben Ergebnis fiihrt. Das allgemeine Kommutativgesetz besagt, dass fiir
jede Permutation (i1, o, ...,i,) von (1,2,...,n) gilt:

e X +To+ ...+ Tp =2y +...+ 7,
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3.2 Anordnungsaxiome

® T1-X2: ... T ==T4y ... Ty,

Mit den Operationen eines Korpers kann jede natiirliche Zahl n € N als Element von R verstan-
den werden, vermoge 1 + - - - + 1 (n Summanden).

Allerdings reichen die Korperaxiome nicht aus, um die z.B. 1+1 und 0 zu unterscheiden: Z.B.
ist die Menge {0, 1} mit Operationen + und -, definiert durch

+10(1 101
0101 011010
1]1]0 101

ebenfalls ein Korper (erfiillt die Korperaxiome), aber in diesem Korper gilt offensichtlich 0+0=1.

Definition 3.4 (Ganzzahlige Potenzen). Fiir alle x € R und n € N ist die Potenz =™ € R definiert
durch z° :== 1 und 2"t! := z"z.

Man schreibt =" fiir (1),

Satz 3.5 (Rechenregeln fiir Potenzen). Fiir alle x,y € R und m,n € N gelten die Potenzgesetze:
(3.17) z"g™ = g"t™

(3.18) (™) =™

(3.19) z"y" = (ay)"

Beweis. Wir zeigen (3.17) durch vollstdandige Induktion iiber n, (3.18) und (3.19) gehen analog

mit Induktion tiber n. Fiir die Induktionsbasis betrachte den Fall n = 0: Dann gilt %2 =
12™ = g™ = ™10 = 20+™ Fiir den Induktionsschritt n — n + 1 forme um:

1.V.
anrlxm — N m _ nm Y n+m ntm,. _ xn+m+1 — xn+1+m

O

Zahlen in Dezimalbruchdarstellung mit endlich vielen Nachkommastellen, wie zum Beispiel
1.32 konnen ebenfalls definiert werden. Der Ausdruck z1 25 . . . zx.2k+1 - . . 2, bezeichnet die Zahl

n+k

Z zilok_i.
=1
Zum Beispiel ist 1.32 durch 1 + 3 - 10~! + 2 - 102 gegeben.

3.2 Anordnungsaxiome

Definition 3.6. Wir nehmen wir an, dass fiir jede reelle Zahl bestimmt ist, ob diese positiv ist. Wir
schreiben x > 0 wenn x € R positiv ist und nehmen folgende Axiome an.

Anordnungsaxiome

(01) Fiir jedes x € R gilt entweder = > 0 oder x = 0 oder —x > 0.
(02) Wennx >0Oundy > 0dannx +y > 0.

(03) Wenn x > 0undy > 0 dann xy > 0.
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3 Die reellen Zahlen

Wir definieren x < y und y > x als Abkiirzung fiir y — x > 0. Wir schreiben x < y und y > x falls
x < yoder x =y gilt.

Der folgende Satz erfasst einige niitzliche Rechenregeln fiir die Ordnungsrelation.

Satz 3.7. Fiir alle x,y,a € R gilt:

(3.20) Wennzx < y,danna +x < a+ y.

(3.21) Wenn x < yund a > 0, dann ax < ay.

(3.22) z<y <= —x>—y

(3.23) Wenn x < yund a < 0, dann ax > ay.

(3.24) Wenn z # 0, dann x> > 0, insbesondere 1 > 0.

1
(3.25) Wenn x > 0, dann - > 0.

1 1
(3.26) Wenn 0 < z und x < y, dann ; < =

Beweis.

(3.20): © < y entspricht y — z > 0. Aulerdem gilty —z =a+y—z—a = (a +y) — (a + 2).
Daher gilt (a + y) — (a + ) > 0und somita + = < a + y.

(3.21): x < y entspricht y —x > 0.Daa > 0, folgt aus (0O3) (y — x)a > 0, und daher ay — ax > 0,
d.h. ax < ay.

(3.22): = < yentsprichty—x > Ounddahery—z =y+-—z = —(—y)+(—z) = (—z)—(—y) > 0,
was —x > —y entspricht.

(3.23): « < y entspricht y — = > 0, a < 0 entspricht —a > 0 (aus (3.22)). Daher folgt aus (3.21)
—azr < —ay d.h. —ay — (—az) > 0d.h. ax — ay > 0 und daher ax > ay

(3-24): Aus (03) folgt 2 > 0 fiir x > 0. Wenn z < 0, dann verwende (3.23) fiir a = z, y = 0:
a-r=x>>ay=2-0=0Da0#1folgt12=1>0

(3-25): Seiz € R mit z > 0. Nach (O1) muss = # 0 gelten, also existiert 2 € R. Nach (3.24) gilt

(l)2 > 0. Nach (03) dann auch z - (%)2 > 0. Das bedeutet aber 1 > 0.

(3-26): Aus (03) folgt zy > 0. Aus (3.25) folgt (zy)~! > Oalso 27y~ > 0- Aus z < y und
zly™1 > 0 folgt mit (B3.21) zz "ty < yoz~ly~ ', wasy~! < 2! ergibt.
]

Satz 3.8 (Bernoulli Ungleichung). Es gilt (z + 1)" > 1 + nx fiir alle x > —1 und alle n € N.

Beweis. Wir verwenden vollstandige Induktion iiber n. Induktionsbasis: Fiir n = 0 gilt (z +
1)® = 1 = 1 + Oz. Fiir den Induktionsschritt, nehme an, dass (x + 1)® > 1 + nz fiir n gilt und
forme um

IV,
(z+1)" = (z4+1)"(z+1) > (1+nz)(z+1) = z+nz®+14+nz = 1+ (n+1D)z+nz? > 1+(n+1)z.

Beachte, dass im Schritt (z+1)"(x +1)>(1+nz)(z+ 1) Aussage (3.21) implizit verwendet wird
und daher aus (z + 1)">(1 + nz) nur (z + 1)"(x + 1)>(1 + nx)(x + 1) gefolgert werden darf,
wenn (z + 1) > 0 gilt, was durch die Bedingung = > —1 des Satzes sichergestellt ist. O
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3.3 Absoluter Betrag

3.3 Absoluter Betrag

Fiir jedes x € R definieren wir den Absolutbetrag von z, |x| € R, durch

x, fallsz >0,
=] =
—z, sonst.

Nach Definition gilt |z| > 0.

Satz 3.9. Fiirallex € Rgilt x < |z| und —z < |z|.

Beweis. Wir betrachten die drei moglichen Falle fiir z nach (O1).

1. Fall z > 0. Dann gilt |z| = x nach Definition. Wir haben dass sofort « < |z|. Fiir —x < |z|
ist —z < z zu zeigen. Wir zeigen —x < x. Dafiir geniigt es zu zeigen 0 < 2x. Folgt aus
0 < zund 0 < 2 und (03).

2. Fall z < 0. Dann gilt |x| = —z nach Definition. Damit folgt —z < |z| sofort. Fiir z < |z|
zeige © < —x. Dafiir zeige x < —z. Dafiir zeige 0 < —2z = 2(—z).Da0 < 2und 0 < —x
folgt mit (03) 2(—z) = —2z > 0.

3. Fall z = 0. Dann gilt |z| = —2 = 0 nach Definition und damit sofort —» < |z| und
x < |z .

Satz 3.10. Die folgenden Aussagen gelten fiir alle x,y € R.
e Esgilt |z| = 0 genau dann wenn x = 0.

o |zyl = |zlly|
o |z +y| <|z|+ |y| (Dreiecksungleichung)

Beweis. Wir zeigen nur die Dreiecksungleichung. Nach (O1) ist = + y entweder positiv, gleich
null oder negativ. Wenn = + y > 0, dann gilt |z + y| = = + y nach Definition und wir miissen
x+y < |z| + |y| zeigen. Das folgt aus = < |z| und y < |y| (vorangegangener Satz) mit (O2). Der
Fall z +y < 0 folgt analog. Im Fall x + y = 0ist 0 < |z| + |y| Zu zeigen, was aus 0 < |z| und
0 < [y folgt. O

Die folgende Aussage besagt, dass = in einer e-Umgebung von z liegt. In R ist die e-Umgebung
einer Zahl a, dass offene Intervall (a — €,a + ¢) (siehe Abschnitt [3.6| fiir die Definition von
Intervallen). Auf der Zahlengeraden kann die e-Umgebung um « dargestellt werden als

Satz 3.11. Fiir alle x,xo € R und alle ¢ > 0 gilt: Es gilt |x — x¢| < ¢ genau dann wenn xy — ¢ <
r < xo+E.

Beweis. Ubung. O
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3 Die reellen Zahlen

3.4 Archimedisches Axiom

Wir werden sehen, dass aus dem noch fehlenden Vollstandigkeitsaxiom (das wir spéter ange-
ben) folgende Aussage folgt. Diese Aussage ist auch als archimedisches Axiom bekannt.

Definition 3.12 (Archimedisches Axiom).
(Arch) Fiir alle x > O und y > 0 gibt es n € N, sodass nx > y.
Als Skizze auf der Zahlengerade

| | | | N
[ [ [ [

0 T 2r  3x Y nx

Die folgenden Aussagen sind Konsequenzen des Archimedischen Axioms (Arch).

Satz 3.13. Fiirallee > 0gibtesn € Nmit 1 <.

Beweis. Seie > 0. Setze x := ¢ und y := 1. Nach (Arch) existiert n € N mit y < nz, also 1 < ne.
Division durch n (d.h. Multiplikation mit 1) liefert 1 < e. O

Satz 3.14. Fiir alle b mit b > 1 und alle K € R existiert n € N mit b > K.

Beweis. Seib > 1und K € R. Wenn K < 0 dann gilt die Aussage, weil alle Potenzen von 5"
positiv sind, nach (O3). Betrachte also den Fall K > 1. Setze « := b — 1. Dann gilt b = (1 +
x)" > 1 4 nz nach Definition und Bernoulli-Ungleichung. Nach (Arch) gibt es eine Zahl n,
sodass nxz > K — 1. Daraus folgt 1 + nax > K. Zusammen ergibt das v > 1 + nxz > K, was zu
Zeigen war. O

Satz 3.15. Fiir alle c mit 0 < ¢ < 1 und alle € > 0 existiert n € N mit c"* < ¢.

Zum Beweis kann man Satz mit b := 1 und K := 1 verwenden.

3.5 Vollstiandigkeit

Alle bisher formulierten Axiome werden auch von der Menge der rationalen Zahlen erfiillt. Wir
brauchen noch ein Vollstandigkeitsaxiom, das die Liickenlosigkeit der reellen Zahlen bereit-
stellt.

Definition 3.16. Sei M eine Menge von reellen Zahlen.

e Eine Zahl a heifst obere Schranke fiir M falls x < a fiir alle x € M gilt.

e Eine Zahl a heifst Supremum fiir M falls a die kleinste obere Schranke fiir M ist. Das bedeutet:
1. a ist eine obere Schranke fiir M.
2. Fiir jede obere Schranke b fiir M gilt a < b.

e Eine Menge M heifst nach oben beschrankt, wenn sie eine obere Schranke hat.

(Vollstandigkeitsaxiom) Jede nichtleere und nach oben beschriankte Menge hat ein Supremum.

Stand: 5. Februar 2020 10 D. Sabel, Skript Grundlagen der Analysis,WS 2019/20



3.5 Vollistindigkeit

Beispiel 3.17. SeiMdie Menge {5 | n € Nyo},d.h. M = {1,2,3,...}.DieZahl listeine obere
Schranke fiir M, da -5 < 1 fiir alle » gilt. Die Zahl 1 ist sogar Supremum fiir M. Der Beweis
erfolgt durch Wlderspruch Wir nehmen an, dass es eine kleinere obere Schranke b < 1 gibt
und leiten daraus einen Widerspruch her. Wenn b eine obere Schranke ist, dann muss %5 < b
fiir alle n € N gelten. Fiir b < 1 kann das aber nicht sein: Aus b < 1 folgt 0 < 1 — b Nach
Satzuglbt esdannn € Noo mit 2 < 1—b. Gleichzeitig gilt 1 — -%; = 13 < 1. Damit haben
wir 1 — -2 — b. Daraus folgt b < 547, was aber der Annahme widerspricht, dass 75 <
fiir alle n € N>0 gilt. Also muss die Annahme, dass es eine kleinere obere Schranke als 1 gibt,

falsch gewesen sein. O

Die reellen Zahlen erfiillen das Vollstandigkeitsaxiom, die rationalen aber nicht. Wenn man
zum Beispiel den Flacheninhalt eines Kreises mit Durchmesser 2 durch ausgefiillte Qua-
drate auf Karopapier approximiert und dabei die Seitenlinge der Quadrate auf 1/2, 1/4,
1/8,...anpasst, dann ist die Menge aller solcher Approximationen eine Menge von rationalen
Zahlen (denn jeder approximierte Flacheninhalt ist von der Form m? /2! fiir i, m; € N), Eine
MNlustration fiir: = 1, 2, 3:

Das Supremum dieser Menge ist 7, was keine rationale Zahl ist.
Wir zeigen den iiblichen Beweis, dass v/2 keine rationale Zahl ist:

Satz 3.18. /2 ist keine rationale Zahl.

Beweis. Durch Widerspruch. Nehme an: /2 ist rational. Dann gilt v2 = p P wobei p, q teilerfremd
P

(d.h. = 1st unkiirzbar). Da \f =2= q2 , gilt p? = 2¢%. D.h. p? ist durch 2 teilbar. Da p? = p-pist

2
daherp selbst durch 2 teilbar, d.h. p = 2 - /. Aus p? = 242 folgt ¢ = & = p/ . p = o - 2p/. Daher

2
. . . . . 2-p
ist ¢ durch 2 teilbar. Da ¢2 = ¢ - ¢ ist auch ¢ durch 2 teilbar, d.h. ¢ = 2 - ¢/. Dann ist £ = 5 p/
q “q
kiirzbar! Widerspruch. O O

Definition 3.19 (Ganzzahliger Anteil). Fiir x > 0 definieren wir:
|z] :=sup{n e N|n <z}

Satz 3.20. Fiirallex > 0ist |z] € Nundesgilt |z| <z < |z] + L
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3 Die reellen Zahlen

Beweis. Definiere M als die Menge aller ganzen Zahlen kleiner-gleich z, d.h. M = {n € N |
n < z}. Da |z| die kleinste obere Schranke ist, und da |z| — 1 kleiner als |z | ist, kann |z] — 1
keine obere Schranke sein. Also gibt esm € M mitm > |z] — 1, d.h. m + 1 > |z]. Dann kann
aber m + 1 nicht in M sein, da | x| eine oberere Schranke ist. Somit gilt nicht m + 1 < x. Wegen
(O1) muss also m + 1 > x gelten. Wegen m € M gilt auch m < x.

Wir haben also gezeigt, dass die natiirliche Zahl m die Eigenschaft m < x < m + 1 hat. Das
heifdt aber, dass M gleich {0, 1, ..., m} ist. Die kleinste obere Schranke dieser Menge ist m € N,
alsom = |z]. O

3.6 Intervallschachtelungen

Wir verwenden folgende Notation fiir Intervalle:

[a,b] ={z|a <z <b} (abgeschlossenes Intervall)
[a,b) ={z |a <z <b} (halboffenes Intervall)
(a,b] ={z |a <z <b} (halboffenes Intervall)
(a,b) ={x|a <z <b} (offenes Intervall)

Definition 3.21 (Intervallschachtelung). Eine Intervallschachtelung ist durch eine Folge von
Intervallen [ag, by, [a1, 1], - ..gegeben (fiir jede natiirliche Zahl n ein Intervall [a,,, b)), die folgende
Eigenschaften haben miissen:

1. a, < by, fiir alle n € N.

2. Das Intervall [ay 11, by11] ISt echt in [a,, b,] enthalten, d.h. es gilt a,, < a1 und b1 < by,
und (mindestens) eine dieser Ungleichheiten ist echt, also a,, < a1 oder b, 11 < by,.

3. Fiir jedes € > 0 gibt es einn € N mit |b, — a,| < e.

Punkt 1 sagt, dass alle Intervalle nichtleer sind. Punkt 2 sagt, dass das Intervall [a;, 41, b,+1] echt
in [ay,, b,] enthalten ist. Punkt 3 sagt, dass die Intervalle beliebig klein werden.

Satz 3.22. Fiirjede Intervallschachtelung gibt es genau ein x € R, das in allen Intervallen enthalten
ist, d.h. x € [ay, by] fiir alle n € N.

Beweis. Setze x := sup{a,, | n € N}. Nach Definition als obere Schranke gilt = > a, fiir alle
n € N.

Nun bemerken wir, dass wir fiir jedes n folgende Ungleichungen haben:
ag<ap < <ap <bpy << by <o

Daraus folgt, dass jedes b; eine obere Schranke fiir die Menge {a,, | n € N} ist. Nach Definition
von z als kleinste obere Schranke folgt daraus wiederum z < b,,.

Somit haben wir a,, < z < b, fiir beliebiges n, also ist = in allen Intervallen enthalten.

Es bleibt noch zu zeigen, dass z die einzige reelle Zahl mit dieser Eigenschaft ist. Angenommen
2’ € R mit x # 2’ wére auch in allen Intervallen. Setze ¢ = |x — 2/|. Beachte: ¢ > 0. Nach der
dritten Eigenschaft der Intervallschachtelungen gibt es ein n € N mit |b,, — a,,| < . Da z und 2’
beide in [a,, b,] liegen, folgt |z — 2/| < |b,, —a,|. Das heifSt dann aber e = |z —2/| < |b, —a,| < €.
Das ist nicht moglich, also muss unsere Annahme, dass es neben z noch eine zweite Zahl mit
der Eigenschaft gibt, falsch gewesen sein. O
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3.7 Dezimalbruchentwicklung

3.7 Dezimalbruchentwicklung

Wir konnen jetzt zeigen, dass die libliche Darstellung reeller Zahlen in der Form

R1RQ « v e Rl Rht1 -+ s

wobei jedes z; € {0, 1,...,9} tatsdchlich eine eindeutige reelle Zahl definiert.
Die Folge definiert eine Intervallschachtelung.

n

Ap_1 1= Z 210K b1 = ap_1 + 107"
i=1

Die drei Eigenschaften der Intervallschachtelung sind mit dieser Definition nicht schwer zu
beweisen.

Satz zeigt also, dass 2125 ... 252511 . .. €ine eindeutige reelle Zahl bestimmt.

Beispiel 3.23. Fiir den Ausdruck 1.1111 ... ist die Intervallschachtelung [ag, bo] = [1, 2], [a1,b1] =
[1.1,1.2], [ag, ba] = [1.11,1.12], [as, bg] = [1.111,1.112], usw.

Beispiel 3.24. Fiir den Ausdruck 1.0000. .. ist die Intervallschachtelung [ag, bo] = [1, 2], [a1,b1] =
[1,1.1], [a2,be] = [1,1.01], [as,bs] = [1,1.001], usw. Die Zahl 1 ist in allen diesen Intervallen
enthalten. Also gilt 1.0 = 1.

Beispiel 3.25. Fiir den Ausdruck 0.9999 . .. ist die Intervallschachtelung [ao, bo] = [0, 1], [a1,b1] =
[0.9,1], [ag,b2] = [0.99,1], [as,bs] = [0.999, 1], usw. Beachte, dass die Zahl 1 in allen diesen
Intervallen enthalten ist. Also gilt 0.9 = 1.

Beispiel 3.26. Approximation von /2 durch Intervallschachtelung. Eine Moglichkeit ist es, mit
dem Intervall [ag, bg] = [1, 2] zu starten und anschliefSend immer eine Dezimalstelle hinzufi-
gen. D.h. fiir 7 > 2 konstruiert man

[@i—1,bi—1] = [aj—2 + x; - 10_i, ai—o+ (z; +1)- 10_1]

wobei z; € {0,...,9} jeweils maximal gewéhlt wird, sodass a? < 2 und 2 < b?. Hierbei benutzt
man, dass fiir 0 < z < y gilt: Aus = < y folgt auch 22 < 2.

Dann ist /2 in allen Intervallen enthalten, die Intervalle werden immer echt kleiner und auch
beliebig klein (wir beweisen das hier nicht).

Die Berechnung weiterer Intervalle ergibt:

[a1,b1] = [1+4-1071,1+5-107!],denn 1.4%> = 1.96 < 2 < 2.25 = 1.52

o [ag, by =[1.4+1-1072,1.4+2-1072],denn 1.412 = 1.9881 < 2 < 2.0164 = 1.42?

o [a3,b3] = [1.41+4-1073,1.41 +5-1073], denn 1.4142 = 1.999396 < 2 < 2.002225 = 1.415>

o [a4,by] = [1.414+2-107%,1.414+3-107%], denn 1.4142? = 1.99996164 < 2 < 2.00024449 =
1.41432

e USW.

4 Folgen und Grenzwerte

Eine Folge (a,)nen ist gegeben durch eine reelle Zahl a,, fiir jede natiirliche Zahl n. Wir schrei-
ben auch (ag, a1, as,...). Weiterhin schreiben wir (a,),>\ fiir die Folge (ax, ag+1, ak12,...),
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4 Folgen und Grenzwerte

d.h. (axtn)nen.
Beispiel 4.1.
° q, = 1 definiert die Folge (ay)n>1 = (1,
® a, = ?—1)” definiert die Folge (ay,)

(an (-1,1,-1,1,...).
n . .
® Gn =y definiert die Folge (ay,)

n>1 =
n>1 =
1
§’Z’§’T6"">'

Definition 4.2 (Konvergenz einer Folge). Eine Folge (a,,),cn konvergiert gegen a € R falls es fiir
jedes ¢ > 0 ein N € N gibt, sodass |a,, — a| < ¢ fiir allen > N gilt.

Die reelle Zahl a heifst dann Grenzwert der Folge.

° a, = 2% definiert die Folge (ay)n>1 = (

Man schreibt li_>m ay, fir den Grenzwert der Folge (a,,).cn, wenn dieser existiert.
n o

Die Konvergenz einer Folge, besagt, dass es beliebig kleine e-Umgebungen des Grenzwer-

tes li_>m a, gibt, so dass fast alle (ndmlich alle bis auf endlich viele) Folgenglieder in der ¢-

Umgebung liegen. Illustration dazu:

R

a—e a a+e¢

Beispiel 4.3.

e lim — =0.
n—oo N

. . . . 1 ., . 1
Beweis: Sei ¢ > 0. Nach Satz|3.13|gibt es ein N € N mit N <& Dann gilt sicher auch — < ¢
n
fiir alle n > N, was die gewiinschte Aussage zeigt.

e ((—1)™),en hat keinen Grenzwert.

Angenommen a wdre ein Grenzwert. Fiir ein beliebiges £ > 0 miisste dann |a,, — a| < ¢ fiir alle
hinreichend grofSen n gelten. Da die Folge immer abwechselnd die Werte 1 und —1 annimmt,
bedeutet das: |1 — a| < e und | — 1 — a| < e. Mit der Dreiecksungleichung folgt daraus aber
2=|1—a+a+1| <|l—a|l+|a+1|=|1—a|+|—a—1| <2¢alsol < ¢, was fiir beliebiges
¢ > 0 sicher nicht wahr ist. Unsere Annahme, dass a ein Grenzwert der Folge ist, muss also
falsch gewesen sein.
. n
e lim =1

n—oon + 1
Dies beweist man analog zum ersten Punkt.

Man zeigt zundchst, dass 5; < % fiir alle n > 4gihﬂ

Im ersten Punkt haben wir gezeigt, dass es fiir jedes € > 0 ein N’ € N gibt, sodass mit % <e
fiir alle n > N'. Dann existiert aber ein N € N (ndmlich zum Beispiel N := max(N’,4))
sodass 7= < L < ¢ fiirallen > N gilt.

! Die Aussage -~ < X kann dquivalent in n?

> < 2™ umgeformt werden. Man zeigt durch Induktion, dass diese
Aussage fiir alle n > 4 gilt. Fiir n = 5 folgt die Aussage durch Ausrechnen: 5° = 25 < 32 = 2. Fiir den
Induktionsschritt diirfen wir neben n > 5 noch n? < 2™ annehmen und miissen (n + 1)® < 2" zeigen. Dazu
habenwir (n+1)2 =n?+2n+1 < n?+2n+n=n?+3n < n?+n? = 2n? < 2(2") = 2"*'. Damit folgt dann

die Aussage.
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4.1 Einige Rechenregeln

Satz 4.4. Jede Folge hat hochstens einen Grenzwert.

Beweis. Angenommen (ay,),en hétte zwei verschiedene Grenzwerte o und o'. Setze ¢ := @
Da a ein Grenzwert ist, gibt es nach Definition ein N € N, sodass |a,,—a| < efiirallen > N.Dad’
ein Grenzwert ist, gibt es nach Definition ein N’ € N, sodass |a,, — o/| < ¢ fiir alle n > N'. Fiir
alle n > max(N, N’) gelten beide Ungleichungen. Durch Addition der beiden Ungleichungen
erhalten wir |a,, — @/| + |a, — a| < 2e. Mit der Dreiecksungleichung erhalten wir

la —d| = |ay, —d + (a —an)| < |ap — d'| + |a — an| = |an — d'| + |an, — a| < 2e = |a — d|

Das heifSt aber |a — a/| < |a — d’|, was wegen (O1) nicht moglich ist. Unsere Annahme, dass die
Folge zwei verschiedene Grenzwerte hat, muss also falsch gewesen sein. O

4.1 Einige Rechenregeln

Satz 4.5. Fiir alle konvergenten Folgen (a,)nen und (by,)nen ilt:

* g lon ¥ bn) = (g 0n) + (10 Bn)

. nli_}n;o(an cby) = (nh_>nolo an) - (nh_>n[01O bn)
Beweis. Wir zeigen den ersten Fall. Sei nli_)n;o a, = a und nli_)n;o b, = b. Zu zeigen ist nh—{go (an +
b,) = a + b. Seie > 0. Nach Annahme existieren N € Nund M € N sodass |a, — a| < g und
|bm, — b] < % fir allen > N und alle m > M gilt. Wir haben dann |a,, + b, — (a + b)| = |a, —a+
by — b| < |an — a| + [bn — b] < §+ % = e fiir alle n > max(N, M), womit lim (a, +b,) = a+b
gezeigt ist. O
Satz 4.6. Fiir alle konvergenten Folgen (ay)nen und (by)nen gilt: Wenn nh_)ng(> b, # 0 dann
i (onte) =l cn)/Jim )
Beachte: Wenn nh—>nolo b, # 0, dann muss es ein NV € N geben, sodass b,, # 0 flir allen > N.

Satz 4.7. Seien (a,)nen und (b,)nen zwei konvergente Folgen mit a,, < by,. Dann gilt lim a, <

n—oo

lim b,.
n—oo

Beachte: Unter den Annahmen des Satzes gilt nicht immer ( li_)m an) < ( li_)m by)-

4.2 Beschranktheit

Definition 4.8 (Monotonie fiir Folgen).
e Eine Folge (a,)nen heifst monoton wachsend falls a,, < a1 fiir alle n € N gilt.

e Eine Folge (a,)nen heifst streng monoton wachsend falls a,, < a,,+1 fiir alle n € N gilt.

Definition 4.9 (Beschrianktheit). Eine Folge (ay,).cn heifSt nach oben beschrdnkt falls die Menge
{an, | n € N} eine obere Schranke hat.

Satz 4.10. Jede konvergente Folge (ay,)ncn ist nach oben beschrdnkt.
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5 Unendliche Reihen

Beweis. Seia = li_>m a, (der Grenzwert existiert nach Annahme). Nach Definition der Kon-
n o0

vergenz gibt es ein N € N, sodass |a, — a| < 1 fiir alle n > N gilt. Dann gilt aber
ar, < max{ag,ai,...,an,a+ 1} fiur alle k € N. O

Satz 4.11. Eine monoton wachsende, nach oben beschrdnkte Folge (ay,),cn konvergiert gegen a :=
sup{a, | n € N}

Beweis. Fiir jedese > 0 gibtes N € N, sodass 0 < a —ay < . Andernfalls hatten wira —a,, > ¢
fiir alle n. Das hiefe aber, dass a — ¢ eine obere Schranke fiir {a,, | n € N} ware, die kleiner als a
ist. Wegen der Definition von « als die kleinste obere Schranke ist das nicht moglich.

Wegen der Monotonie der Folge gilt dann ay < a, fiir alle n > N. Daraus folgt dann 0 < a —
an <a—ay <e.

Damit haben wir gezeigt, dass fiir jedes ¢ > 0 ein NV € N existiert, sodass |a — a,| < ¢ fiir alle
n > N. Das heifSt, nh_)rglo ay, = a. O

4.3 Divergenz

Definition 4.12. Eine Folge (a,,),en divergiert bestimmt gegen oo, falls fiir jedes K € R ein
N € N existiert, sodass a,, > K fiir alle n > N. Wir schreiben dann lim a,, = oo.

n—oo
Definition 4.13. Eine Folge (ay,),cn divergiert bestimmt gegen —oo, falls fiir jedes K € R ein
N € N existiert, sodass a,, < K fiir alle n > N. Wir schreiben dann li_>m Gp = —O00.

2TL
Beispiel 4.14. Es gilt lim —n = —co und lim — = oc.
n—oo n—,oo N

Wenn eine Folge weder konvergiert noch bestimmt divergiert, sprechen wir von unbestimmter
Divergenz.

5 Unendliche Reihen

Mit dem Grenzwertbegriff konnen wir die Bedeutung von unendlichen Summen erklaren. Fiir
eine Folge (a,),cn betrachten wir die Partialsummen:

So = Qg
S1=ag+ a1

So =ap+ a1 + az

Allgemein: s,, := Z aj.
k=0
Die Folge (s;,)nen der Summen heift unendliche Reihe. Wenn diese Folge konvergiert, so schrei-

o0
ben wir ) " a, fiir ihren Grenzwert.
k=0

n

[o¢]

Zak = lim Z ak
n—oo

k=0

k=0
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o

Wenn der Grenzwert nicht existiert, dann sagen wir, dass die Reihe Z aj nicht konvergiert,
k=0

sondern divergiert. Die Definition der bestimmten Divergenz iibertragt sich vom Grenzwert

der Partialsummen auf die Reihe.

Entsprechende Definitionen gelten, wenn die Summation nicht mit 0, sondern mit m € N be-
ginnt:

Mit den folgenden Sétzen geben wir einige Beispiele an.

Satz 5.1 (Unendliche geometrische Reihe). Fiir x € R mit |z| < 1 gilt

> 1
nz:oxn— T2

k 1 — ghtl 1 — gkl 1
Beweis. Esgilt Y 2" = —— (siehe Satz|2.4) sowie lim = ,da lim 2" =
1—2 k—oo 1—x 1—2 k—oo

n=0

0 (vgl. Satz[3.15). O

Der Satz erfasst alle Moglichkeiten fiir die Konvergenz der unendlichen geometrischen Reihe.

Fir x > 1 gilt Z x" = oo (vgl. Satz|3.14). Fiir z < —1 divergiert die unendliche geometrische
n=0

Reihe unbestimmt.

>, 1
Satz 5.2. Esgilt Y ——— =1
atz s gi ; Ry
Beweis. Man zeigt mit Induktion zn: 1 — " undverwendet lim =1. O
—k(k+1) n+l n—oon + 1

Satz 5.3 (Unendliche harmonische Reihe). Die Reihe Z % konvergiert nicht.
k=1

2n—1
Beweis. Wir zeigen zunichst per Induktion iiber n: E Z >

k=1

n
2

. 1
e Induktionsanfang n = 1: 1 >
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5 Unendliche Reihen

e Induktionsschritt n — n + 1:

27L+1 1 n_1 2n+1_1 2n+1_1 27L+1_1

1 11LV.n 1 n 1
Zk:ZW P23t X p23t 2 g
k=1 k=2 k=2 fe=2"
n 1
= L@ - - @ - D))y
n 1 I n 1
= (@ -2y = S (22 - Dy
n 2m n 1 n+1
2T T2 2T
o1 1 "
SchliefSlich folgt aus der Unglelchungz - 5 dass hm Lo dlverglert O
k=1

Fiir den Beweis des folgenden Satzes fehlen uns noch die Techniken:

Satz 5.4. Die Reihe k:12 konvergiert (gegen )
k=1

5.1 Rechenregeln

Satz 5.5. Seien Z ay und Z by, konvergente Reihen und sei u € R. Dann gelten die Gleichungen
k=0 k=0

uZak :Zuak, (Zak> (Zbk> :Z ak—i—bk).
k=0 k=0 k=0 k=0

Insbesondere sind die Reihen auf den rechten Seiten der Gleichungen konvergent.

Beispiel 5.6. Als Beispiel betrachten wir unendliche Dezimalbriiche, Diese lassen mithilfe von spe-
ziellen Reihen darstellen. Z.B. kann er periodische Dezimalbruch 0, 812 durch die Reihe

8 12 12 +Z
10 1000 © 100000 103+2k

dargestellt werden.

Mit den Rechenregeln und dem Grenzwert der unendlichen geometrischen Reihe (siehe Satz[5.1)
kann man den Grenzwert der Reihe umformen:

8 ~— 12 B
0+k220103+2k_ 103210%_T 103Z

8 12 1 8 12 100 8 12

07100 1T-102 10 105 99 10 T 990

8+2_4+2_4-33+2_134
10 165 5 165 165 165 165
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5.2 Absolute Konvergenz

Oft ist es schwierig zu berechnen, wir der Grenzwert einer konvergenten Reihe lautet (oder gar
unbekannt). Auch das Priifen, ob die Reihe iiberhaupt konvergiert ist ein schwieriges Unter-
fangen. Im Rest dieses Kapitels fiihren wir Hilfsmittel ein, die manchmal beim Nachweis der
Konvergenz helfen.

5.2 Absolute Konvergenz

o0 o
Definition 5.7. Eine Reihe Z ay, konvergiert absolut falls die Reihe Z |ay| konvergiert.
k=0 k=0

Satz 5.8. Jede absolut konvergente Reihe ist auch konvergent.

Wir bemerken zunichst, dass die Umkehrung gilt nicht, d.h. dass es konvergente Reihen gibt,
o . . : > (—1)FFL
die nicht absolut konvergieren. Zum Beispiel werden wir sehen, dass Z (=1

k=1

konvergent

oo
. . 1 . .
ist. Wir haben aber schon gesehen, dass Z Z nicht konvergiert.
k=1
Der Satz macht eine Aussage iiber die Existenz eines Grenzwerts, ohne den Grenzwert kon-
kret anzugeben. Bisher haben wir noch keine Techniken kennengelernt, mit denen man solche
Aussagen beweisen kann. Folgender Satz ist dafiir niitzlich.

Satz 5.9 (Cauchy). Eine Folge (ay,),cn konvergiert genau dann, wenn es fiir jedes ¢ > 0 ein N € N
gibt, sodass |ay — ay,| < € fiir allen > N gilt.

Beweisskizze. Angenommen (a,,),en konvergiert mit lim a,, = a. Seie > 0. Wegen der Kon-
n—o0

vergenz gibt es N € N sodass |a, — a| < § flir alle n > N’. Wenn wir N := N’ + 1 set-
zen, dann gilt die behauptete Eigenschaft, denn mit der Dreiecksungleichung erhalten wir
lany — an| < |lay —a| + |an —a| < § + § = flrallen > N.

Fiir die andere Richtung definiert man eine Intervallschachtelung. Mit der Annahme konnen
wir eine Folge von natiirlichen Zahlen n; < ny < ng... definieren, sodass |a,, — a,| < 2%
fiir alle n > ny, gilt. Das heifSt, alle Folgenglieder a,, mit Index n > n sind im Intervall I, :=
[an, — 2%, an, + #] enthalten. Die Intervalle Iy, I», I3, . . . bilden dann eine Intervallschachtelung:
Hierfiir muss man zeigen, dass I C I fir alle k € N gilt. Sei x € I;,,. Wir zeigen x € I:

Aus z € iy folgt |an,,, — 7| < 5¢. Zudem gilt |an, | — an,| < 57 da ngy1 > ny. Mit der

2k 2k
Dreiecksungleichung folgt dann
|ank - J;| = |(ank+l - ank) + Anpy1 — l‘)| ) .
< |ank+1 - ank’ + |ank+1—$| = |a‘nk+1 - ank| + |ank+1 - 33| < ok — 2k—1

Damit folgt « € Ij. D.h. Iy C I. Es gilt sogar I,; C I, da die Lange der Intervalle echt
kleiner wird.

SchliefSlich schliefst man, dass die eindeutige reelle Zahl, die in allen Intervallen enthalten ist,
der Grenzwert der Folge (a;, ) e ist. O

Wir beweisen nun Satz[5.8f:

D. Sabel, Skript Grundlagen der Analysis,WS 2019/20 19 Stand: 5. Februar 2020



5 Unendliche Reihen

Beweis von Satz[5.8] Wir benutzen Satz um die Konvergenz der Folge der Partialsummen

N n
zu zeigen. Sei e > 0. Wir miissen N € N finden, sodass Z ap — Z ap| < e fiirallen > N gilt.
k=0 k=0
[e's) N n
Da Z lax| konvergiert, liefert Satz[5.9/ein N, sodass Z lag| — Z lag|| < e fur allen > N. Mit
k=0 k=0 k=0

der Dreiecksungleichung erhalten wir die gewiinschte Ungleichung:

N n N n
Sa- > u RS
k=0 k=0 k=0

k=0

n

D a

k=N+1

n

< Y lul=

k=N+1

<e€

5.3 Konvergenzkriterien

5.3.1 Majorantenkriterium

Satz 5.10 (Majorantenkriterium). Sei Z ci, eine konvergente Reihe. Dann konvergiert Z ay, ab-

5 . k=n k=n
solut, wenn |ay| < ¢y, fiir alle k > n gilt.

Beweis. Wir zeigen, dass die Folge der Partialsummen der Reihe Z |ax| monoton wachsend
k=n

und nach oben beschrankt ist. Nach Satz folgt daraus die Konvergenz der Folge der Parti-

alsummen und damit auch der Reihe.

Die Folge der Partialsummen von Z |ax| ist sicher monoton wachsend, da die Summenglieder

k=n
|ax| alle nichtnegativ sind. Mit der Annahme |a;| < ¢; haben wir

m m 00
Dl <D <) o
k=n k=n k=n

fiir alle m. Also ist Z ci, eine obere Schranke fiir die Partialsummen. O
k=n
. o : N | :
Beispiel 5.11. Das Majorantenkriterium zeigt, dass die Reihe Z 2 absolut konvergiert.
k=1

. . . ) . - N
Nach Satzwzssen wir bereits, dass ; ) konvergiert. Es gilt 1> < T fiir alle k > ﬂ

[o.¢]
. . o 1 .
also zeigt das Majorantenkriterium, dass E e absolut konvergiert.
k=1

20ffensichtlich gilt 1 < k fiir alle k& > 0. Daraus folgt £+ 1 < k+ k und damit auch 1 < £tk — 2k Djiyision durch

k+1 k+1
2 : 1 2
k Zelgt k2 S k(k+1)
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5.3 Konvergenzkriterien

Den Wert der Reihe kann man so aber nicht bestimmen, man weiss nur, dass es ihn gibt. Zur Infor-

1 2
mation: l; ﬁ = E

5.3.2 Quotientenkriterium

oo
Satz 5.12 (Quotientenkriterium). Die Reihe Z ai konvergiert absolut, wenn es eine Zahl 0 <
k=n
q < 1 gibt, sodass
A(k+1)

<gq

ag

fiir fast alle k gilt (d.h. fiir alle bis auf endlich viele k).

Beweis. Wir benutzen das Majorantenkriterium mit der geometrischen Reihe.

Sei N € N so gewihlt, dass |a(,1)/ax| < ¢ fiir alle k& > N gilt. Solch ein N existiert nach
Annahme.

Dann gilt |a| < |ax|¢*" fiir alle £ > N. Diese Aussage zeigt man durch Induktion. Der In-

duktionsanfang |ay 11| < |an]|q folgt direkt aus a(gi;“ < g. Fiir den Induktionsschritt haben
wir:
lag+1] < |aklg wegen |a(,11)/ax| < q
< lan|d* g nach Induktionsannahme
— | an | qk+1—N
o0
Wir kdnnen nun das Majorantenkriterium anwenden. Die Reihe Z lan|¢*" konvergiert, da
k=N

(e.) oo
Z lan|d" N = @ Z ¢" gilt und da die geometrische Reihe fiir 0 < ¢ < 1 konvergiert.
q
k=N

k=N
S

Mit |ax| < |an|¢*N fiir k& > N zeigt das Majorantenkriterium, dass die Reihe Z ay, abso-
k=N

o0
lut konvergiert. Dann konvergiert aber auch Z aj absolut, da hochstens noch endlich viele
k=n

Summanden hinzukommen. O
Beispiel 5.13.
IR | .
e DieReihe ) - konvergiert absolut.
k=0

Hier gilt

(k—il-l)! kK <1

Sl R+ E+1 72

also konnen wir das Quotientenkriterium mit g = % verwenden.
N.B.: Der Grenzwert der Reihe ist e = 2.71828 . ...
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6 Funktionen und Stetigkeit

ok
e Die Reihe Z % konvergiert absolut fiir alle = € R.
k=0
Hier gilt
$k+1
G| _ Jel-k _ o] 1
%’; (k+1)! k+1— 2

fiir alle k € N mit k > 2|x|. Da es nur endlich viele natiirliche Zahlen < 2|x| gibt, konnen wir
das Quotientenkriterium ebenfalls mit ¢ = % verwenden.

N.B.: Der Grenzwert der Reihe ist e*.

Beachte: Es geniigt im Quotientenkriterium nicht |ay41/ax| < 1 zu zeigen. Zum Beispiel kon-

oo

vergiert die harmonische Reihe E Z nicht, aber fiir alle % gilt:
k=0
1
) k
k41
£+l " 1
T k41 =

5.3.3 Leibnizsches Kriterium

Satz 5.14 (Leibnizsches Kriterium). Sei (ay)r>y eine Folge mit a;, > 0 und aj, > a4 fiir alle
k > n. Gilt weiterhin klim a, = 0, so konvergiert die Reihe
—00

> (=DFay .

k=n

Beispiel 5.15. Die Reihe
o0 (_1)k+1
2
k=1

konvergiert nach dem Leibniz-Kriterium (mit ay, = % ). Uber den Grenzwert macht das Kriterium wie
immer keine Aussage. Hier ist er In(2).

o
Beachte, dass man aus Jim a =0 allein nicht schliefen kann, dass Zak konvergiert. Die
—00
k=0

harmonische Reihe ist ein Gegenbeispiel.

Es gibt noch eine Anzahl weiterer Konvergenzkriterien (z.B. Cauchy-Kriterium, Wurzelkriteri-
um). Auch wenn keines der Kriterien anwendbar ist, kann es noch sein, dass eine Reihe kon-
vergiert. Dann muss man direkt mit der Grenzwertdefinition arbeiten.

6 Funktionen und Stetigkeit
Eine Funktion f: R — R ordnet jeder Zahl © € R eine Zahl f(x) € R zu. Der Graph der

Funktion ist die Menge der Paare {(x, f(z)) | z € R}. Zeichnet man den Graphen in ein z-y-
Koordinatensystem, so befindet sich tliber jedem z-Wert genau ein y-Wert (namlich y = f(x)).
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10 id(x) abs(x) floor(z) =

—10
-10 -10 -5 5 10

Identitatsfunktion Betragsfunktion Abrundungsfunktion
100 sa() 2000 {p(z) 400 (@)

80 300
1000

60 200

10 -10 <5 5 10 100

T

. 1
20 000 \5\10 15 20
xT

-0 s 500 Polynom Stiickweise definierte
Quadratfunktion p(r) = 223 + 322 — 102 + 1 Funktion f

Abbildung 1: Ausschnitte einiger Funktionsgraphen

Beispiel 6.1. Ausschnitte der Graphen zu einigen der folgenden Beispielen sind in Abbildung[1|zu
finden.

e Identische Funktion id(z) = .
e Betragsfunktion abs(x) = |x|.
e Die floor-Funktion: floor(z) = |x|.

e Quadratfunktion sq(z) = x? und allgemeiner Polynome p(z) = apz® + ap_12* " 4 - +
a1 + ap.

e Stiickweise definierte Funktionen:

2 falls x > 10,
flz)=1<¢2 falls x = 10,

—22  sonst.

e Funktionen miissen nicht ,glatt“ sein, z.B.

fa) 1 falls x rational (d.h. x = ™ fiir geeignete m,n € N),
€T =
0 sonst.

Es gibt auch Funktionen, die nicht fiir alle Argumente = € R definiert sind. Sind D und W
Teilmengen von R, so schreibt man f: D — W, wenn f jedem x € D einen Werty = f(z)in W
zuordnet. Die Menge D heifSt Definitionsbereich von f und W heifSt Wertebereich.

Beispiel 6.2.
o f(z) = 1. HierzB. D =R\ {0} und W =R\ {0}.
e f(x)=+/z.HierzB.D = {x € R |z > 0}.
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6 Funktionen und Stetigkeit

e Jede Folge (ay)nen kann als Funktion mit Definitionsbereich N angesehen werden, mittels

f(n) = an.

In der Regel riihrt ein Definitionsbereich D # R daher, dass der Funktionsterm nicht sinnvoll
aufSerhalb von D definiert werden kann. Man kann den Definitionsbereich auch willkiirlich ein-
schranken. Beispiel: id : R\ {42} — R.

Funktionen gibt es auch mit Definitions- und Wertebereichen, die nicht Teilmengen von R sind,
so gibt es zweistellige Funktionen mit Definitionsbereich R x R oder einer Teilmenge davon.
Definitions- und Wertebereich konnen auch ganz andere Mengen sein, wie die aller Teilmengen
von N, usw. Im Folgenden sind aber, wenn nichts anderes gesagt ist, Funktionen immer auf
einer Teilmenge der reellen Zahlen definiert und liefern reelle Zahlen zurtick.

6.1 Exponentialfunktion

Die Exponentialfunktion exp: R — R ist definiert durch

exp(zr) = Z T

k=0
Satz 6.3. Die folgenden Aussagen sind wahr:

e exp(0) = 1.

o exp(x + y) = exp(x) exp(y) fiir alle z,y € R.

Aus dem Satz folgt insbesondere exp(—z) = m, denn
oy _ exp(@)exp(—z) _exp(z+(-z)) exp(0) 1
PEDE T @) v ewla) | ep

Satz 6.4. Esgilt:
e exp(x) > 1 fiir alle x > 0.
e 0 <exp(z)<1fiirallex <O0.

Beweis. Fiir x > 0 ist die Aussage klar, da die Summe exp(z) = 1+ x4+ § +... nur echt positive

Glieder enthalt. Fiir x < 0 verwenden wir exp(z) = exp(l_x) und den ersten Punkt. O

6.2 Grenzwerte von Funktionen

Definition 6.5. Sei D eine Menge von reellen Zahlen. Eine Zahl a € R heifSt Beriihrpunkt von D
falls es eine Folge (a,,) von Zahlen a,, € D gibt mit lim a,, = a.

n—oo

Beispiele:

e Jede Zahl a € D ist ein Beriihrpunkt von D, da man einfach die konstante Folge a,, := a
wahlen kann.

e Fiir a < b sind die Zahlen a und b Beriihrpunkte des offenen Intervalls (a, ).
e Fiir kein ¢ > 0 ist b + ¢ ein Beriihrpunkt des offenen Intervalls (a, b).
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6.2 Grenzwerte von Funktionen

Definition 6.6. Ist f: D — W eine Funktion und a ein Beriihrpunkt von D, dann schreibt man

lim f(x) =b

r—ra

falls fiir jede Folge (x,,)nen mit x,, € D und li_)m Tn = agilt ILm f(zyn) =0b.

Die Funktionswerte f(z,,) streben also gegen b, sofern die Argumentfolge (z,,) gegen a strebt.
Die Annahme, dass a ein Beriihrpunkt von D ist, ist notig, damit es iiberhaupt eine solche
Argumentfolge gibt.

Man kann die obigen beiden Definitionen auch mit co und —oco anstelle von ¢ € R machen.
Man schreibt dann
lim f(z)=b und Er_n flx)=-c.

T—r00
Ersteres bedeutet, dass fiir jede Folge (x,,)nen mit li_>m z, = oo im Definitionsbereich auch
li_>m f(x,) = bgilt (und dass der Definitionsbereich mindestens eine solche Folge enthalt).

Beispiel 6.7.
o lim, ., 2% + 7 = a® + 7 und analoges gilt fiir beliebige Polynome.
o limy 001 =0
o lim, .. 22 4+ 7 = oo, analog zur bestimmten Divergenz von Folgen.

(z—1) 1

[ hmm_>2 (1,27_1) =3

[ ]
=
g
1
A
&)
=
1
—
5
8
1
nd
8
+
—
no

Grenzwerte miissen nicht existieren, z.B. existiert lim,_. % nicht.

Manchmal schrankt man bei der Limesbildung den Definitionsbereich D der Funktion auf {x €
D | x> a}oder {zr € D |z < a} ein. Man nahert sich also dem Punkt von links oder von rechts
an. Dafiir schreibt man dann

lim f(z) bzw. lim f(z) .

T—a™t T—a~

Beispiel 6.8.
o Esgiltlim, ,1+|z| =1 aberlim,_,,- |z| = 0 und lim,_,; || existiert nicht.

e Ein weiteres Beispiel ist lim, o+ * = oo aber lim, - 1 = —cc.
Satz 6.9. Sei f(a) = b oder f(a) undefiniert. Dann gilt liLn f(z) = b genau dann, wenn

lim f(z) = lim f(z)=".

z—a™t T—a~

Der Satz wird weiter unten bewiesen.

Lemma 6.10. Fiir alle z € R mit |z| < 1 gilt | exp(z) — 1| < 2|x|.
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6 Funktionen und Stetigkeit

Beweis.

| exp(z (Z k') -1 nach Definition

= Z o Vereinfachung

k=1
s Dreiecksungleich
< ZF reiecksungleichung

k=1

= |z| Z 2" |z| ausklammern

k!
< |x|z 2" denn es gilt 2"~ < k! fiiralle k > 1
ST gi < k!'fiir alle k£ >
< |95]ZF wegen |z| < 1
k=

< |z|2 geometrische Reihe

Satz 6.11. Es gilt lim,_,gexp(z) = 1.

Beweis. Wir miissen zeigen: Wenn lim,,_, z,, = 0 dann lim,,_,, exp(z,,) = 1.

Seie > 0. Wegen lim,,_, 2, = 0 gibt es fiir ¢’ = min(1,e/2) einen Index N, sodass |z,| <& <1
fiir alle n > N gilt. Mit Lemma|6.10|folgt daraus | exp(z,,) — 1| < |2z,| < 2’ < efiirallen > N.
Das zeigt lim,, oo exp(z,) = 1. d

Satz 6.12 (Epsilon-Delta-Charakterisierung des Grenzwerts). Es gilt lim,_,, f(x) = b genau
dann wenn es fiir jedes ¢ > 0 ein § > 0 gibt, sodass |f(xz) — b| < ¢ fiir alle = im Definitionsbereich
von f mit |z — a| < J gilt.

Fiir jede geforderte Genauigkeit ¢ gibt es eine §-Umgebung von a, innerhalb derer alle Funkti-
onswerte hochstens ¢ von f(a) abweichen.

Der Beweis ist nicht schwer und wird hier weggelassen. Stattdessen geben wir einen Beweis von
Satz|6.9|als Beispiel zur Verwendung der Epsilon-Delta-Charakterisierung an.

Beweis von Satz[6.9 Aus lim,_, f(z) = b folgt lim,_,,+ f(z) = bund lim,_,,- f(x) = b direkt
nach Definition.

In die andere Richtung konnen wir lim,_,,+ f(z) = bund lim,_,,- f(x) = b annehmen. Mit
der Epsilon-Delta-Formulierung bedeutet das, dass es fiir jedes ¢ > 0 zwei Zahlen §; > 0 und
d2 > 0 gibt, sodass |f(z1) — b| < ¢ fiir alle z; > a aus dem Definitionsbereich f mit |z; —a| < &,
sowie | f(z2) — b| < ¢ fir alle z2 < a aus dem Definitionsbereich f und |z2 — a| < J2. Dann gilt
aber sicher erst recht | f(z) — b| < ¢ fiir alle 2 aus dem Definitionsbereich von f mit |z — a| <
min(dy, d2) (Wenn a im Definitionsbereich liegt, folgt dies aus f(a) = b).

Wir haben also gezeigt, dass es fiir jedes ¢ > 0 ein 6 > 0 gibt (namlich min(d;,d2)), sodass
|f(z) — b| < e fiir alle x mit |z — a| < ¢ gilt. O
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6.3 Stetigkeit

6.3 Stetigkeit

Definition 6.13. Eine Funktion f: D — W ist im Punkt a € D stetig falls lim,_,, f(x) = f(a)
gilt.

Beispiel 6.14.
o f(x) = 2? ist iiberall stetig. Analog sind Polynome iiberall stetig.
e f(z) = |z ist an allen nicht-ganzzahligen Punkten stetig.
o f(x) = |z|istiiberall stetig.

Satz 6.15. Die Exponentialfunktion exp(x) ist iiberall stetig.

Beweis. Wir haben bereits lim,_,o exp(xz) = 1 und exp(0) = 1 gezeigt, was Stetigkeit im Punkt 0
entspricht. Die Stetigkeit in einem anderen Punkt a € R kdonnen wir darauf zuriickfiihren. Sei
(x,,) eine Folge mit lim x,, = a. Wir miissen lim exp(z,) = exp(a) zeigen. Wir haben

n—oo n—oo

nlggo exp(zy) = HLH;O exp(zy, —a+a) = nlggo exp(x, — a) exp(a) = exp(a) ngn;o exp(z, — a).

Aus lim z, = a folgt aber lim (z, — a) = 0. Also ist (z},) mit 2}, := z,, — a eine Folge mit
n—oo n—oo

lim 2], = 0. Aus der Stetigkeit im Punkt 0 folgt dann lim exp(z},) = 1, also lim exp(z, —a) =

n—oo n—oo n—oo

1. Durch Einsetzen in die obige Gleichung erhalten wir lim exp(z,) = exp(a), was zu zeigen
T—r00
war. O

Satz 6.16. Wenn f und g im Punkt x stetig sind, dann sind auch folgende Funktionen im Punkt x
stetig.

o hi(z) = f(x) + g().

o hy(z) = f(z)g(x).

o h(x) = §(33, falls g(x0) # 0.
Wenn g im Punkt x stetig ist und f im Punkt yo = g(xo) stetig ist, dann ist auch hy4(z) = f(g(x))
im Punkt x stetig.

Beispiel 6.17.
o f(z)=

2+
(z —2)(x 4+ 3)(z —5)

ist in allen Punkten aufSer 2, —3 und 5 stetig.

2
e cxp (2) ist iiberall stetig.

6.4 Zwischenwertsatz

Satz 6.18 (Zwischenwertsatz). Sei f: R — R eine stetige Funktion und seien a < b € R Zahlen
mit f(a) < Ound f(b) > 0. Dann gibt es eine Zahl ¢ € [a, b] mit f(c) = 0.

Beweis. Wir definieren eine Intervallschachtelung [ag, bo], [a1, b1], ... wie folgt:

e ap:=aundby :=b.
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6 Funktionen und Stetigkeit

e Wenn das n-te Intervall schon definiert ist, dann definieren wir das (n + 1)-te Intervall
wie folgt. Sei m := %Ebs der Mittelpunkt von a,, und b,,. Wenn f(m) > 0, dann definieren
Wir ap4+1 = a, und b,41 := m. Wenn f(m) < 0, dann definieren wir a,,+1 := m und
bn+1 = bn
Man {iiberlegt sich, dass dies eine Intervallschachtelung definiert. Zum Beispiel halbiert sich
die Liange der Intervalle in jedem Schritt.

Nach dem Satz iiber Intervallschachtelungen gibt es also eine eindeutige Zahl ¢ € R, die in
allen Intervallen enthalten ist.

Wir zeigen, dass f(c) = 0 gilt. Zunachst bemerken wir hm ap = hm b, = c. Dies gilt, da ¢
in allen Intervallen liegt, und sich die Lange Intervalle 1r1 ]edem Schrltt halbiert. Wegen der
Stetigkeit von f folgt weiterhin h_)m flan) = f(e) = h_)m f(bn).

Nach Konstruktion gilt aber f(a,) < 0und f(b,) > O fiir alle n (Beweis durch Induktion).
Also muss le f(an) < 0und ILm f(bn) > 0 gelten. Das heifst f(c) < 0und f(¢) > 0, somit
f(e) =0. O

Satz 6.19. Sei f: R — R eine stetige Funktion, seien a < b und yo € R Zahlen mit f(a) < yo und
f(b) > yo. Dann gibt es eine Zahl c € [a, b] mit f(c) = yo.

Beweis. Definiere g(z) = f(z) — yo. Diese Funktion erfiillt die Voraussetzungen des Zwischen-
wertsatzes, also gibt es x € [a, b] mit g(c¢) = 0. Nach Definition von g gilt dann aber f(c¢)—yo = 0,
also f(c) = yo, was zu zeigen war. O

6.5 Monotonie und Umkehrfunktion

Definition 6.20. Eine Funktion f ist monoton steigend, wenn aus x < y folgt f(z) < f(y). Sie
ist monoton fallend, wenn aus = < y folgt f(x) > f(y). Sie ist streng monoton steigend, wenn
aus x < y folgt f(x) < f(y). Sie ist streng monoton fallend, wenn aus = < y folgt f(x) > f(y).

Der Graph einer streng monoton steigenden Funktion steigt von links nach rechts gelesen an.
Der Graph einer monoton steigenden Funktion darf auch streckenweise liegenbleiben.

Die Funktionen 23 , \/z und || sind monoton steigen(ﬂ die ersten zwei sogar streng.

Die Funktion % eingeschrankt auf positive reelle Zahlen ist streng monoton fallend.

Definition 6.21 (Umkehrfunktion). Sei f: D — W eine Funktion. Eine Funktion g: W — D heifSt
Umkehrfunktion von f falls f(x) = y genau dann wenn g(y) = z (fiir alle x € D und y € W).

Satz 6.22. Ist g: W — D Umkehrfunktion von f: D — W, so gilt g(f(x)) = zund f(9(y)) =y
fiirallex € Dundy € W.

Beweis. Nach Definition gilt g(f(x)) = x genaudannwenn f(z) = f(x), was aber offensichtlich
wahr ist. Analogt gilt f(¢(y)) = y genau dann wenn g(y) = g(y), was ebenfalls wahr ist. O

®N.B.: Strenggenommen miisste man schreiben, die Funktionen sgq, sqrt, floor mit sq(z) = 22, sqrt(z) = /z und
floor(x) = |z sind monoton steigend. Der Ausdruck x? ist eigentlich keine Funktion, sondern ein Term. Es hat
sich aber eingebiirgert, iiber diese Ungenauigkeit wegen der besseren Lesbarkeit hinwegzugehen.
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6.6 Logarithmus

Satz 6.23. Sei f: D — W eine streng monoton steigende Funktion und sei W so gewdhlt, dass jedes
Element von W auch tatsdchlich als Funktionswert auftritt. Dann hat f eine eindeutig bestimmte
Umkehrfunktion f~': W — D, die ebenfalls streng monoton steigend ist.

Beweis. Nach Annahme gibt es fiir jedes y € W ein x € D mit f(x) = y. Da f streng monoton
steigend ist, kann es auch nur ein solches = geben. Denn wenn es z1, zo € D mit 21 < z9 und
f(z1) = f(z2) gdbe, dann wire f nicht streng monoton steigend. Wir definieren ¢(y) als das
eindeutige Element x € D mit f(x) = y und erhalten so eine Umkehrfunktion.

Fiir die Monotonie miissen wir zeigen, dass fiir alle y;,y2 € W mit y; < ys auch g(y1) < g(y2)
gilt. Angenommen g(y1) > g(y2). Wegen der Monotonie von f folgt daraus f(g(y1)) > f(g(y2)).
Da g Umkehrfunktion von f ist, gilt f(g(y1)) = y1 und f(g(y2)) = vy, also auch y; > y,. Das
widerspricht aber y; < 2, also muss die Annahme falsch gewesen sein und g(y1) < ¢g(y2)
gelten. O

Man erhilt den Graphen der Umkehrfunktion aus dem Graphen von f durch Spiegelung an der
45 Grad steilen Ursprungsgeraden.

Beispiel 6.24. Fiir f(z) = 2> mit D = W = {x € R | # > 0} gilt f~!(x) = \/z. Nimmt man
D =R, soist f nicht monoton und hat keine Umkehrfunktion.

Man beachte: Die Notation f~!(z) nicht mit f(x)~! verwechseln. Die Notation f(z)~! steht fiir

ﬁ, wihrend f~!(z) den Wert der Umkehrfunktion von f im Punkt z bezeichnet.

6.6 Logarithmus

Satz 6.25. Exponentialfunktion exp(z) ist streng monoton steigend.

Beweis. Seiz < y.Dannisty —z > 0und es gilt exp(y — ) > 1 nach Satz[6.4, Damit haben wir
exp(y) = exp(x + (y — x)) = exp(z) exp(y — =) > exp(x), wie behauptet. O

Folgerung: Wenn exp(z) = exp(y) dann z = y.

Satz 6.26. Die Exponentialfunktion nimmt jeden Wertin {y € R | y > 0} an.

Beweis. Durch Ausrechnen der ersten Glieder der Exponentialreihe wissen wir exp(1) > 2. Mit
der Rechenregel exp(z + y) = exp(x) exp(y) folgt daraus exp(k) > 2F und exp(—k) < 2% Fiir
jede Zahl y > 0 gibt es k € Nmit 5z < y < 2* (Sétze|3.14 und [3.15). Fiir dieses k gilt also
exp(—k) < y < exp(k). Da exp stetig ist, konnen wir den Zwischenwertsatz anwenden und
erhalten, dass es ein = mit —k < = < k und y = exp(z) gibt. Also haben wir gezeigt, dass exp

jedes y > 0 als Wert annimmt. dJ

Definition 6.27 (Logarithmus). Die Logarithmusfunktion In: {z € R | z > 0} — R ist definiert
als die Umkehrfunktion von exp.

Wir haben also In(exp(z)) = « fiir alle € R und exp(In(y)) = y fiir alle y > 0.
Definiere e := exp(1).
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7 Komplexe Zahlen

Satz 6.28. Es gelten folgende Rechenregeln:

In(1) =0
In(e) =1
In(zy) = In(x) + In(y) fur alle x,y > 0

Beweis. Die ersten beiden Gleichungen folgen aus exp(0) = 1 und exp(1) = e und der Definition
der Umkehrfunktion: In(1) = In(exp(0)) = 0 und In(e) = In(exp(1)) = 1.

In(zy) = In(exp(In()) exp(In(y))) = In(exp(In(z) + In(y))) = In() + In(y) =

6.7 Allgemeine Potenzen

Fir z,y € R mit x > 0 ist die allgemeine Potenz definiert durch:

z¥ 1= exp(yIn(x))
Fiir ganzzahlige y stimmt das mit der bisherigen Definition tiberein.
Weiterhin gilt e* = exp(z) nach Definition und wegen In(e) = 1.
Es gelten folgende Potenzgesetze:

a’ =

=) =
S
L
Il
S
S

au—v — " uv (au)v
aU

|
IS
[

Diese beweist man direkt mit der Definition und den Rechenregeln fiir exp und In. Beispiel:

u+ u,v

a""" = exp((u+v)In(a)) = exp(uln(a) + vin(a)) = exp(uln(a)) exp(vin(a)) = a“a

7 Komplexe Zahlen

7.1 Definition durch Hinzunahme der Wurzel aus —1

Man erhalt die komplexen Zahlen, indem man zu den reellen Zahlen die imagindre Einheit i, die
dem Gesetz i> = —1 geniigt, hinzunimmt.

Bemerkung: Man kann nicht ,,einfach so“ Zahlen dazu nehmen. Kdme z.B. jemand auf die Idee,
eine Zahl j einzufiihren, sodass j = %, sohitteman0-j =1,also0=1-j—-1-j=(1-1)-
j = 0-7 =1, ein Widerspruch. Im Falle der Wurzel aus —1 ist diese Hinzunahme von 7 aber
widerspruchsfrei moglich.

Jede komplexe Zahl hat dann die Form a + i - b fiir a,b € R, denn jeder Rechenausdruck mit
komplexen Zahlen lasst sich mithilfe der folgenden Rechenregeln auf dieses Format bringen.
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7.2 Konjugation und Betrag

Rechenregeln:
(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i
(a+bi) - (c+ di) = ac + (ad + be) - i + bdi* = (ac — bd) + (ad + be)i wegen 7% = —1
(a+bi)—(c+di)=(a—c)+ (b—d)i
(a+0bi) (a+bi)-(c—di) 1 ,
(crd) ~ (cxd) (c=di) ~ (@xa (actbd+(be—ad)i)

Ist z = a + bi, so heifSt a Realteil von z und b Imagindrteil von z. Man schreibt « = Re(z) und
b =1Im(z).
Die Menge der komplexen Zahlen wird mit C bezeichnet.

7.2 Konjugation und Betrag

Definition 7.1. Die Konjugierte von z € C ist die komplexe Zahl z := Re(z) — Im(z) - i.

Esist 2 -z = a® + b? = Re(2)? + Im(2)%
Man definiert den Betrag |z| einer komplexen Zahl z durch

12| = /Re(2)2 + Im(2)2 = V2Z.

Es gilt:

|lw+ z| < |w|+ |z| (Dreiecksungleichung)

jw - 2| = [w] - |2]

Der Division komplexer Zahlen liegt also das Erweitern mit der Konjugierten des Nenners zu-

cw __wz 1 5
grunde: ¥ = %= = nE W E

7.3 Komplexe Zahlenebene

Man veranschaulicht sich die komplexen Zahlen als Ortsvektoren in der Ebene (Realteil = z-
Koordinate, Imagindrteil = y-Koordinate, siehe auch Abbildung|2). Die Lénge dieser Vektoren
entspricht dann gerade dem eben definierten Betrag.

Die Addition komplexer Zahlen entspricht der Vektoraddition, die Multiplikation entspricht der
Operation ,stretch and turn®: Die Liangen (Betrédge) der zu multiplizierenden Vektoren werden
multipliziert, die Winkel der Vektoren, gemessen von der z-Achse entgegen dem Uhrzeigersinn,
werden addiert.

Zum Beispiel ist die imagindre Einheit i der Einheitsvektor in y-Richtung. Multipliziert man ihn
mit sich selbst nach der ,,stretch-and-turn® Vorschrift, so erhidlt man offensichtlich die Minus
Eins. Ebenso gilt natiirlich i = —i und i* = 1.

Ist ¢ die komplexe Zahl mit Betrag 1 und Winkel 120 Grad, also e = —5 + ? i,s0iste? =7
und €3 = 1.

Man sagt: ¢ ist eine primitive dritte Einheitswurzel (, Wurzel aus Eins®). ,,Primitiv“ deshalb, weil
alle drei dritten Einheitswurzeln, ndmlich 1, e und Z Potenzen von ¢ sind. Ebenso ist £ primitive
dritte Einheitswurzel, dennz? = s und &3 = 1.
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7 Komplexe Zahlen

Imaginire Achse
3 41
2 xatd
abea=—1+1i | b=2+1i
‘ ‘ ‘ Reelle Achse
-3 -2 —1 1 2
_1 1

Abbildung 2: Veranschaulichung der Komplexen Zahlenebene: Addition (rot), Konjugation (blau),
Multiplikation (violett)

; 1] Im . 7Im
5 0,5
&3 Re 1 Re
-1 =05 0,5 1 1,5 -1 =05 0,5 1 1,5
—0.,5 -0,5
)
€ 1 -1
1

Abbildung 3: Komplexe Einheitswurzeln: Veranschaulichung

Die Zahlen 1,4, —1, —i sind vierte Einheitswurzeln, : und —: sind sogar primitiv. In Abbildung
sind Veranschaulichungen fiir dritte und vierte Einheitswurzeln gezeigt.

Die Einheitswurzeln spielen unter anderem bei der diskreten Fouriertransformation, einem
wichtigen Hilfsmittel bei der Signalverarbeitung eine bedeutende Rolle.

7.4 Komplexe Nullstellen von Polynomen

In den komplexen Zahlen hat jede (nichttriviale{z_fb quadratische Gleichung eine Losung, z.B. 22—
2 + 5 =0 hat die Losungen a1 o = — 32 +1/(F)? -5 =1+ v/—-4=1+2i.

Es gilt sogar, dass jedes nichtkonstante Polynom eine Nullstelle in den komplexen Zahlen hat
(,Fundamentalsatz der Algebra“). Hat man eine Nullstelle xy gefunden, dann kann man die
yrausdividieren® und findet so insgesamt genau so viele Nullstellen (Vielfachheit eingerech-
net), wie der Grad des Polynoms.

So hat das Polynom 2 — 322 + 7z — 5 = (2% — 22 + 5) - (z — 1) eine reelle Nullstelle, namlich 1
und zwei komplexe Nullstellen, ndmlich 1 + 2¢ und 1 — 2:.

“Bemerkung: az® + bx + ¢ = 0 heifit hier ,trivial“, wenn a = b = 0.
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7.5 Konvergenz im Komplexen

Da die komplexe Konjugation mit Addition und Multiplikation vertraglichist (z + w = Z+wund
zw = zZ-w), folgt, dass wenn z eine Nullstelle eines Polynoms P(x) ist, so auch die Konjugierte z.

7.5 Konvergenz im Komplexen

Konvergenz von Folgen und Grenzwerte von Funktionen werden im Komplexen genauso wie im
Reellen definiert. An die Stelle des Absolutbetrages tritt hier der Betrag der komplexen Zahlen.

Also konvergiert eine Folge (a,),en von komplexen Zahlen gegen b € C, wenn fiir jedes ¢ > 0
ein N € N existiert, sodass fiir alle n > N gilt |a, — b| < e.

Die Konvergenzkriterien fiir Reihen und bereits hergeleitete Summenformeln gelten sinnge-
mafs fort.

Beispiel 7.2. Seiz := 7157 = 5 - (1 — ). Esgilt |z| = § < 1, also ist

o]
k=

z%((l—lm‘)yc:lizz(lii):l—i_

7.6 Komplexe Exponentialfunktion und trigonometrische Funktionen

Man erweitert die Exponentialfunktion exp(x) auf die komplexen Zahlen, indem man die Reihe

auf komplexen Zahlen auffasst.
k

s V4
exp(z) = Z 7
k=0

Es gilt dann weiterhin exp(w + z) = exp(w) - exp(z), selbst wenn w und z komplex sind.

Es gilt e* = eZ (siehe z.B. (For16)). Da |z| = v/z - 7 kann man folgern

i~t’2 t it | it it—it _ 0 _q

et e =e"" et =" et =e

Daraus folgt |¢!*| = 1, d.h. fiir jedes ¢ liegt ¢** auf dem Einheitskreis (siehe Abbildung@).

Die trigonometrischen Funktionen sin und cos werden durch
sin(t) = Im(exp(i - t))

und
cos(t) = Re(exp(i - t))
definiert.

Es gilt also insbesondere exp(i-t) = cos(t) + i - sin(t) (siehe die geometrische Interpretation am
Einheitskreis). Weiterhin folgt e(*+%) = ¢@ . (cos(b) + i - sin(b)).
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7 Komplexe Zahlen

Im it

sin(t) t

cos(t)

Abbildung 4: Veranschaulichung der Exponentialfunktion am Einheitskreis und der Definition von
sin und cos

Aus der geometrischen Interpretation ergeben sich folgende spezielle Werte.

sin(0) =0 cos(0) =1
sin(m) =0 cos(m) = —1
sin (g) =1 coSs (g =0
sin (%) =1/2-V3 cos (g) =1/2 (g entspricht 60 Grad)

Ebenfalls anhand der geometrischen Interpretation wird klar, dass folgende Gleichungen fiir
alle « gelten.

sin(a + 2m) = sin(a) cos(a + 2m) = cos(w)
sin(—a) = — sin(a) cos(—a) = cos(w)
sin(a) = cos (a - g) sin(a)? + cos(a)? = 1

Satz 7.3. Fiir alle o und j gilt:

sin(a + ) = sin(a) cos(3) + cos(a) sin(fB)
cos(a + B) = cos(a) cos(B) — sin(a) sin(3)
Beweis. Die Funktionalgleichung fiir die Exponentialfunktion impliziert
Gil@+y) _ ity _ giw | iy
Anwendung der geometrischen Interpretation am Einheitskreis (s.0.) ergibt dann

cos(z +y) + isin(z + y) = (cos(x) + isin(z)) - (cos(y) + isin(y))
= (cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y)) + i(sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y)).

Die Behauptung folgt durch Vergleich von Real- und Imaginarteil. O
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7.7 Trigonometrische Funktionen und ihre Umkehrfunktionen

Satz 7.4. Es gelten folgende Reihenentwicklungen fiir die trigonometrischen Funktionen:

oo
) (_1)kx2k+1
sSin(r) = —_—
=3
o0
(_1)l~cx2k
cos(zx) = —
2" op)
Beweis. Nach Definition exp(iz) = > p ’%‘{k Esgilti® =1,i' =i, = -1, = —4,i* = 1,

% = i usw. In der Reihe sind (fiir reelles z) also die Glieder mit geradem Index alle reell und die
mit ungeradem Index imaginar. Der Realteil von exp(iz) lasst sich dann schreiben als:
xo $2 :L'4 x6 x (_1)191,219
RN Dherc 1o e

Der Imaginarteil von exp(ix) lasst sich schreiben als:
1 3 5 7 o0 k.2k+1
-1
L T o i i
3 57 = (2k+1)!
O

Fiir den speziellen Wert = = 7 ergibt sich aus ¢ = cos(x) + isin(z) die berithmte Eulersche
Formel
e =—1

und ebenso 2™ = 1.

7.7 Trigonometrische Funktionen und ihre Umkehrfunktionen

Die Funktionen cos(z) und sin(z) wurden als Real- und Imaginarteil von exp(ix) definiert.

Man verwendet auch haufig die Tangens-Funktion, die durch

sin(z)

tan(z) := cos()
definiert ist. Die Tangens-Funktion ist an den Nullstellen von cos(x) undefiniert, d.h. an den
Punkten 7 + k - fiir k € N.

Die Funktion sin ist im Intervall [—7, 7| streng monoton steigend und nimmt alle Werte aus
[—1, 1] an. Eingeschrankt auf dieses Intervall hat sin also eine Umkehrfunktion, die Arcussinus
genannt wird arcsin: [-1,1] — [-7, Z].

Analog ist cos im Intervall [0, 7] streng monoton fallend und nimmt alle Werte aus [—1, 1] an.
Eingeschriankt auf dieses Intervall hat cos also eine Umkehrfunktion, die Arcuscosinus genannt
wird arccos: [—1,1] — [0, 7.

Die Tangensfunktion ist im offenen Intervall (—g, g) streng monoton wachsend und nimmt

alle Werte aus R an. Ihre Umkehrfunktion wird arctan: R — (-7, %) genannt.
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8 Differentiation

7.8 Polarkoordinaten

Jede komplexe Zahl z = a + bi kann in der Form r - ¢*® geschrieben werden, wobei r = |z| =
va? + b? und « der Winkel des Ortsvektors (a, b) ist. Es gilt

arctan(®) fallsa > 0,6 >0

7 —arctan(2) fallsa <0
a={2r+arctan(2) fallsa > 0,b<0
/2 fallsa =0,b6>0

3m/2 fallsa=0,b<0

(ftir (a, b) # (0,0))
In vielen Programmiersprachen gibt es die Funktion atan?2 fiir diesen Zweck.
Man erhilt als Anwendung eine praktische Darstellung der n-ten Einheitswurzeln. Wenn man

2.3

w, := e n setzt, dann sind die Eckpunkte eines regelméafdigen n-Ecks vom Radius Eins in der
Zahlenebene w,, w?, ..., w?. Es gilt w? = 1.

Anwendung: Die Gleichung e* = z hat fiir alle z € C eine Losung, namlich In(r)-i- (¢ +2-7-k),
falls 2 = 7 - €% und k € Z beliebig.

7.9 Komplexe Potenzen

Fiir reelles ¢ > 0 und komplexes z definiert man

a® :=exp(z - In(a)).

Es gilt dann a¥** = a% - a*.

Potenzen mit komplexen Basen sind ebenso wie solche mit negativen Basen nach wie vor nur
fiir ganzzahlige Exponenten erklart. Zum Beispiel gibe es fiir die Definition von (—1)%5 zwei
verschiedene Moglichkeiten, ndmlich ¢ und —:.

Auch fiir komplexe Exponenten und negative Basen ist nicht klar, wie die Potenz zu definieren
wire. Zum Beispiel gilt e??™ = 1, also wiirde man (durch Potenzieren mit i) auch e 2" = 1* = 1
erwarten, was im Reellen aber sicher nicht gilt.

8 Differentiation

8.1 Definition und Beispiele
Nach der Definition der trigonometrischen Funktionen durch die komplexe Exponentialfunk-
tion beschéaftigen wir uns im Folgenden zunachst wieder mit reellen Funktionen.

Definition 8.1. Sei f: D — W mit D C R und W C R. Die Funktion f heifSt an der Stelle x € D
differenzierbar, wenn der Grenzwert

i £+ 1) = f(@)
h—0 h

existiert. Man schreibt dann f'(z) fiir diesen Grenzwert.
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8.1 Definition und Beispiele

Man findet auch die Notation d];(f) (»df (z) nach dz®).

Beachte, dass der Grenzwert nicht immer existieren muss. Nicht alle Funktionen sind tiberall
differenzierbar.

Die Zahl f’(a) ist die Steigung der Tangente an den Graphen von f an der Stelle a, also die
Steigung des Graphen im Punkt a. Die Tangente im Punkt a ist die lineare Funktion ¢(z) = (x —

a)f'(a) + f(a).

Die durch
F)  tim LT @)

h—0 h
definierte Funktion f’ heifst die Ableitung von f.

Beispiel 8.2.
e Fiir f(z) = cmitc e Rgilt f'(x) = 0.

Es gilt limy,_,o << = 0, also f'(x) = 0 und der Grenzwert existiert fiir alle = € R.

Fiir f(x) = x gilt f'(z) = 1, denn

i L@ D) @) e thor
h—s0 h h—0 h

Fiir f(z) = 22 gilt f'(x) = 2z, denn

_ 2_ .2 2
i JEEW —f@) @B et 2wht BT
h—0 h h—0 h h—0 h
e Fiir f(z) = Lgilt f'(x) = — %, denn
lim 7‘(’; _% = lim 7x—(x+h) = lim _h im =t 1
h>0 h ko0 z(z+h)h  hsox(z+h)h  hsox(x4+h) 2?2
e Fiir f(x) = exp(x) gilt f'(x) = exp(x), denn
lim exp(z + h) — exp(x) — lim exp(z) exp(h) — exp(x)
h—0 h h—0 h
. exp(h)—1
= lim A 2
exp(z) lim
=exp(z) .
Um limy,_0 eXp(Z)_l = 1 zu zeigen, kann makn die Reihendarstellung exp(h) = > 32, ’}C—If
verwenden. Daraus folgt % = >0 ﬁ Beachte, dass diese Reihe fiir h = 0 den

Wert 1 hat. Die Reihe definiert eine stetige Funktion (das kann man wie in Satz zeigen),

. k
d.h. hthO Ezo:[) ﬁ =1.
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e Fiir f(x) = sin(z) gilt f'(z) = cos(x).

o sin(x + h) — sin(z) — lim sin(x) cos(h) + cos(z) sin(h) — sin(z)
h—0 h h—0 h

sin(h)

= cos(x) flg% — + sin(x) }1113%

cos(h) — 1
h
= cos(x)
e Fiir f(x) = cos(z) gilt analog f'(x) = — sin(x).
Satz 8.3. Sei f eine im Punkt a € R differenzierbare Funktion. Definiere die Funktion r durch
f(@)=fa)+ f'(a) - (z —a) +r(z) .

Dann gilt limj,_,¢ ’"(ah*h) = 0.

Die Funktion f wird zerlegt in die Summe einer linearen Funktion f(a) + f/(a) - (z — a) (die
Tangente von f im Punkt a) plus einen Rest (). Der Satz sagt aus, dass der Rest um den Punkt a
einen geringeren als linearen Beitrag leistet. Es geht r(a + h) fiir h — 0 schneller gegen 0 als
die lineare Funktion h.

Beweis. Durch Umstellen von f(z) = f(a) + f'(a) - (x — a) + r(x) erhalten wir

Einsetzen von a + h fiir « ergibt

r(a+h) fla+h)— f(a)

LB ),
Daraus folgt
g PO o F@E ) @)
h—0 h  hs0 h '

Nach Definition der Ableitung ist die rechte Seite gleich f'(a)— f'(a) = 0, was zu zeigen war. []

Auch die Umkehrung des Satzes gilt. Wenn man eine Funktion f so in eine lineare Funktion plus
Rest zerlegen kann, sodass der Rest im Punkt a geringer als linear ist, dann muss die lineare
Funktion die Tangente sein.

Satz 8.4. Sei f eine Funktion und seien a,b € R. Definiere r durch
f(x)=fla)+b-(z —a)+r(z) .

Wenn limy,_, 7“(“7;“}‘) =0, dann gilt f'(a) = b.

Beweis. Durch Umstellen und Einsetzen wie im vorangegangenen Beweis erhalten wir

Craeh) o flath) - f(@)
h—0 h h—0 h

—b=f(a)—b .
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8.2 Differentiationsregeln

Wenn der Grenzwert auf der linken Seite also 0 ist, dann muss auch f/(a) — b = 0 gelten, also

f'(a) =b. O

Satz 8.5. Ist eine Funktion f in einem Punkt a differenzierbar, so ist sie in a auch stetig.

Beweis. Wir miissen lim, ,, f(z) = f(a) zeigen. Nach Satz [8.3] konnen wir f(z) als
f(a) + f'(a)(x — a) + r(x) mit limy,_,o ”(“,jh) = 0 schreiben. Aus limj_,o "(“J’h) = 0 folgt erst

recht limj_,o r(a + h) = 0. Somit haben wir:

lim f(z) = lim f(a+h) = lim f(a) + f'(a) - A+ r(a+h) = f(a),

r—a

was zu zeigen war. O

Die Umkehrung des Satzes gilt nicht immer. Zum Beispiel ist f(z) = |z| im Punkt = = 0 stetig,
aber nicht differenzierbar.

8.2 Differentiationsregeln

Satz 8.6 (Linearitit). Seien f,g: D — R im Punkt x differenzierbare Funktionen und sei A € R.
Dann gilt:

o (f+9)(x)=f(x)+d(2)
o (f—9)(x) = fl(x) — ¢ ().
o (A-f) (@) =A-f(2).

Satz 8.7 (Produktregel). Seien f,g: D — R im Punkt x differenzierbare Funktionen. Dann gilt

(f9)'(x) = f'(x)g(x) + f(2)d (x) .

h—0 h
_ iy @R~ f@))g(z +h) + fz)(g(z +h) — g(2))
h—0 h
= lim (f(x+h2—f(w))g(x+h)+f(x) (g(x—i—h})L—g(:c))
_ (,lg% f(:r+hf)L—f(w)> <%i§69(“h)> + f(a) (g(:v+h})b—g(:c))
= f'(x)g(z) + f(2)g'(z)

Im letzten Schritt haben wir die Stetigkeit von g im Punkt x verwendet, die uns limj_,¢ g(z +
h) = g(x) liefert. O

Satz 8.8 (Quotientenregel). Seien f,g: D — R im Punkt x differenzierbare Funktionen und sei g
im ganzen Definitionsbereich nichtnull. Dann gilt

<f>’(x) _ ['(@)g(x) — f(2)g'(x)
g
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8 Differentiation

Beweis. Wir zeigen den Spezialfall (é) (x) = _(x()Q) Der allgemeine Fall folgt daraus mit der
Produktregel, indem man ( ) (é) verwendet. Den Spezialfall sieht man durch direktes
Ausrechnen des Grenzwerts.
<1>/ (x) = lim 7‘(](?1“0 _ g(lx) = lim 7%
g h—0 h h—0 h
o AT
Im letzten Schritt haben wir wieder die Stetigkeit von g benutzt. O

Beispiel 8.9.

e Fiir f(x) = 23 = 22 - x erhalten wir mit der Produktregel (und den obigen Beispielen) f'(z) =
27 -z + 2?1 =322

e Esgilt (x™)" = na"! fiir alle n € N. Das zeigt man durch Induktion iiber n. Der Fall fiir
n = 0 entspricht dem Beispiel fiir konstante Funktionen. Der Induktionsschritt folgt mit der
Produktregel wie fiir «3.

e Fiir f(x) = sin(z) exp(x )gilt f'(x) = cos(x) exp(x) + sin(x) exp(x) nach der Produktregel.

. Furf(x) _ tan(a:) _ sin(x glltf ( ) _ cos(z) cos(z)—sin(z)(— sin(z)) _ 1 ,

cos(zx) cos(x)?2 cos(z)?*

Satz 8.10 (Kettenregel). Seien g: D — W und h: W — Rund sei f: D — R durch f(z) =
h(g(x)) definiert. Ist g im Punkt x differenzierbar und h im Punkt g(x), dann gilt

f'(z) = h(g(x)) - g'(x) .

Ein Beweis des Satzes ist z.B. in (For16) zu finden.

Beispiel 8.11.
o Fiir f(x) = exp(—2?) gilt f'(x) = exp(—2?) - (—2z).
e Fiir f(x) = (sin(z))? gilt f'(x) = 2sin(z) cos(z).

Satz 8.12 (Differentiation der Umkehrfunktion). Sei f: D — W und sei g: W — D die Umkehr-
funktion von f (angenommen, dass diese existiert). Dann gilt

1
()

g'(f(zx)) =

Beweis. Definiere eine Funktion i durch h(z) = ¢g(f(z)). Durch Anwenden der Kettenregel auf 1
erhalten wir /' (z) = ¢/(f(x)) - f'(x). Da f die Umkehrfunktion von g ist, gilt aber auch h(z) = =
mithin »/(z) = 1. Somit haben wir 1 = ¢/(f(z)) - f'(«). Division durch f’(z) liefert die Behaup-
tung. O

Beispiel 8.13.
o Fiir f(z) = exp(z) und g(z) = In(z) gilt ¢’ (exp(x)) = 5, also ¢'(2) = 2.

Mit In'(z) = 1 konnen wir auch die Ableitung allgemeiner Potenzen bestimmen. Betrachte
zum Beispiel =*. Nach Definition der allgemeinen Potenz gilt x* = exp(x In(z)). Die Ableitung
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8.3 Komplexe Funktionen

(z*)" kann nun mit Kettenregel und Produktregel bestimmt werden.

(2")" = (exp(x-In(x))) = exp(x-In(x))-(z In(x))" = exp(z-In(z))- <ln(x) + - 1> = z"(In(x)+1)

T

1 _ 1

cos(z) — /1 —sin(z)2’

also

e Fiir f(x) = sin(z) und g(x) = arcsin(x) haben wir ¢/ (sin(x)) =

J(2) = 7.

o Fir f(z) = cos(z) und g(x) = arccos(z) haben wir g'(cos(z)) = gy = =k, also
g (@) = =

e Fiir f(x) = tan(z) und g(z) = arctan(z) haben wir ¢’ (tan(x)) = cos(x)? = m, also
J(z) = H% NR: tan(z)? = %; also cos(z)* = m

Es ist bemerkenswert, dass die Ableitungen der Umkehrfunktionen von exp, sin, cos und tan
vergleichsweise einfach aussehen.

Beispiel 8.14 (Anwendungsbeispiel). Wir konnen folgende bekannte Formel beweisen.

8.1) lim (1 n f)” _ ot

n—00 n

Es gilt:

. T\ . xT
lim ln((l—i——) ) = lim n-ln(l—i——)
n—o00 n n—oo n

=z
Obige Formel folgt daraus aufgrund der Stetigkeit der Exponentialfunktion.

Formel driickt ,stetige Verzinsung® aus. Die jahrlichen Zinsen seien z, z.B. = 0.03 (drei
Prozent). Das Jahr wird in n Teile zerlegt, z.B. n = 360, nach jedem Teil werden die Zinsen
berechnet und zum Kapital addiert. Es multipliziert sich also mit 1 + &, bzw. nach einem Jahr
um (1 + £)". Lasst man die Teile immer kleiner werden, so wird im Grenzwert das Kapital mit e”
multipliziert.

8.3 Komplexe Funktionen

Die Definition der Ableitung kann man auch auf Funktionen f: C — C iibertragen. Auch fiir
solche komplexen Funktion definiert man

F) -t 1N 1)

h—0 h
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8 Differentiation

Dabei ist nun h eine komplexe Zahl, die betragsméfSig gegen 0 geht.

Der Spezialfall f: R — C ist geometrisch noch leicht darzustellen. Dann definiert f eine Kurve
in der Ebene. Zum Beispiel definiert f(z) = ¢ den Einheitskreis. Die Ableitung f’(z) ist eine
komplexe Zahl, die man als Tangentialvektor der Kurve verstehen kann.

Die obigen Beispiele zur Differentiation von Funktionen (c, z, 22, exp(z), ...) sind auch im
Komplexen korrekt. Insbesondere gilt exp’(z) = exp(z) auch im Komplexen.

Fiir eine komplexe Funktion f: C — C schreiben wir Ref: C — R und Imf: C — R fiir die
Funktionen, die den Real- bzw. Imaginérteil von f angeben. Das heifst, Ref(z) = Re(f(z)) und
Imf(z) =Im(f(z)) und es gilt f(z) = Ref(z) + i - Imf(z).

Satz 8.15. Fiir f: C — Cgilt (Ref)'(z) = Re(f'(2)) und (Imf)'(z) = Im(f'(2)).

Beweis.
lim fz+h) = f(2) — lim Re(f(z+h))+i-Im(f(z+h)) — (Re(f(2)) +i-Im(f(2)))
h—0 h h—0 h
i ReWf (2 1) —Re(f(2)) | Im(f(z + R)) — Tm(f(2))
h—0 h h—0 h

= (Ref)'(2) +i- (Imf)'(2)

O

Aus dem Satz ergeben sich alternative Beweise fiir die Ableitungen der trigonometrischen
Funktionen. Setze f(x) := exp(ix). Es gilt sin = Imf und cos = Ref und f'(z) = iexp(iz)
(Kettenregel). Damit haben wir:

sin’(z) = (Imf)(z) = Im(f’(z)) = Im(i exp(iz)) = Reexp(ir) = cos(z)
cos'(z) = (Ref)'(iz) = Re(f'(iz)) = Re(iexp(iz)) = —Imexp(iz) = — sin(x)

8.4 Lokale Extrema

Definition 8.16 (Lokale Extrema). Seien a < b € Rund f: (a,b) — R. Die Funktion f hat in
z € (a,b) ein lokales Maximum (bzw. lokales Minimum), wenn ein ¢ > 0 existiert, sodass fiir
alle y mit |x — y| < e gilt f(y) < f(x) (bzw. f(y) > f(z)). Ist die Ungleichung echt, so spricht man
von einem strengen Maximum (bzw. Minimum). Der Oberbegriff fiir Maxima und Minima lautet
Extremum.

Beispiel 8.17.
e f(z) = 2* hat bei x = 0 ein lokales Minimum.

e f(x) = sin(x) hat lokale Maxima bei 5 + 2k fiir k € Z und lokale Minima bei —3 + 2k fiir
ke Z.

e f(z) = exp(x) hat keine lokalen Extrema.

Satz 8.18. Hat f ein lokales Extremum in x und ist f differenzierbar in x, dann gilt f'(x) = 0.

Beweis. Wir betrachten den Fall, dass f in x ein lokales Minimum hat. Sei £ wie in der Definition
des lokalen Minimums. Nach den Annahmen dort gilt w > O fiiralle h € (0,¢). Daraus

Stand: 5. Februar 2020 42 D. Sabel, Skript Grundlagen der Analysis,WS 2019/20



8.5 Mittelwertsatz

folgt
i L@+ = F(B)

>0 .
h—0+ h -

Analog gilt /&H=1) < ¢ fijr alle h € (—e,0). Daraus folgt

i L)~ 1)
h—0— h

<0.

Die beiden Grenzwerte miissen aber mit der Ableitung f’(x) ibereinstimmen, also muss f/(z) =
0 gelten. O

Die Umkehrung des Satzes gilt nicht, z.B. ist f/(0) = 0 fiir f(z) = 23.

Ein hinreichendes (aber nicht notwendiges!) Kriterium ist die zweite Ableitung:

Satz 8.19. Gilt f'(x) = Ound f"(x) > 0, so hat f bei x ein strenges lokales Minimum. Ist f"(x) < 0,
so hat f bei x ein strenges lokales Maximum.

Den Beweis geben wir weiter unten an.

8.5 Mittelwertsatz

In diesem Abschnitt geben wir den niitzlichen Mittelwertsatz der Differentialrechnung an. Fiir
seinen Beweis benotigen wir folgende Eigenschaft stetiger Funktionen: Eine stetige Funktion
ist auf einem abgeschlossenen Intervall [a, b] stets nach oben beschriankt und nimmt ihr Maxi-
mum an (Eine analoge Aussage fiir das Minimum gilt ebenfalls.).

Satz 8.20. Seien a,b € R mit a < bund sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann gibt es
c € [a,b] sodass f(c) > f(z) fiir alle z € [a,b] gilt.

Beweisskizze. Man zeigt zuerst, dass f im Intervall [a, b] nach oben beschrinkt ist. Andernfalls
gibe es eine Folge (x,),en von Punkten, sodass nh—{go f(zy,) = oco. Die Folge (x,) muss selbst
keinen Grenzwert haben. Da sie im Intervall [a, 8] liegt, kann man sie durch Weglassen von
Elementen zu einer konvergenten Teilfolge (x, ),y machen (Satz von Bolzano-Weierstrass).
Mit z := nh_g.lo xr, haben wir dann nh—>Igo f(zk,) = f(x) wegen der Stetigkeit von f. Dann kann
aber nicht nh—>H<;lo f(z,) = oo gelten. Also muss f im Intervall [a, b] nach oben beschrankt sein.

Mit einem dhnlichen Argument zeigt man, dass das Supremum der Funktionswerte von f im
Intervall [a, b] in einem Punkt ¢ angenommen werden muss. O

Satz 8.21 (Rolle). Seien a,b € R mita < bund sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion mit f(a) =
f(b). Sei f im Intervall (a,b) differenzierbar. Dann gibt es ¢ € (a,b) mit f'(c) = 0.

Beweis. Wenn f konstant ist, dann ist die Aussage klar. Sonst hat f nach dem vorangegangen
Satz (und dem analogen Satz fiir Minima) ein lokales Maximum oder Minimum (oder beides).
Ein solches Extremum wird in (mindestens) einem Punkt ¢ auch angenommen. Mit Satz
folgt f'(c) = 0. O
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8 Differentiation

Satz 8.22 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung). Seien a,b € R mita < b, sei f: [a,b] — R
stetig und im Intervall (a, b) differenzierbar. Dann gibt es x € (a, b) mit

Das heifSt, an einem Punkt in (a, b) entspricht die Steigung gerade der Steigung der Sekanten
durch a und b.

Beweis. Definiere

o(@) = 1) ~ f(0) - (@ — ). TOTD

Es gilt g(a) = g(b) = 0. Nach dem Satz von Rolle gibt es ¢ € (a,b) mit ¢’'(c) = 0. Nach den
Rechenregeln fiir Ableitungen folgt aber

also folgt aus ¢'(¢) = 0 die zu zeigende Aussage. O

Die folgenden Satze sind Beispielanwendungen des Mittelwertsatzes.

Satz 8.23. Ist I ein Intervall und f: I — W differenzierbar und gilt f'(x) = 0 fiir alle x € I, so ist
f konstant, d.h. es gilt f(z) = c fiireinc € W und alle x € I.

Beweis. Seien a,b € I mit a # b. Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es
z e ITmit ZO=1@) — ¢4 — 0, also f(a) = f(b).
Es gilt daher, f(x) = cfiir ¢ := f(a) fiir beliebig gewdhltes a € I. O

Satz 8.24. Ist I ein Intervall und f: I — W differenzierbar und gilt ' (x) = af(x) fiir alle x € I,
so existiert c € R mit f(x) = ¢ - exp(azx).

Beweis. Betrachte g(z) := f(z) exp(—axz). Es gilt ¢'(z) = f/(z) exp(—az) — af(x) exp(—az) =0
nach Annahme an f. Also ist g(x) konstant und die Behauptung folgt. O

8.6 Monotonie

Satz 8.25. Sei f: [a,b] — R stetig und im Intervall (a,b) differenzierbar. Dann gilt:
e fistin [a,b] monoton wachsend wenn f'(x) > 0 fiir alle x € (a,b).

e fistin [a,b] streng monoton steigend wenn f'(x) > 0 fiir alle x € (a, ).

e fistin [a,b] monoton fallend wenn f'(x) < 0 fiir alle x € (a,b).

[a, ]

e fistin [a,b] streng monoton fallend wenn f'(x) < O fiir alle x € (a, b).

Beweis. Wir betrachten den ersten Punkt. Seia < z < y < b. Wir miissen f(z) < f(y) zeigen.
Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es ¢ mit z < ¢ < y sodass f'(c) =
W‘ Daraus folgt f(y) = f(z) + f'(¢) - (y — ). Nach Annahme gilt f/(c¢) > 0 sowie y > z,
alsoist f'(¢) - (y — x) > 0. Es folgt f(y) > f(x), wie gewlinscht. O

Stand: 5. Februar 2020 44 D. Sabel, Skript Grundlagen der Analysis,WS 2019/20



8.7 Regeln von I’Hospital

Wir konnen jetzt den bereits oben formulierten Satz iber strenge lokale Extrema beweisen.

Beweis von Satz[8.19 Die Behauptung ist:

Gilt f/(z) = Ound f”(x) > 0, so hat f bei = ein strenges lokales Minimum. Ist
1" (x) < 0, so hat f bei z ein strenges lokales Maximum.

Wir betrachten den Fall fiir ein lokales Minimum. Wegen

f”(:t) — lim f/(x + h) — f/<$)

h—0 h

folgtaus f”(z) > 0,dassese > 0 gibt sodass w > Ofiiralle hmit || < e.Mit f/(z) =0
folgt daraus, dass f’(z + h) > Ound f'(z — h) < O fiir alle h € (0,¢) gilt. Mit Satz [8.25| folgt
daraus, dass f ,links von z“ streng monoton fallend ist und ,rechts von z“ streng monoton
steigend. Dann liegt aber ein strenges lokales Minimum vor, was zu zeigen war. O

8.7 Regeln von I’Hospital

Aus dem Mittelwertsatz der Differentialgleichung konnen folgende niitzliche Regeln zur Be-
rechnung von Grenzwerten hergeleitet werden.

Satz 8.26 (Regeln von I’Hospital). Sei —oco < a < b < oo, seien f,g: (a,b) — R zwei differen-
zierbare Funktionen und sei entweder xo = a oder xo = b. Es gelte ¢'(x) # 0 fiir alle € (a,b) und
es existiere der Grenzwert limg_, %.

Unter diesen Annahmen gilt: Wenn lim,_.,, f(z) = lim,_,,, g(z) € {0,000} dann

lim @ = lim f(z)

rov0 gx) oo gla)

Beweisskizze. Wir skizzieren nur den Fall mit zp = b € Rund lim,_,, f(x) = lim,_,, g(x) =0,
in dem f" und ¢’ auch noch stetig sind. Durch die Setzungen f(x) := 0 und g(x¢) := 0 konnen
wir f und g als stetige Funktionen mit Definitionbereich (a, b] auffassen.

Fir alle z € (a,xo) gibt es dann nach dem Mittelwertsatz jeweils u € (z,x9) und v € (z, xp) mit

f/(u) _ f(.T()) — f([l?) und gl(v) _ g(x()) — g(x) )

Trog— T o — X

Nach Annahme ist ¢’ im ganzen Intervall (z, zy) ungleich 0. Also konnen wir f/(u) durch ¢'(v)
teilen und erhalten

da sich zg — = wegkiirzt.

Wenn wir jetzt = gegen x( gehen lassen, dann gehen auch die entsprechenden « und v gegen x,
da diese im Intervall (z, ) liegen. Damit erhidlt man dann

limu—mo f/(u) o hmﬂf—mo f(xo) - f(l’)

limy sz ¢'(v)  limgz g(z0) — g(z)
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9 Integration

Wir haben oben f(z() = g(z¢) = 0 gesetzt, also folgt mit den Rechenregeln fiir Grenzwerte:

r@) @)

li =
sa0 g/(x) o g(z)

Beispiel 8.27.
e Grenzwert vom Typ 3:
i &P@) =1 exp(z)
z—0 €T z—0 1

e Grenzwerte vom Typ 0 - oo konnen auf den Typ % reduziert werden:

;1
lim zln(z) = — lim _h;(w) = — lim (fl) =—limz=0
z—0 z—0 (E) z—0 (—) z—0

8

e Grenzwerte vom Typ 0° konnen auf den Typ > reduziert werden:

x—0 z—0 x—0 <

—1
lim 2% = lim exp(z - In(z)) = exp (— lim rll(x)> =exp(0) =1

e Manchmal ist es hilfreich, die I’Hospitalschen Regeln mehrfach nacheinander anzuwenden.

lim exp(z) = lim exp(r) = lim exp(z) =0

z00 2 z—o00 2 T—00

Achtung: Damit die Regel von L’Hospital anwendbar ist, muss eine der sogenannten unbe-
stimmten Formen, also %, > oder =2 vorliegen. Zum Beispiel gilt
1 J—

0 = lim lim —
z=014+2 " z=01

1.

9 Integration

Definition 9.1. Seien a,b € R mita < b. Sei f: [a,b] — C eine Funktion, die bis auf endlich
viele Ausnahmen in allen Punkten von [a, b] stetig ist. Das Riemann-Integral ist dann als folgender
Grenzwert definiert:

b n—1
b—a
— i . b=a)) .
/a flz)dz = nll_r)lgogof(a—l—k —a ) -

Man kann zeigen, dass der Grenzwert unter den Annahmen der Definition stets existiert.

Beispiel 9.2.

b n—1 2 n—1 2 _ 2
o/xda:—limZ(k-b>-b—limb- kzlimb—-wzb—
0 n—00

n n n—oo N2 n—oo N2 2 2
=0 k=0
b n—1 2 3 n—1 3 3
b b b b 1 b
. /0 z*dr = nh_I)I;O g (k: n> - nlgrolo 3 gok nh_I)I;O 3 6(n n(2n+1) 3
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Die Definition erfasst nur einen Spezialfall. Normalerweise definiert man das Riemann-Integral
zundchst fiir beliebige Funktionen als Grenzwert von Summen wie oben, wobei allerdings die
Wahl der Stiitzstellen nicht unbedingt dquidistant zu erfolgen hat. Existiert der Grenzwert un-
abhingig von der Wahl der Stiitzstellen, sofern nur deren Abstand gegen Null geht, so bezeich-
net man die Funktion als ,,Riemann-integrierbar®.

Die beliebige Wahl der Stiitzstellen ist zum Beispiel fiir die Dirichlet-Funktion

1 falls x rational
D(z) =
0 sonst

wichtig. Diese Funktion ist nicht Riemann-integrierbar, da man die Stiitzstellen auch stets ir-
rational wihlen konnte. Die obige Definition verwendet nur rationale Stiitzstellen und funk-
tioniert daher nur unter den obigen Stetigkeitsannahmen.

Es gibt auch noch allgemeinere Integralbegriffe (heutiger Standard ist das Lebesgue-Integral),
mit dem auch noch anderen Funktionen ein Integral zugewiesen werden kann, insbesondere
solchen, die auf einem offenen Intervall, wie [0, c0) definiert sind, oder solchen, die nirgendwo
stetig sind, wie etwa die Dirichlet Funktion

Fiir unsere Zwecke (und die allermeisten in der Praxis vorkommenden Fille) geniigt die Defi-
nition des Integrals fiir stlickweise stetige Funktionen.

/abcdx:c-(b—a)

Satz 9.3. Fiir c € R gilt:

Satz 9.4. Fiira < b < cgilt:

/acf(:r)dx:/abf(m)dx+/bcf(x)da:

(sofern die vorkommenden Ausdriicke iiberhaupt definiert sind)

Intuitiv ist das klar, fiir einen rigorosen Beweis muss man etwas vorsichtig sein, weil die Zu-
sammensetzung von zwei dquidistanten Einteilungen im allgemeinen nicht wieder eine dqui-
distante Einteilung liefert.

Satz 9.5 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Ist f: [a,b] — R stetig, so existiert xo € |a,b]
derart dass

b
[ #@)ds = fan)b-a)
Beweis. Da f stetig ist, hat f auf [a,b] sowohl ein Maximum als auch ein Minimum, siehe

Satz Sei m = f(z1) das Minimum und M = f(z3) das Maximum. Nach Definition des
Integrals gilt

m'(b—a)—/abmd:cg/abf(x)dxg/abde—M~(b—a)

Die Funktion f nimmt nach dem Zwischenwertsatz (Satz|6.18) zwischen z; und z, jeden Wert
zwischen m und M mindestens einmal an. Also gibt es ein zy mit der gewlinschten Eigenschaft.
O
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9 Integration

Veranschaulichung: f(z¢) - (b — a) ist ein Rechteck der Breite b — ¢ und Hohe f(z(). Man wahlt
zundchst die Hohe so, dass diese Fliache gerade dem Integral entspricht. Dann erhilt man mit
dem Zwischenwertsatz einen passenden Wert .

Satz 9.6. Sei —o0o < a <b<ooundsei f: (a,b) — R stetig. Sei F': (a,b) — R definiert durch

Fz)= [ f)dt .

Dann ist F differenzierbar und es gilt F' (x) = f(x).

Beweisskizze. Es gilt
z+h

F(a+h) - F(z) = / Ftydt=h- f(¢)

T

fiir ein € € [z, z + h] nach dem Mittelwertsatz. Es folgt

F(x+h) - F(x)
)@ _ pie

Wenn man h gegen 0 gehen ldsst, geht der linke Ausdruck gegen F’(z). Rechts muss dann ¢
gegen z gehen, da ¢ € [z, z + h]. Man erhélt F'(z) = f(x). O

Definition 9.7. Eine differenzierbare Funktion F' mit F’ = f heifSt Stammfunktion von f.

Satz 9.8. Sind F und G Stammfunktionen fiir f, dann gilt F(x) = G(x) + C fiir eine Konstante C.

Beweis. Betrachte H(z) := F(z) — G(z). Esgilt H'(z) = F'(z) — G'(z) = f(x) — f(z) = 0. Nach
Satz ist H konstant, also gilt H(x) = C fiir eine Konstante C. Daraus folgt C = F(X)—G(z)
und daraus die Behauptung. O

Aus obigem Satz folgt unmittelbar der Fundamentalsatz der Differential- und Integralrech-
nung:

Satz 9.9 (Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung). Ist f stetig und ist F
Stammfunktion von f, so gilt

b
/ f(z)dx = F(b) — F(a) .

Beweis. Nach Satz ist G(z) := [’ f(t)dt eine Stammfunktion fiir f. Also muss
G(z) = F(z) + C fiir eine Konstante C gelten.

Es gilt G(a) = 0und G(b) = [ f(t) dt und damit

b
/ f(z)dz = G(b) — G(a) = (F(b) + C) — (F(a) + C) = F(b) — F(a) .

Man verwendet die Notation

Der Fundamentalsatz erlaubt die sehr komfortable Auswertung von Integralen:

Stand: 5. Februar 2020 48 D. Sabel, Skript Grundlagen der Analysis,WS 2019/20



9.1 Integrationsregeln

Beispiel 9.10. Aus (z*)' = k- 2*~1 ergibt sich, dass 7a*+! Stammfunktion zu z* ist. Also folgt

b 1
/ ZCk dZU — :L,k:-‘rl
o k+1

b

Man schreibt fiir eine Stammfunktion von f abkiirzend

/ f(z)dz

und bezeichnet das als unbestimmtes Integral, im Gegensatz zu den vorher eingefiihrten be-
stimmten Integralen mit expliziten Integrationsgrenzen. Zum Beispiel ist:

1
/:L’dﬂs: —z?
2

Die Notation ist aber mit etwas Vorsicht zu verwenden, denn 322 + 1 ist ja auch eine Stamm-
funktion. Man sieht daher auch die Notation

/f(z)dxzﬂx)w ,

wobei C eine beliebige Konstante reprdsentieren soll.

9.1 Integrationsregeln

Integration ist linear, d.h. es gilt:
o/c-f(:c)daf:c-/f(a?)d:c firceR
o [H@)+g@de= [ f@rdot [ g

Fiir die Berechnung von Integralen gibt es keine so leicht automatisch anwendbaren Regeln
wie bei der Differentiation.

e Fiir einige einfache Funktionen kann man die Stammfunktion direkt angeben. Beispiele:

/cos(x) dz = sin(z) + C

1
/ 22 dz = arctan(z) + C

e Man kann die Differentiationsregeln ,riickwérts“ anwenden. Das ist aber oft nicht ein-
fach, da die zu integrierende Funktion dafiir eine ganz bestimmte Form haben muss. Im
Folgenden sind zwei Beispiele fiir diesen Ansatz angegeben: partielle Integration und die
Substitutionsregel.

e Man kann versuchen, die zu integrierende Funktion umzuformen, so dass einer der beiden
vorangegangenen Fille anwendbar wird.

¢ Fiir bestimmte Funktionsklassen (z.B. Potzenreihen) kann man sich allgemeine Verfahren
zur Integration tiberlegen.
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9 Integration

9.1.1 Partielle Integration

Aus der Produktregel des Differenzierens erhalt man folgende Rechenregel fiir die Integration,
die sogenannte partielle Integration:

Man kann diese Regel verwenden, wenn der Integrand ein Produkt ist, sodass fiir einen der Fak-
toren eine Stammfunktion bekannt ist. Leider wird durch die partielle Integration das Integral
nicht komplett gelost, sondern nur auf ein anderes zuriickgefiihrt, welches leichter, aber auch
schwieriger sein kann.

Beispiel 9.11.
o Es gilt/cos(ﬁ)x dz = sin(x)x — /sin(m) dz = sin(x)z + cos(z).

Im ersten Schritt wird mit u' = cos(z), u = sin(x), v = x, und v' = 1 partiell integriert.

. /ln(x)d:):—/lln(x)d:r—xln(x)—/idx—xln(x)—x

Im zweiten Schritt wird mit ' = 1, u = z, v = In(z), v’ = 1/x partiell integriert.

o Es gilt/cos(y)2 dy = %(y + sin(y) cos(y)) -

Durch partielle Integration erhalten wir:
/ cos(y)? dy = sin(y) cos(y) + / sin(y) dy
= sin(y) cos(y) + / 1 — cos(y)* dy
= sin(y) cos(y) +y — / cos(y)* dy

Umstellen liefert das behauptete Ergebnis.

9.1.2 Substitutionsregel

Die Kettenregel lautet bekanntlich: Ist f(z) = h(g(x)), soist f'(z) = h'(g(z))d' (x).
Dementsprechend ist 4(g(x)) eine Stammfunktion zu A/(g(z))g'(z):

/ W (g())g () dz = h(g(x))

Die Schwierigkeit liegt darin, dass der Integrand dieses ganz bestimmte Format 4/(g(z))g'(x)
fiir geeignete Funktionen g und 4 haben muss, damit die Gleichung anwendbar ist.
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9.1 Integrationsregeln

Beispiel 9.12.
1 1
. /exp()\m) dr = " /exp()\ac))\ dzr = X exp(Az)

1 1
o /exp(xz)x dz = 5 /exp(w2)2x dz = 5 exp(x?)

Man kann obiges Integral auch als Substitutionsregel formulieren:

/f(x)dx .

H(y) = / Fo) - ¢ (v) dy

Es wird also g(y) fiir = substituiert. Wenn g eine Umkehrfunktion hat, dann erhalt
man:

Gesucht ist

Man berechnet dazu

/ f(z)do = H(g™ ()

(Das folgt aus dem oben Gesagten. Wenn wir F(z) := [ f(z) dz setzen, dann gilt F” = f und die
obige Gleichung liefert H(y) = F(g(y)). Einsetzen von g~ !(z) fiir y liefert F(z) = H(g~'(x)).)

Beispiel 9.13. Um [ sin(2x) dz zu berechnen, kann man mit g(x) =  substitutieren. Man berech-

net dafiir
, 1, —cos(y)
[snio Lay = =20

Die Umkehrfunktion von g ist g~ (z) = 2z, also erhalten wir

— cos(2x)

/sin(?x) dr = —

was man leicht durch Differenzieren nachpriift.

Fiir bestimmte Integrale gilt:
9(b) b ,
[, @de= [ se@nge
g(a a

Begriindung: Sei F' Stammfunktion von f. Die linke Seite der Gleichung ist also F'(g(b)) —
F(g(a)). Die Stammfunktion auf der rechten Seite ist F'(g(x)), also ist das bestimmte Integral
auch F(g(b)) - F(g(a)-

Beispiel 9.14.

2 ) 1t 1 1
exp(z®)xdr = = | exp(u)du = —exp(u)| = - =
0 2Jo 2
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9 Integration

9.2 Anwendung: Integrale und Konvergenz von Reihen

Satz 9.15. Sei f: R — {z € R | z > 0} eine monoton fallende stetige Funktion und a,b € N mit

a < b. Dann gilt
b b

Y fm)< | fa)da .

n=a+1 a

Beweisidee. Definiere eine Treppenfunktion ¢ durch ¢(x) := f([x]), wobei [x] die kleinste na-
tuirliche Zahl mit z < [z] bezeichnet (,,aufrunden“)
Da f monoton fallend ist, gilt sicher f xz)dr < f f(x)dz. Nach Definition des Integrals

gilt aber auch Zn:a fn) = ff o(x). (Be1des sieht man am besten anhand der graphischen
Darstellung der Summation in der Definition des Integrals.) Aus beiden Aussagen zusammen
folgt die Behauptung. O

00 b
/ flx)dx = ble f(x)dz

Satz 9.16. Sei f: R — {z € R | z > 0} eine monoton fallende stetige Funktion. Wenn [ f(z) d
existiert und eine Zahl in R ist, dann konvergiert auch die Reihe >, f(n).

Notation:

Beweis. Nach dem vorangegangenen Satz gilt

s/lbf(x)dw

Wir haben in Satz[4.11]gezeigt, dass jede monoton wachsende und nach oben beschrénkte Folge
auch konvergiert. Die Folge der Partialsummen a;, := 2222 f(n) muss monoton wachsend sein,
da der Wertebereich von f die nichtnegativen reellen Zahlen sind.

Die Folge b;, := fl x) dx ist aus dem gleichen Grund monoton wachsend. Beachte: Wir haben
@) de = [P f(e) de+ Ih *1 f(2) dz und der zweite Summand muss > 0 sein, da nur f nur

1
nichtnegative Werte hat

Damit gilt
k k (o)
= d d
ak ;fm)s/l fayar < [ j(@) s

fiir alle k. Nach Annahme existiert der Grenzwert auf der rechten Seite und ist in R. Wir haben
also gezeigt, dass die Folge (ay) der Partialsummen monoton wachsend und beschrankt ist. Sie
hat deshalb einen Grenzwert, woraus die Konvergenz von ) > , f(n), und damit auch die von

Yooy f(n) folgt. O
Beispiel 9.17. Die Reihe Z is konvergiert.
n=1 x2

Wir bemerken zundichst, dass —2 - z~2 eine Stammfunktion von 273 ist. Es gilt

b b
1 : b 2
de:/ac_gdx:—Q-x_é :—2-1)_%—(—2-1_%):2——
1 xz2 1 1 Vb
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2 _
7= 2.
Damit ist gezeigt, dass .-, f% konvergiert. Aus dem Beweis des Satzes kann man auch
S , % < 2 ablesen, also erhdlt man 3" | % < 3.

T2

n=2 5

sowie limy_, o 2 —

10 Potenzreihen und Taylorapproximation

10.1 Potenzreihen

Definition 10.1 (Potenzreihe). Eine Reihe der Form
P(z):= Z an(z — 29)"
n=0

heifst Potenzreihe mit Entwicklungspunkt z, und Koeffizienten (ay,)n>0.
Eine Potenzreihe konvergiert im Punkt Z, falls P(Z) " a,(Z — z)" existiert

Beispiel 10.2.
e Beispiele mit Entwicklungspunkt 0.

=1 (=) , = (=D,
exp(z) = nzz;) mz" cos(z) = nzz;) ((2713! 22 sin(z) = nz::o (2(n +)1)!z2 +

Im Fall von cos ist die Folge der Koeffizienten (a,,) gleich (1,0, — 2,0, 4, . ..).
e Ein Beispiel mit Entwicklungspunkt 3 ist:

n=0

Das ist eine geometrische Reihe. Sie konvergiert wenn \z - %] <1 (Satz und hat dann den
1 _ 2
Wert 1)~ =
Satz 10.3. Wenn die Potenzreihe _° ; a,z" im Punkt z; konvergiert, dann konvergiert sie auch
absolut fiir alle z mit |z| < |z1]-

Beweis. Sei z mit |z| < || gegeben. Da die Reihe >~  a,, 2} nach Annahme konvergiert, muss
lim |ay27| = 0 gelten. Nach Satz ist die Folge (a,2!') nach oben beschrankt, d.h. es gibt

ein ¢ € Rmit |a,2]| < c.
Dann folgt:

n

<c-

n n

¥4
n
Anzq - Tl =
21

Die Reihe " ¢- | 2| = ¢. 322,

handelt und ‘i < 1 aus der Annahme |z| < |z;| folgt. Mit dem Majorantenkriterum folgt aus
der Abschdtzung die absolute Konvergenz von  >° ; a,z". O

n

<1

lanz"| = E

z
_ n| .
= |an21| ’Zl

z

z1

Z
z1

n
konvergiert, da es sich um eine geometrische Reihe
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10 Potenzreihen und Taylorapproximation

Folgerung: Wenn die Potenzreihe >~ ° ; a,(z — 29)" im Punkt z; konvergiert, dann konvergiert
sie absolut fiir alle z mit |z — 29| < |21 — 20| In der komplexen Zahlenebenen entspricht das dem
Kreis um zy mit Radius r := |21 — 2|-

Definition 10.4 (Konvergenzradius einer Potenzreihe). Der Konvergenzradius der Potenzreihe
P(z) = 320° s an(z — 20)" ist definiert als

r(P) := sup{r € R | P(z) konvergiert fiir alle z mit |z — zy| < r }.
Wenn P(z) fiir alle = konvergiert, setzen wir r(P) := oc.

Die Menge der Punkte im Radius »(P) um zg, d.h. {z € C | |z — 29| < r(P)}, nennen wir auch
Konvergenzkreis der Reihe.

Satz 10.5. Sei P(z) eine Potenzreihe mit Entwicklungsstelle zo. Dann konvergiert die Reihe P(z)
absolut fiir alle z mit |z — zo| < r(P). Fiir alle z mit |z — z9| > r(P) divergiert die Reihe.

Beweisskizze. Die Konvergenz innerhalb des Konvergenzkreises haben wir bereits gezeigt. Fiir 2
mit |z —z| > r(P) kann die Reihe nicht konvergieren, denn nach Satz[10.3]wiirde sie sonst auch
im Kreis mit Radius |z — zo| konvergieren. Nach Definition ware dann aber der Konvergenzradius
grofSer-gleich |z — zg|, im Widerspruch zur Annahme. O

Beispiel 10.6. Die obigen Reihen fiir exp, sin, cos haben den Konvergenzradius oco. Die Reihe
S0 o (2 = 1) hat den Konvergenzradius 1 (siehe Satz.

Eine Potenzreihe P(z) kann als Funktion von =z verstanden werden, deren Definitionsbereich
ihr Konvergenzkreis ist. Fiir z € C ist das ein Kreis in der komplexen Ebene. Fiir = € R ist
das ein Intervall um den Entwicklungspunkt. Die Potenzreihendarstellung einer Funktion fiir
einen Entwicklungspunkt ist sogar eindeutig.

Satz 10.7 (Identitdtssatz). Seien P(z) = > 7 jan(z — 20)" und Q(z) = Y7 bn(z — 2z0)" zwei
Potenzreihen mit der gleichen Entwicklungsstelle z, und positivem Konvergenzradius, d.h. r(P) > 0
und r(Q) > 0. Wenn P(z) = Q(z) fiir alle z mit |z — zp| < min(r(P),r(Q)) gilt, dann gilt auch
a, = by, fiir allen € N.

Potenzreihen mit positivem Konvergenzradius sind im Konvergenzkreis beliebig oft ableitbar.
Die Ableitung erhilt man einfach durch Ableitung der Summenglieder:

Satz 10.8 (Ableitung von Potenzreihen). Eine Potenzreihe P(z) = > 7 jan(z — 29)" mit Kon-
vergenzradius r(P) > 0. ist fiir alle z mit |z — z9| < r(P) differenzierbar und es gilt

P'(z) = Z nan(z — 2)" ! = Z(n + Dant1(z — 20)" .
n=1 n=0

Beachte, dass die Ableitung wieder eine Potenzreihe ist. Das heif$t insbesondere, dass Funktio-
nen, die sich durch Potenzreihen darstellen lassen beliebig oft ableitbar sind.

Beispiel 10.9.
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10.2 Taylorreihen

O n-1 > ,n-1 > .n
. exp(z)':Zn o :ZWZZHZGXP(’Z)
n=1 n=1 n=0
NPV o G Vi PN o S G ) L .- (=" nt1)—
o sin(z) = ; (2n)! 2 ; 2n — 1)! = 1;) 2(n+1)— 1)!22( o
&S] 1)
= ; (2(77, +)1) 22 — cos(z2)

Satz 10.10. Sei f(z) = >_,° ,an(z — a)™ eine Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius. Dann
gilt ™ (a) = n! - a,, wobei ") die n-te Ableitung von f bezeichnet.

10.2 Taylorreihen

Wir haben gesehen, dass Potenzreihen beliebig oft differenzierbare Funktionen definieren und
dass die Darstellung von Funktionen als Potenzreihen eindeutig ist. Hier zeigen wir, wie man
zu einer gegebenen Funktion ihre Potenzreihendarstellung berechnet.

Wir beschrianken uns im Folgenden auf reelle Funktionen.

Den folgenden Satz kann man als Verallgemeinerung von Satz verstehen. Dort wur-
de die Funktion linear durch ihre Tangente approximiert. Die Tangente im Punkt a ist
f(a)+ f'(a)(x — a) und hat in a den gleichen Funktionswert und den gleichen Anstieg wie f(z).
Man kann die Approximation verbessern, wenn man noch die Anderung des Anstiegs, d.h. die
zweite Ableitung, in Betracht zieht. Die Funktion f(a) + f'(a)(z — a) + %(m —a) hatin a
den gleichen Funktionswert und die gleichen ersten und zweiten Ableitungen wie f(x). Durch
Betrachtung der weiteren Ableitungen kann man die Approximation weiter verbessern.

Satz 10.11. Sei I ein Intervall mit a € T undsei f: I — R eine n+ 1-mal differenzierbare Funktion.
Definiere das Restglied R,,(z) fiir x € I durch die Gleichung

/ " (n)
fa) = f@) + L0 -0y + T e a0 oy )
Dann gilt lim,,_., % =0.
Beweis. Durch n-malige Anwendung der Regel von L’Hospital. O

Man kann das Restglied R, (x) des Satzes auch konkret abschitzen:

Satz 10.12 (Lagrangesche Form des Restglieds). Fiir das Restglied R,,(x) aus dem vorangegan-
genen Satz gilt folgende Gleichung fiir eine Zahl £ zwischen a und x.

FIE)

(n " 1)' (l‘ o a)n+1

R, (x) =

Definition 10.13. Ist f: I — R mit a € I eine unendlich oft differenzierbare Funktion, so heifSt

0 £(n) (g
Zf ()(ZL‘—CL)”

die Taylorreihe von f im Punkt a.
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10 Potenzreihen und Taylorapproximation

Wenn die Taylorreihe von f konvergiert, so muss sie nicht unbedingt gegen f(x) konvergieren,
aber wenn f in einem Intervall I mit « € I iliberhaupt als Potenzreihe darstellbar ist, dann
stimmt diese Reihe mit der Taylorreihe iibereinf|

Satz 10.14. Sei f: I — R mit a € I eine unendlich oft differenzierbare Funktion und x € I. Wenn
nh_)rgo R, (x) = 0 fiir das Restglied R,,(z) aus Satz|10.11|gilt, dann ist

2 £(n) (g
fay =3 LW gy
n=0

n.

Diesen Satz konnen wir verwenden, um Potenzreihen fiir beliebig oft differenzierbare Funktio-
nen zu berechnen.

Beispiel 10.15.
e Taylorreihe fiir f(z) = sin(x) mit Entwicklungspunkt a = 0: Wegen sin’(x) = cos(z) und
cos'(x) = — sin(x) haben wir

Die Tayorreihe von sin(x) im Punkt 0 ist also

T .’ES 335 1177 5[39

U TR T

Um zu zeigen, dass diese Taylorreihe gleich sin(z) ist, schdtzen wir das Restglied nach La-

grange ab. Es gilt |R,,(x)| < (f:ll), = ‘(fL ﬁ;, da |sin™ (¢)| < 1 gilt. Man beweist direkt,
I S B : . :
dass nh—>120 S 0 gilt. Also gilt nh_>n010 R, (x) = 0 und sin(x) hat den gleichen Wert wie

die Taylorreihe.

Man sieht, dass diese Reihendarstellung von sin mit der in Satz[7.4] bereits bewiesenen Rei-
hendarstellung sin(z) = Y 2, (;ﬂ;!x%“ libereinstimmt.

Mit der Reihe und der Abschdtzung des Restglieds konnen wir sin auch mit beliebig gewiinsch-
ter Genauigkeit numerisch berechnen. Beispiel: Wir berechnen sin(z) fiir x = 1 auf zwei Nach-
kommastellen. Fiir n = 5 ist das Restglied < =" 0.0014. Die ersten fiinf Glieder der

(n+1)!
Taylorreihe mit x = 1 sind die Summe:

1 0 1 0 1 101

e — — 4 — 4 — =~ 0.8416

TR TR TR TR T/
Wegen der Restgliedabschdtzung unterscheidet sich dieser Wert von sin(1) hochstens um
0.0014, also sind die ersten beiden Kommastellen korrekt, d.h. sin(1) = 0.84.. ..

- . . . . N YR
Wegen Satz|10.10{miissten die Koeffizienten a,, dieser Reihe dann nimlich £~} sein.
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10.3 Eine Anwendung der Integralrechnung

e Wir konnen auch fiir unbekannte Funktionen eine explizite Reihendarstellung berechnen.
Zum Beispiel kennen wir von In(z) bisher nur die Ableitung In'(z) = 1. Wir haben
1 2 -6

In'(x) = ! , In"(z) = — , " (z) = = , I (z) =

x 22 3 xd

Allgemein fiirn > 0:
(=)™ V(n—1)!

:La’I’L

In®™ (z) =

Fiir n = 0 kennen wir In®) () = In(x) nicht genau, wissen aber In(1) = 0. Das geniigt, um
die Taylorreihe von In(x) im Punkt a = 1 aufzustellen.

o0 n(n) ®  1\yn—1

n=0 n! n=1 n
Es bleibt noch das Restglied abzuschdtzen. Wir wissen R, (z) = lnézrl))(f) (z — )"t =
%(m — 1)+ fiir ein & zwischen x und 1. Fiir x € (0.5,2) gilt dann |¢| > |z — 1|.|ﬂ
Fiir x € 80.5, 2) haben wir also
(=1)" " 1 z— 1"t 1
Ro(z)] = |— 7 (z— 1) = : < .
S [ A A R RSV B B ()

Das zeigt, dass die obige Taylorreihe fiir v € (0.5,2) mit In(x) iibereinstimmt.

- (_1>n71 n H
In(z) = (-1 fiirz € (0.5,2).

n=1

Hinweis: Man kann zeigen, dass die Reihe sogar fiir z € (0,2) mit In(x) tibereinstimmt.

10.3 Eine Anwendung der Integralrechnung

Als Anwendungsbeispiel der Integralrechnung konnen wir eine Restgliedabschiatzung der Tay-
lorreihendarstellung beweisen.

Satz 10.16. Sei I ein Intervall mita € I undsei f: I — R eine n+ 1-mal differenzierbare Funktion.
Definiere das Restglied R,,(x) fiir x € I durch die Gleichung

"(a ae () (g
fa) = f@) + L0 -0y 4 T e o D oy )

Dann gilt R,,(x) = % - [T(z — )" - fOFD(¢) dt.

n! " Ja

Beweis. Der Beweis des Satzes erfolgt durch Induktion iiber n. Wenn n = 0, so lautet die Aus-
sage des Satzes:

@)= @)+ | “ i ae

®Fiir 2 € (0.5,1) muss ¢ € [z, 1] gelten. Dann gilt |¢| = € > 1 —x = |z — 1. Fiirz € (1,2) muss ¢ € [1, 2] gelten. Es
istaber |z — 1| =z — 1< 1,also |¢{| =& > |z — 1].
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Das ist aber gerade der Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung.
Fiir den Induktionsschritt rechnen wir das Restglied wie folgt um:

Rale) = o [ = s at

.
T ()
:/ E-" - ) D () de
_ _ \n+l T T _ \n+1
= ((x—|-tl))' ARl (3] - / ((ertl))' . f+2)(t)dt  partielle Integration
n ! i—q o n !
f(n+1) a .
- @ R )
Daraus ergibt sich der Induktionsschritt unmittelbar. O

Satz 10.17 (Cauchysche Form des Restglieds). Fiir das Restglied R,,(x) aus dem vorangegangenen
Satz gilt folgende Gleichung fiir eine Zahl £ zwischen a und z.

(n+1)
Ry =T O e —a)
Beweis. Das folgt aus R, (z) = & - ["(z —¢)" - f*T1)(¢) dt sofort mit dem Mittelwertsatz der
Integralrechnung. O

Wir hatten die Lagrangesche Form des Restglieds angegeben. Diese lasst sich ebenfalls leicht
aus der Integraldarstellung von R, (x) ableiten. Man braucht dazu eine etwas allgemeinere
Form des Mittelwertsatzes (siehe Buch).
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