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Potenzreihen

Definition (Potenzreihe)

Eine Reihe der Form

o
= Z an(z — 20)"
n=0

heiBt Potenzreihe mit Entwicklungspunkt zy und Koeffizienten (ay,)n>0

v

Eine Potenzreihe P(z Z an(z — 2zp)" konvergiert im Punkt Z,

n=0

falls P Zan — 20)" existiert
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Beispiele mit Entwicklungspunkt 0

o0 1 o8} 1
exp(z Z—| :Zan(z_zo)" mit a, = ] und zp =0
n=0 n=

o0 o0
cos(z) = = Z an(z = 20)"
n=0 n=0
. (=1 .
mit as,, = und agpr1 =0 flirn=0,1,...

(2n)!
D.h. die Folge der Koeffizienten (a,) ist 1,0, —%,0, %,0, .

SiH(Z) = nz (2(71_? n+l - Zan
I
(2n+ 1)V

D.h. die Folge der Koeffizienten (a,,) ist 0,1, —%,0, é,O...

mit agy, = 0, a9n4+1 = firn=20,1,...
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Beispiel mit Entwicklungspunkt %

0 n 00 1

n=0

@ Das ist eine geometrische Reihe.

<1 (Satz 5.1)

1 1 2
und hat dann den Wert =3 = )
1-(2-3) 35—z 3-2

1
@ Sie konvergiert wenn |z — 3
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Absolute Konvergenz

Satz 10.3

o
Wenn die Potenzreihe Zanzn im Punkt z; konvergiert, dann

konvergiert sie auch absolut fiir alle z mit |z| < |z1].

Beweis.

o Sei z mit |z| < |z1| gegeben.

o0
e Da die Reihe Zanz{‘ konvergiert, muss lim |a,z{| = 0 gelten.
n—oo
n=0

o Nach Satz 4.10 ist die Folge (a,z]") nach oben beschrankt, d.h. es
gibt ein ¢ € R mit |ap27| < c.

Zur Erinnerung:

Satz 4.10 J

Jede konvergente Folge (a,)nen ist nach oben beschrinkt.
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Absolute Konvergenz (2)

n

<c-

n n

4
n
anzy n
21

n

z
= fanf] | 5

21

e Dann folgt: |a,2"| =

z
_ n| .
= |anz7| ’21

o0
@ Die Reihe Zc konvergiert, da es eine

n=0 n=
geometrische Reihe ist und | Z| <1 aus Annahme [z| < [21| folgt.
= n
e Mit dem Majorantenkriterum folgt aus |a,z"| < c¢-|—| die
<1
absolute Konvergenz von Z anz". Ol

n=0
Zur Erinnerung:

Satz 5.10 (Majorantenkriterium)

o0
Sei Z ¢y, eine konvergente Reihe. Dann konvergiert Z a

=n k=n
absolut wenn |ag| < ¢ fiir alle k > n gilt.
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Folgerung

Folgerung
o0

Wenn die Potenzreihe Zan(z — 2p)" im Punkt z; konvergiert,
n=0

dann konvergiert sie absolut fiir alle z mit |z — zo| < |21 — 20|

@ In der komplexen Zahlenebenen entspricht das dem Kreis
um zo mit Radius r := |z1 — 2o|.
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Konvergenzradius und Konvergenzkreis

Definition (Konvergenzradius einer Potenzreihe)

Der Konvergenzradius der Potenzreihe P(z) = Z an(z — 29)"
n=0

ist definiert als

r(P) :=sup{r € R | P(z) konvergiert fiir alle z mit |z — zo| <7 }.

Wenn P(z) fir alle z konvergiert, setzen wir r(P) := oo.

Die Menge der Punkte im Radius r(P) um zg, d.h.

{z€C||z— 20| <r(P)},

nennen wir auch Konvergenzkreis der Reihe.
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Konvergenz und Divergenz bez. des Konvergenzkreises

Satz 10.5

Sei P(z) eine Potenzreihe mit Entwicklungsstelle zp. Dann
konvergiert die Reihe P(z) absolut fiir alle z mit |z — 29| < 7(P).
Fiir alle z mit |z — zo| > r(P) divergiert die Reihe.

Beweisskizze.
@ Die Konvergenz innerhalb des Konvergenzkreises haben wir
bereits gezeigt.
e Fiir z mit |z — 29| > r(P) kann die Reihe nicht konvergieren,
denn nach Satz 10.3 wiirde sie sonst auch im Kreis mit Radius
|z — 29| konvergieren.

@ Nach Definition ware dann aber der Konvergenzradius
groBer-gleich |z — zp|, im Widerspruch zur Annahme. O
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Beispiele

Die Reihen fiir exp, sin, cos

= 1
exp(z)zz mzn

n=0

sin(z) :i (_1)n Z2n+1

|
= (2n+1)!

haben den Konvergenzradius co.
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Beispiele (2)

o 1 n
Die Reihe Z <z — 5) hat den Konvergenzradius 1:

n=0

Zur Erinnerung:

Satz 5.1 (Unendliche geometrische Reihe)
Fir z € R mit |z < 1 gilt

= 1
T;Ux”: —
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|dentitatssatz

e Eine Potenzreihe P(z) kann als Funktion von z verstanden
werden, deren Definitionsbereich ihr Konvergenzkreis ist.

o Fiir z € C ist das ein Kreis in der komplexen Ebene.
o Fiir z € R ist das ein Intervall um den Entwicklungspunkt.

@ Die Potenzreihendarstellung einer Funktion fiir einen
Entwicklungspunkt ist sogar eindeutig:

Satz 10.7(ldentit&tssatz)

Seien P(z Zanz—zonundQ Zb z—29)" zwei

=0
Potenzreihen m|t der gleichen Entwmklungsstelle zp und positivem

Konvergenzradius, d.h. (P) > 0 und r(Q) > 0.
Wenn P(z) = Q(z) fiir alle z mit |z — zo| < min(r(P),r(Q)) gilt,
dann gilt auch a,, = b, fiir alle n € N.
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Ableitung von Potenzreihen

Satz 10.8 (Ableitung von Potenzreihen)

o
Sei P(z) = Zan(z — 2p)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius

n=0

r(P) > 0. Dann ist P fiir alle z mit |z — zg| < r(P) differenzierbar und

P'(2) = Z nag(z — 29)" ! = Z(n + Dap+1(z — 20)" .
n=1 n=0

o Potenzreihen mit positivem Konvergenzradius sind im
Konvergenzkreis ableitbar.

@ Die Ableitung erhilt man einfach durch Ableitung der
Summenglieder

o Da die Ableitung wieder eine Potenzreihe ist, sind Funktionen,
die sich durch Potenzreihen darstellen lassen, beliebig oft ableitbar.
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Beispiele

@ Ableitung von exp(z) = Z — 2™

n=0

exp(z)’
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Beispiele

o0

@ Ableitung von exp(z) = Z %z"
n=0
o0
eXp(z)/ _ Z %zn—l
n=1"""
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Beispiele

oo
1
@ Ableitung von exp(z) = Z —2"
“— nl
0 n—1
! n -1 __ z
exp(2) = Z Hzn Z (n—1)!
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Beispiele

oo
1
@ Ableitung von exp(z) = Z —2"
— nl
o 0 n—1 X .n
I __ 2 n—1 __ z — Z_
exp(2) _Zmz _Z(n_l)l > !
n=1 n= n=0
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Beispiele

oo
1
@ Ableitung von exp(z) = Z —2"
— nl
. > n ) > n—l X .n
SWETE S EE S FARp—E
n=1 n= n=0

TCS | 10 Potenzreihen & Taylorapprosimation | WS 2019/20 TEIEH  Potcnereihen Toylomeihen |



Beispiele

oo
, 1
@ Ableitung von exp(z) = Z HZn
n=0
° 0 n—1 0 n
n z z
exp(z) = ) 2"l = =32 —exp(z)
;"' ;(n—l)' 7;)71!
o~ (-1)"
@ Ableitung von sin(z) = Z mzZnH:
n=0
> o0
‘ (=)™ (2n+1) (=1)
sin’(2) = Z D) L Z o 220 Z cos(2)
n=0 n=0
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Satz 10.10

Sei f(z) =) .2 yan(z — a)™ eine Potenzreihe mit positivem
Konvergenzradius. Dann gilt £ (a) = n! - a,, wobei f(® die n-te
Ableitung von f bezeichnet.

Beweis: Einfache Ubung
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Berechnung der Potzenreihendarstellung

@ Potenzreihen definieren beliebig oft differenzierbare
Funktionen

o Darstellung von Funktionen als Potenzreihen ist eindeutig

@ Nun: Wie berechnet man die Potenzreihendarstellung zu einer
gegebenen Funktion?

@ Wir beschranken uns auf reelle Funktionen.
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Erinnerung / Riickblick

Satz 8.3
Sei f eine im Punkt a € R differenzierbare Funktion. Definiere die Funktion = durch
f(x) = f(a)+ f'(a) - (x — a) + r(z). Dann gilt limj,_,o T(“}Th) =0.

o Dieser Satz approximiert f im Punkt a linear durch ihre Tangente

o Die Tangente im Punkt a ist f(a) + f'(a)(z — a) und hat in a den
gleichen Funktionswert und den gleichen Anstieg wie f(x).

@ Approximation verbessern: Ziehe noch die zweite Ableitung in
Betracht: Die Funktion f(a) 4+ f'(a)(z —a) + @(x —a) hatina
den gleichen Funktionswert und die gleichen ersten und zweiten
Ableitungen wie f(x). Durch Betrachtung der weiteren Ableitungen
kann man die Approximation weiter verbessern.

@ Den nun folgenden Satz kann man als Verallgemeinerung von
Satz 8.3 verstehen.
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Taylorapproximation

Satz 10.11

Sei I ein Intervall mit @ € I und sei f: I — R eine n 4+ 1-mal
differenzierbare Funktion. Definiere das Restglied R, (x) fiir z € I durch
die Gleichung

"(a "(a ™) (a
f(z) = f(a)+f1(! )(x—a)+f2(! )(:E —a)’+-- .+f n'( )(:L'—a)"+Rn( ).
Dann gilt lim Rn—(:n) = 0.

z—a (r — a)”

Beweis. Durch n — 1-malige Anwendung der Regel von L'Hospital:
@ Sei das Taylorpolynom n-ter Ordnung T),(x) = > }_, f(kk)!(a) (x —a)*
o Beachte, dass R\’ (a) = Tflk)(a) firk=0,...,n

@ Beachte auch, dass fiir g(z) = (z — a)", die 1. bis n.-Ableitung fiir
x # a nicht 0 wird.




Taylorapproximation (2)

@ Wir wenden die Regel von L'Hospital n — 1 mal an und dann die

(alternative) Definition der Ableitung (¢'(a) = lim,_,, %):

o Bal@) @) = Ta(@) L f ()~ Th(a)
Bi—ar i @oan  ian @—a)n
n— (n—1)
i L) T )
T—a n!-(x—a)
B L e A (O N A CO Rt H A ()
N E Il—ﬂl r—a r—a
1
= (o) =T (@) = —-0=0
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Lagrangesche Form des Restglieds

Man kann das Restglied R,,(z) des Satzes auch konkret
abschéatzen:
Satz 10.12 (Lagrangesche Form des Restglieds)

Fiir das Restglied R,,(z) aus dem vorangegangenen Satz gilt
folgende Gleichung fiir eine Zahl £ zwischen a und z.

f(n+1) ¢
Rn(z) = (nTl()‘)

(.CIZ _ a)n—i—l
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Taylorreihe

Definition
Ist f: I — R mit a € I eine unendlich oft differenzierbare
Funktion, so heiBt

x 4(n)(q
10y
n=0

die Taylorreihe von f im Punkt a.

@ Wenn die Taylorreihe von f konvergiert, so muss sie nicht
unbedingt gegen f(x) konvergieren

@ Aber: Wenn f in einem Intervall I mit a € I {iberhaupt als
Potenzreihe darstellbar ist, dann stimmt diese Reihe mit der
Taylorreihe iiberein
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Taylorreihe zum Berechnen von Potenzreihen

Satz 10.14

Sei f: I — R mit a € I eine unendlich oft differenzierbare
Funktion und « € I. Wenn li_>m R, (z) = 0 fiir das

Restglied R, (z) aus Satz 10.11 gilt, dann ist

> r(n)(g
fe) = D gy

n=0

Diesen Satz kénnen wir verwenden, um Potenzreihen fiir beliebig
oft differenzierbare Funktionen zu berechnen.
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Beispiele

Taylorreihe fiir f(x) = sin(z) mit Entwicklungspunkt a = 0:

Da sin’(z) = cos(x) und cos'(z) = —sin(z), haben wir

Die Taylorreihe von sin(x) im Punkt 0 ist also

2. £™(0) o= 2 R R L
T TR TR T
n=
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Beispiele (2)

@ Um zu zeigen, dass diese Taylorreihe gleich sin(z) ist,
missen wir li_>m R, (z) = 0 zeigen.
n—oo

@ Wir benutzen die Restgliedabschatzung nach Lagrange:

: (n+1)(§) : (n+1)(
_sm ) n+1_un+1 L
R, (z) = 1) (x—=0)""" = 1) 2" fir ein £ € [0, 2].
xn+1 |$|n+1 ( )

. < _ . (n <1 gilt.

o Esgilt |R,(z)| < ’(n—i— ol CESE da [sin'™(§)] < 1 gilt
n+1

@ Man beweist direkt, dass 1i_>m (;LL ] = 0 gilt (nachste Folie)
n—oo .
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Beispiele (3)

|$|n+1
Wir zeigen, dass lim
n—00 (n + 1)

Sei k € N mit k > |z| und k > 1. Dann gilt

= 0 gilt:

’x‘nJrl ’xlk A ‘x’n+1fk
lm ——= lim ——m8m———
n—oo (n+ 1)l n—oo  (n+1)!
k| pnt+l—k
< lim M
k
k- 1) ...
< lim lz|* k- (k+1)---n
n—00 (n+1)!
i o
= lim
z[F O

0=0

= 1im = .
(k—1)lnsoon+1  (k—1)
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Beispiele (4)

Mit der Reihe und der Abschdtzung des Restglieds konnen wir sin
auch mit beliebig gewiinschter Genauigkeit numerisch berechnen.
Beispiel: Wir berechnen sin(z) fir z = 1 auf zwei
Nachkommastellen. Fiir n = 5 ist das Restglied < o] ;7 < 0.0014.

(n+1)!
Die ersten fiinf Glieder der Taylorreihe mit = 1 sind die Summe:

1 0 1 0 1 101

—+ = — = — = — =~ 0.841

TR TRRE TR TI TR T R
Wegen der Restgliedabschdtzung unterscheidet sich dieser Wert
von sin(1) hochstens um 0.0014, also sind die ersten beiden

Kommastellen korrekt, d.h. sin(1) =0.84....
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Beispiele (5)

Berechne explizite Reihendarstellung fiir unbekannte Funktion:
Ableitungen von In(x): Wir haben

1 -1
W(z) =~ @)=, W)=, n®@) =
xr X X

—6
xt

(=1 V(n - 1)!

Allgemein fiir n > 0:1n™ () = m
x

Taylorreihe von In(z) im Punkt a = 1:

0 n(n) X (_1\n—1
Zl (1)(33'—1)”—2( 1) (x_l)n

n!
n=0 n=1

Es bleibt noch das Restglied abzuschatzen.
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Beispiele (6)

Wir verwenden die Restgliedabschdtzung nach Lagrange:
ln(n—i-l) (f)

R = —2
n(7) = <)

(z—1)"T! = %(m—l)”Jrl fiir ein £ € [z, 1]
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Beispiele (6)
Wir verwenden die Restgliedabschdtzung nach Lagrange:
ln(n—i-l) (f)
R = —2
n(7) = <)

(z—1)"T! = %(w—l)”Jrl fiir ein £ € [z, 1]

Fir z € (0.5,2) gilt dann |£| > |z — 1]:
o Firz € (0.5,1) gilt £ € [z,1] und damit || =& >1—z = |z —1].
o Firze (1,2)glt{el,z]. Dajlr—1]=2z—-1<1, folgt |{| =& > |z —1].
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Beispiele (6)
Wir verwenden die Restgliedabschdtzung nach Lagrange:
ln(n—H)(f)
R = —c
(@) = D)
Fir z € (0.5,2) gilt dann |£| > |z — 1]:
o Firz € (0.5,1) gilt £ € [z,1] und damit || =& >1—z = |z —1].
o Firze (1,2)glt{el,z]. Dajlr—1]=2z—-1<1, folgt |{| =& > |z —1].
Fir z € (0.5,2) haben wir also

(z—1)"T! = %(m—l)”Jrl fiir ein £ € [z, 1]

| R () (@ —1)"*!
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Beispiele (6)
Wir verwenden die Restgliedabschdtzung nach Lagrange:
1 (n+1)
(n+1)!
Fir z € (0.5,2) gilt dann |£| > |z — 1]:
o Firz € (0.5,1) gilt £ € [z,1] und damit || =& >1—z = |z —1].
o Firze (1,2)gilté e[l,z]. Dajz—1|=2—-1<1, folgt |{| =& > |[v—1].
Fir z € (0.5,2) haben wir also

(z—1)"T! = éwrl(__(lgbn_i_1)(33—1)”+1 fiir ein ¢ € [z, 1]

z—1 n+1 1
_ <

19 “(n+1)

Das zeigt lim,, o Ry (z) = 0 und damit, dass die obige Taylorreihe fiir
z € (0.5,2) mit In(x) libereinstimmt.

(_1)n (l‘— 1)n+1 _ 1

CENCESY )

n—1

In(z) = i (_171(:6 —-1)" fur z € (0.5,2).
n=1
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Eine Anwendung der Integralrechnung

Als Anwendungsbeispiel der Integralrechnung kdnnen wir eine Restglie-
dabschatzung der Taylorreihendarstellung beweisen.

Satz 10.16

Sei I ein Intervall mit @ € I und sei f: I — R eine n + 1-mal
differenzierbare Funktion. Definiere das Restglied R, (x) fiir z € I durch
die Gleichung

f(z) = f(a)-l-@@—a)-i-%(m —a)’+

1 x
Dann gilt R, (x) = - / (z — )" - F (1) de.
° a
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Beweis

Der Beweis des Satzes erfolgt durch Induktion iiber n.
Basis n = 0: Dann ist die Aussage

@)= f(a) + | " pae

Das ist der Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung.
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Beweis (2)

Induktionsschritt n — n + 1
Rofa) = - [ @ =t 000 ar
n! J,
_ / =" poen) gy g

n!

— M . f("‘H) () ’ _ /m _(x_—t)nﬂ . f(n+2) (t)dt
(n+1)! t=a J,  (mt+1)! 2
u(t)o®) ult) o
(mit partieller Integration)
f ) (a)

@O Ren@)

Daraus ergibt sich der Induktionsschritt.
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Cauchysche Form des Restglieds

Satz 10.17 (Cauchysche Form des Restglieds)

Fiir das Restglied R,,(z) aus dem vorangegangenen Satz gilt
folgende Gleichung fiir eine Zahl £ zwischen a und z.

(n+1)
R, (x) = fT@(x —&)"(x —a)

v

xT

Beweis. Das folgt aus R,,(z) = % : / (z —t)" - fF"F(4) dt sofort

N a
mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung. O

TCS | 10 Potenzreihen & Taylorapproximation | WS 2019/20 [P¥kk] Potenzreihen Taylorreihen




Bemerkung

Lagrangesche Form des Restglieds:
Es gibt eine Zahl ¢ zwischen a und = mit

FE)

Bn(2) = (n+1)!

(l‘ _ a)n—i—l

Cauchysche Form des Restglieds:
Es gibt eine Zahl & zwischen a und .

f(n+1) ¢ .
Ba@) =TS gpa—a)
Die Lagrangesche Form lasst sich ebenfalls leicht aus der
Integraldarstellung von R,,(x) ableiten. Man braucht dazu eine

etwas allgemeinere Form des Mittelwertsatzes (siehe Forster).
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