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Definition (Potenzreihe)

Eine Reihe der Form

. . . P(z) =) an(z — 20)"
Potenzreihen und Taylorapproximation n=0

Prof. Dr. David Sabel heiBt Potenzreihe mit Entwicklungspunkt zp und Koeffizienten (ay,)n>0.

V.

LFE Theoretische Informatik

o0
Eine Potenzreihe P(z) = Z an(z — z0)" konvergiert im Punkt Z,

n=0

(oo}
falls P(Z) = Z%(Z — zp)" existiert
n=0

Letate Anderung der Folien: 5. Februar 2020 -
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Beispiele mit Entwicklungspunkt 0 Beispiel mit Entwicklungspunkt %
) =3 Lo =S e o) mitan = L und 29 =0
exp(z) = 2 = nzoan z— 2p)" mit a, = —jund zo =

(2n) n=0

—1)n 1 _ o) mita, — 1 1
cos(z) = E ( )‘ 22" = E an(z — 20)" E_ (Z 2) g an(z — 20)" mit a und zg 5
) n=0

n=0

(=n"
(2n)!

mit as, = und aon1 =0 fiirn=0,1,...

@ Das ist eine geometrische Reihe.

D.h. die Folge der Koeffizient ist 1,0, —4,0,4,0,... 1
e Folge der Koeffizienten (a,) is 2l @ Sie konvergiert wenn |z — 3| < 1 (Satz 5.1)
] - (=" 2n+l _ S n und hat dann den Wert L = ! = 2
SIH(Z) —Zmz —Zan(z_zo) 1—(2—%) %—Z 3—2z
it 0 D" g 0,1
mit ao, = 0, a =——— firn=
2n s U2n+1 (2n + 1)" )

D.h. die Folge der Koeffizienten (ay,) ist 0,1, —%,O, é,O...
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Absolute Konvergenz Absolute Konvergenz (2)

° ...
Satz 10.3 e p 2|7 n
@ Dann folgt: |a,2"| = |anzl - = | = |an2?| - |55 | = |an2}| - | =| <c-|=
o) 2 Z1 Z1 Z1
Wenn die Potenzreihe Zanz” im Punkt z; konvergiert, dann o 5|7 © n
=0 @ Die Reihe Zc- —| =c- Z —| konvergiert, da es eine
konvergiert sie auch absolut fiir alle z mit |z| < |z1]. n=o |71 n—o 1?1
Bewels. geometrische Reihe ist und | Z| < 1 aus Annahme |z| < |z1] folgt.
@ Sei z mit |z| < |21] gegeben. _ _ . " L.
- e Mit dem Majorantenkriterum folgt aus |a,z"| < c¢-|—| die
. : . . 21
e Da die Reihe Zanz’f konvergiert, muss lim |a,z]| = 0 gelten.
n—oo n
n=0 absolute Konvergenz von Zanz ) O
o Nach Satz 4.10 ist die Folge (ay2]) nach oben beschrankt, d.h. es n=0
glbt ein c € R mit |an21 | S C. Zur Erinnerung:

° ... Satz 5.10 (Majorantenkriterium)

Zur Erinnerung: o0 )

Satz 4.10 Sei ,;Ck eine konvergente Reihe. Dann konvergiert kz_:ak

Jede konvergente Folge (ay,)nen ist nach oben beschréinkt.J absolut, wenn |ay| < ¢ fiir alle k > n gilt.
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Folgerung Konvergenzradius und Konvergenzkreis
Definition (Konvergenzradius einer Potenzreihe)
o
Folgerung Der Konvergenzradius der Potenzreihe P(z) = Z an(z — 20)"
n=0

[ee]
Wenn die Potenzreihe Z an(z — zp)" im Punkt z; konvergiert, ist definiert als
n=0

dann konvergiert sie absolut fiir alle z mit |z — 20| < |21 — 20 r(P) :=sup{r € R | P(z) konvergiert fiir alle z mit [z — zo| <r }.

_ _ Wenn P(z) fiir alle z konvergiert, setzen wir r(P) := occ.
@ In der komplexen Zahlenebenen entspricht das dem Kreis /

um zp mit Radius r := |21 — 2o/ Die Menge der Punkte im Radius 7(P) um 2, d.h.

{z€C||z— 2| <r(P)},

nennen wir auch Konvergenzkreis der Reihe.
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Konvergenz und Divergenz bez. des Konvergenzkreises

Satz 10.5

Sei P(z) eine Potenzreihe mit Entwicklungsstelle zp. Dann
konvergiert die Reihe P(z) absolut fiir alle z mit |z — zo| < r(P).
Fiir alle z mit |z — 29| > r(P) divergiert die Reihe.

Beweisskizze.

@ Die Konvergenz innerhalb des Konvergenzkreises haben wir
bereits gezeigt.

e Fiir z mit |z — zp| > r(P) kann die Reihe nicht konvergieren,
denn nach Satz 10.3 wiirde sie sonst auch im Kreis mit Radius
|z — 20| konvergieren.

@ Nach Definition ware dann aber der Konvergenzradius
groBer-gleich |z — zp|, im Widerspruch zur Annahme. O
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Beispiele (2)

o0

1 n
Die Reihe Z (z — 5) hat den Konvergenzradius 1:
n=0

Zur Erinnerung:

Satz 5.1 (Unendliche geometrische Reihe)
Fir z € R mit || < 1 gilt
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Beispiele

Die Reihen fiir exp, sin, cos

=1
(=) "

n

= (-1
cos(2) :Z ((Qn;' 22n
n=0

. o (=D" o
sin(z) :nZ:% ﬁg +1

haben den Konvergenzradius co.
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ldentitatssatz

e Eine Potenzreihe P(z) kann als Funktion von z verstanden
werden, deren Definitionsbereich ihr Konvergenzkreis ist.

o Fiir z € C ist das ein Kreis in der komplexen Ebene.
o Fiir z € R ist das ein Intervall um den Entwicklungspunkt.

@ Die Potenzreihendarstellung einer Funktion fiir einen
Entwicklungspunkt ist sogar eindeutig:

Satz 10.7(ldentitatssatz)

Seien P(z Zanz—zonundQ Zb z—2p)" zwei

Potenzreihen r?nt der gleichen EntW|ckIungssteIIe zop und positivem
Konvergenzradius, d.h. 7(P) > 0 und 7(Q) > 0.

Wenn P(z) = Q(z) fiir alle z mit |z — 2| < min(r(P),r(Q)) gilt,
dann gilt auch a, = b, fiir alle n € N.

o
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Ableitung von Potenzreihen Beispiele

Satz 10.8 (Ableitung von Potenzreihen)

0o 0 1
Sei P(z) = Zan(z — zp)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius o Ableitung von exp(z Z —,
n=0 n=0
r(P) > 0. Dann ist P fiir alle z mit |z — 29| < r(P) differenzierbar und o0 o0 _ 0 n
, z" z
N - exp(a) = X0 = Y gy = D L = e(e)
_ e =1 =0 "
'(2) = Znan(z — )" = Z(n + Dapt1(z — 20)" - = " "
n=1 n=0 ) o9 (_1)n
@ Ableitung von sin(z) = 7 p2ntl
L N & (=2 @y
o Potenzreihen mit positivem Konvergenzradius sind im n=0
Konvergenzkreis ableitbar. e > (—1)".
. g . . . Sln Z 1)” 2Tl t 1) ,22” = Z ( 1)n ZQTL = COS(Z)
o Die Ableitung erhilt man einfach durch Ableitung der ‘ (2n + 1)! rd (2n)!
Summenglieder "= "=
o Da die Ableitung wieder eine Potenzreihe ist, sind Funktionen,
die sich durch Potenzreihen darstellen lassen, beliebig oft ableitbar.
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Berechnung der Potzenreihendarstellung

Satz 10.10

Sei f(2) = 3.°° y an(z — a)™ eine Potenzreihe mit positivem @ Potenzreihen definieren beliebig oft differenzierbare
Konvergenzradius. Dann gilt f((a) = n!- a,, wobei f( die n-te Funktionen

Ableitung von f bezeichnet. o Darstellung von Funktionen als Potenzreihen ist eindeutig

@ Nun: Wie berechnet man die Potenzreihendarstellung zu einer

Beweis: Einfache Ubung gegebenen Funktion?

@ Wir beschranken uns auf reelle Funktionen.
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Erinnerung / Riickblick

Satz 8.3
Sei f eine im Punkt a € R differenzierbare Funktion. Definiere die Funktion r durch
f() = f(a)+ f'(a) - (z — a) + r(z). Dann gilt limy,_,o "% = 0.

@ Dieser Satz approximiert f im Punkt a linear durch ihre Tangente

@ Die Tangente im Punkt a ist f(a) + f'(a)(x — a) und hat in a den
gleichen Funktionswert und den gleichen Anstieg wie f(x).

@ Approximation verbessern: Ziehe noch die zweite Ableitung in
Betracht: Die Funktion f(a) + f/(a)(x —a) + @(x —a) hatina
den gleichen Funktionswert und die gleichen ersten und zweiten
Ableitungen wie f(x). Durch Betrachtung der weiteren Ableitungen
kann man die Approximation weiter verbessern.

@ Den nun folgenden Satz kann man als Verallgemeinerung von
Satz 8.3 verstehen.
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Taylorapproximation (2)

° ...
@ Wir wenden die Regel von L'Hospital n — 1 mal an und dann die
(alternative) Definition der Ableitung (¢'(a) = lim,_, _9(8:%&)):
— ! _ /
r—a (:L‘ - a)n T—a (.”E — a)“ z—an - (ZB — a)n—l
(n—1) (n—1)
= = lim / (z) ~ T, x)
T—a n!. ($ _ a)
1 f0 @) - f0 D @) TV (@) - T (a)
= — lim
n! z—a Tr—a I —a
1 n "
_E (f( )(a)_Tr(L )(a))_a'():()

TCS | 10 Potenzreihen & Taylorapproximation | WS 2019/20 REJkx] Potenzreihen Taylorreihen

Taylorapproximation

Satz 10.11

Sei I ein Intervall mit a € I und sei f: I — R eine n + 1-mal
differenzierbare Funktion. Definiere das Restglied R, (x) fiir x € I durch
die Gleichung

"(a "(q (n) a
f(z) = f(a)+f1(! )(:c—a)—i—f2(! )(:c —a)?4.. -—i—f n'( )(a:—a)”+Rn(a:).
Dann gilt lim Rn—(:c) =0.

z—a (:g — a)”

Beweis. Durch n — 1-malige Anwendung der Regel von L’Hospital:

e Sei das Taylorpolynom n-ter Ordnung T,(z) = >, _, f(kk)!(a) (x —a)¥

@ Beachte, dass R,(lk)(a) I (a) firk =0,...,n

@ Beachte auch, dass fiir g(z) = (z — a)", die 1. bis n.-Ableitung fiir
2 # a nicht 0 wird.

Lagrangesche Form des Restglieds

Man kann das Restglied R,,(z) des Satzes auch konkret
abschatzen:

Satz 10.12 (Lagrangesche Form des Restglieds)

Fiir das Restglied R,,(z) aus dem vorangegangenen Satz gilt
folgende Gleichung fiir eine Zahl £ zwischen a und =z.

(n+1)
Ru(e) = F @ - o

TCS | 10 Potenzreihen & Taylorapproximation | WS 2019/20 PAJkR] Potenzreihen Taylorreihen




Taylorreihe

Definition
Ist f: I — R mit a € I eine unendlich oft differenzierbare
Funktion, so heift

2 (n)(q
Z f n'( )(x_a)n
n=0 :

die Taylorreihe von f im Punkt a.

@ Wenn die Taylorreihe von f konvergiert, so muss sie nicht
unbedingt gegen f(x) konvergieren

@ Aber: Wenn f in einem Intervall I mit a € I liberhaupt als
Potenzreihe darstellbar ist, dann stimmt diese Reihe mit der
Taylorreihe iiberein
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Beispiele

Taylorreihe fiir f(z) = sin(z) mit Entwicklungspunkt a = 0:

Da sin’(z) = cos(z) und cos’(xz) = —sin(z), haben wir

Die Taylorreihe von sin(z) im Punkt 0 ist also

=L £M(0) o= ® 25 2T 2
DA T T TR
n—=
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Taylorreihe zum Berechnen von Potenzreihen

Satz 10.14

Sei f: I — R mit a € I eine unendlich oft differenzierbare
Funktion und z € I. Wenn lim R,(x) = 0 fiir das
n—oo

Restglied R, (x) aus Satz 10.11 gilt, dann ist

© t(n)(y
1@ =3 D gy
n=0 ’

Diesen Satz konnen wir verwenden, um Potenzreihen fiir beliebig
oft differenzierbare Funktionen zu berechnen.
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Beispiele (2)

@ Um zu zeigen, dass diese Taylorreihe gleich sin(z) ist,
miissen wir li_>m R, (z) = 0 zeigen.
n—oo

@ Wir benutzen die Restgliedabschatzung nach Lagrange:

Sin(n+1)(§) n+1 Sin(n+1) (5) n+1 g H
Rn(Q?) = W(l‘ —0) = W.’E fiir ein 6 S [O,LE]
_ L ||+ o _
e Esgilt |[R,(x)| < eI da |sin'™(¢)| < 1 gilt.
o N e o .
@ Man beweist direkt, dass lim ————— = 0 gilt (ndchste Folie)
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Beispiele (3)

’x|n+1
Wir zeigen, dass nh_)ngo m =0 gilt:

Sei k € N mit k> |z| und k£ > 1. Dann gilt

|:U|n+1 ’n—é—l—k

im = lim |$|k i
) |x‘k L fentl-k

< eer

< lim lx|® k- (k+1)---n

L jap
= lim
n—oo (k— 1)l (n+1)
jz* 1 j/*

o Dinsentl —nn V770
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Beispiele (5)

Berechne explizite Reihendarstellung fiir unbekannte Funktion:
Ableitungen von In(z): Wir haben

1 -1 2 —6
/ _ " _ " _ 4 _
ln(a:)-; , In (m)—g , In (a:)-; , ln()(:c)—g .
—1)=D(p — 1)
Aligemein fiir n > 0:1n(™ () = (=1) n(n )
x
Taylorreihe von In(z) im Punkt a = 1:
o0 o0
™ (1) (="
DL LIRESU S Rty
n=0 n=1
Es bleibt noch das Restglied abzuschatzen.
[7CS | 10 Potenzreihen & Taylorapprosimation | WS 2019/20 FAfER T —

Beispiele (4)

Mit der Reihe und der Abschitzung des Restglieds kdnnen wir sin
auch mit beliebig gewiinschter Genauigkeit numerisch berechnen.
Beispiel: Wir berechnen sin(z) fiir x = 1 auf zwei

|+

Nachkommastellen. Fiir n = 5 ist das Restglied < (i) < 0.0014.

Die ersten fiinf Glieder der Taylorreihe mit x = 1 sind die Summe:

10 1 o0 1 10

— = — =+ — 4+ = = — =0.841

TR T el
Wegen der Restgliedabschatzung unterscheidet sich dieser Wert
von sin(1) héchstens um 0.0014, also sind die ersten beiden
Kommastellen korrekt, d.h. sin(1) =0.84....
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Beispiele (6)
Wir verwenden die Restgliedabschitzung nach Lagrange:
ln(n+1)(§) n+1 (_l)n n+1l g
R, (z) = m(:c—l) = m(m—l) fir ein £ € [z, 1]

Fir z € (0.5,2) gilt dann [¢| > |z — 1|

@ Firz € (0.5,1) gilt £ € [z,1] und damit [¢| =€ >1—z =]z —1].

o Firze(1,2)gilt{ el,z]. Dalz—1]=2—-1<1, folgt [¢| =& > |z —1].
Fiir z € (0.5,2) haben wir also
n+1 1

S CEE

1
(n+1)

r—1
§

Das zeigt lim,,_,oc Ry (z) = 0 und damit, dass die obige Taylorreihe fiir
z € (0.5,2) mit In(z) ibereinstimmt.

(_1)n (w _ 1)n+1 _

|Rn(2)] = e (11 =

In(z) = i (_zi_l(x -1 fir z € (0.5,2).
n=1
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Eine Anwendung der Integralrechnung Beweis

Als Anwendungsbeispiel der Integralrechnung kdnnen wir eine Restglie-
dabschatzung der Taylorreihendarstellung beweisen.

Satz 10.16 Der Beweis des Satzes erfolgt durch Induktion iiber n.
Sei I ein Intervall mit a € I und sei f: I — R eine n + 1-mal Basis n = 0: Dann ist die Aussage
differenzierbare Funktion. Definiere das Restglied R,,(z) fiir x € I durch "
die Gleichung f(z) = f(a) +/ () dt
! " (n) ‘
f(z) = f(a)+%(:c—a)+f2—(f)(:c —a)?4-- -—i—fn—'(a)(x—a)"—i-Rn(m). Das ist der Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung.
1 x
Dann gilt R, (z) = I / (x — )™ fFOTD(1) de.
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Beweis (2) Cauchysche Form des Restglieds
Induktionsschritt n — n + 1
1 X
Rofe) = o5+ [ =0 s ar
n.x (“ Py Satz 10.17 (Cauchysche Form des Restglieds)
$ p—
= . f () dt Fiir das Restglied R, (z) aus dem vorangegangenen Satz gilt
* ‘—76)—’ o(t) folgende Gleichung fiir eine Zahl & zwischen a und z.
u
—(z — t)n+1 (nt1) z /z —(z — t)n—i—l (nt2) f(n+1)(§)
= _ . ¢ — = t)dt =L Blg_n(z—
(n+1)! Fm|, . (D) 7 R () (@ =&z —q) |
u(to(t) ult) - , I n . p(nt)
Beweis. Das folgt aus Rp(z) = — - [ (z—1)"-f (t) dt sofort
(mit partieller Integration) . . nt Ja
1) () mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung. O
a
=iy e Rae)

Daraus ergibt sich der Induktionsschritt.
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Bemerkung

Lagrangesche Form des Restglieds:
Es gibt eine Zahl £ zwischen a und x mit

_ ()

Ro(a) = oy =)™

Cauchysche Form des Restglieds:
Es gibt eine Zahl £ zwischen a und z.

f(n—',—l) 3
Ry =T 0 gyria )
Die Lagrangesche Form l&sst sich ebenfalls leicht aus der
Integraldarstellung von R, (z) ableiten. Man braucht dazu eine

etwas allgemeinere Form des Mittelwertsatzes (siehe Forster).
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