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Folgen

Definition (Folge)

Eine Folge (a,)nen ist gegeben durch eine reelle Zahl a,, fiir jede
natiirliche Zahl n.

Notation
e Wir schreiben auch (ag, ay,aq,...).
e Wir schreiben (ay,),> fiir die Folge (ag, ak+1, aky2, - .),
d.h. (ak-Jrn)neN.



Beispiele

1
o).

@ ay, := (—1)" definiert die Folge (an)n>1 = (—1,1,—-1,1,...).

DN | =

1
© ap = definiert die Folge (an)n>1 = (1,

12
° ay = nil definiert die Folge (ap)n>1 = (5, 3 Z,)
1 2 4
® ay := o definiert die Folge (an)az1 = (3, 7 g )



Konvergenz und Grenzwert

Definition (Konvergenz einer Folge)

Eine Folge (an)nen konvergiert gegen a € R,
falls es fiir jedes € > 0 ein NV € N gibt,
sodass |a, — a| < ¢ fiir alle n > N gilt.

Die reelle Zahl a heiBt dann Grenzwert der Folge.




Konvergenz und Grenzwert

Definition (Konvergenz einer Folge)

Eine Folge (an)nen konvergiert gegen a € R,
falls es fiir jedes € > 0 ein NV € N gibt,
sodass |a, — a| < ¢ fiir alle n > N gilt.

Die reelle Zahl a heiBt dann Grenzwert der Folge.

v

Notation: Man schreibt lim a,, fiir den Grenzwert der
n—oo

Folge (an)nen, wenn dieser existiert.

Eine Folge heiBt
o konvergent, wenn der Grenzwert existiert

o divergent, wenn kein Grenzwert exisitiert
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Veranschaulichung

Konvergenz von (a,,)nen besagt:

Es gibt beliebig kleine e-Umgebungen des Grenzwertes

a= le an, so dass fast alle (ndmlich alle bis auf endlich

viele) Folgenglieder in der e-Umgebung liegen.




Beispiele

n—oo N

Beweis:



Beispiele

lim — =0
n—oo N

Beweis:
@ Seie > 0.



Beispiele

lim — =0
n—oo N

Beweis:
@ Seie > 0.
@ Nach einer Konsequenz des Archimedischen Axioms
(Satz 3.13) gibt es ein N € N mit % <e.



Beispiele

lim — =0
n—oo N

Beweis:
@ Seie > 0.
@ Nach einer Konsequenz des Archimedischen Axioms
(Satz 3.13) gibt es ein N € N mit % <e.

1 1
e Firrallen > N gilt: — < —.
n N



Beispiele

lim — =0
n—oo N

Beweis:
@ Seie > 0.
@ Nach einer Konsequenz des Archimedischen Axioms
(Satz 3.13) gibt es ein N € N mit % <e.

1 1
e Firrallen > N gilt: — < —.
n N

1
o Daher gilt sicher auch — < ¢ fiir alle n > N
n



Beispiele

lim — =0
n—o00 N

Beweis:
@ Seie > 0.
@ Nach einer Konsequenz des Archimedischen Axioms
(Satz 3.13) gibt es ein N € N mit % <e.

1 1
Fir alle n > N gilt: — < —.
e Fiir alle n gilt: — <
1
o Daher gilt sicher auch — < ¢ fiir alle n > N
n

1 1
e und damit gilt |— — 0] = — <efiirallen > N
n n



Beispiele (2)

(n)nen hat keinen Grenzwert (divergiert).

Beweis durch Widerspruch:



Beispiele (2)

(n)nen hat keinen Grenzwert (divergiert).

Beweis durch Widerspruch:

@ Angenommen q sei der Grenzwert.



Beispiele (2)

(n)nen hat keinen Grenzwert (divergiert).

Beweis durch Widerspruch:
@ Angenommen q sei der Grenzwert.
e Seik=la]+1



Beispiele (2)

(n)nen hat keinen Grenzwert (divergiert).

Beweis durch Widerspruch:
@ Angenommen q sei der Grenzwert.
o Seik=la]+1
o Danngilt k> aund |[(k+1i) —a| > 1firallei e {1,2,...}



Beispiele (2)

(n)nen hat keinen Grenzwert (divergiert).

Beweis durch Widerspruch:
@ Angenommen q sei der Grenzwert.
o Seik=la]+1
o Danngilt k> aund |[(k+1i) —a| > 1firallei e {1,2,...}

1
o D.h. z.B. fiir e = 3 gibt es kein N, sodass
lan, —al = |n —a| <efirallen>N
(denn fiir alle n > k ist |a, —a| = [n—a| > 1> 3).



Beispiele (2)

(n)nen hat keinen Grenzwert (divergiert).

Beweis durch Widerspruch:
@ Angenommen q sei der Grenzwert.
o Seik=la]+1
o Danngilt k> aund |[(k+1i) —a| > 1firallei e {1,2,...}
o D.h. z.B. fiir e = % gibt es kein N, sodass
lan, —al = |n —a| <efirallen>N
(denn fiir alle n > k ist |a, —a| = [n—a| > 1> 3).
@ Dabher existiert a nicht.



Beispiele (3)

((=1)")nen hat keinen Grenzwert (divergiert).

Beweis durch Widerspruch:



Beispiele (3)

((=1)")nen hat keinen Grenzwert (divergiert).

Beweis durch Widerspruch:

@ Angenommen a ware ein Grenzwert.



Beispiele (3)

((=1)")nen hat keinen Grenzwert (divergiert).

Beweis durch Widerspruch:
@ Angenommen a ware ein Grenzwert.

o Fiir ein beliebiges € > 0 miisste dann |a,, — a| < ¢ fiir alle
hinreichend groBen n gelten.



Beispiele (3)

((=1)")nen hat keinen Grenzwert (divergiert).

Beweis durch Widerspruch:
@ Angenommen a ware ein Grenzwert.

o Fiir ein beliebiges € > 0 miisste dann |a,, — a| < ¢ fiir alle
hinreichend groBen n gelten.

o Da die Folge immer abwechselnd die Werte 1 und —1
annimmt, bedeutet das: |1 —a| <eund | -1—al <e.
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Beispiele (3)

((=1)")nen hat keinen Grenzwert (divergiert).

Beweis durch Widerspruch:
@ Angenommen a ware ein Grenzwert.

o Fiir ein beliebiges € > 0 miisste dann |a,, — a| < ¢ fiir alle
hinreichend groBen n gelten.

o Da die Folge immer abwechselnd die Werte 1 und —1
annimmt, bedeutet das: |1 —a| <eund | -1—al <e.
Mit der Dreiecksungleichung folgt daraus aber
2=|l—a+a+1| <|1—a|+|a+1] = [1—a|+]|—a—1| < 2¢,
also 1 < ¢, was fiir beliebiges € > 0 sicher nicht wahr ist.
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Beispiele (3)

((=1)")nen hat keinen Grenzwert (divergiert).

Beweis durch Widerspruch:
@ Angenommen a ware ein Grenzwert.

o Fiir ein beliebiges € > 0 miisste dann |a,, — a| < ¢ fiir alle
hinreichend groBen n gelten.

o Da die Folge immer abwechselnd die Werte 1 und —1
annimmt, bedeutet das: |1 —a| <eund | -1—al <e.
Mit der Dreiecksungleichung folgt daraus aber
2=|l—a+a+1| <|1—a|+|a+1] = [1—a|+]|—a—1| < 2¢,
also 1 < ¢, was fiir beliebiges € > 0 sicher nicht wahr ist.

@ Unsere Annahme, dass a ein Grenzwert der Folge ist, muss
also falsch gewesen sein.
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Beispiele (4)

lim =1
n—oon + 1

Beweis:



Beispiele (4)

lim =1
n—oon + 1

Beweis:
@ Seie > 0.



Beispiele (4)

n—oon + 1 B
Beweis:
@ Seie > 0.

@ Nach Satz 3.13 gibt es N € N mit % <e



Beispiele (4)

lim =1
n—oon + 1

Beweis:
@ Seie > 0.

@ Nach Satz 3.13 gibt es N € N mit % <e

@ Damit ist auch

1
< e furallen> N
n+1



Beispiele (4)

lim =1
n—oon + 1

Beweis:
@ Seie > 0.

@ Nach Satz 3.13 gibt es N € N mit % <e

1
< e furallen> N
n+1

@ Damit ist auch

1
o Damit ist auch |L—1| = ——<cfirallen>N
n+1 n+1



Beispiele (5)

Beweis:



Beispiele (5)

Beweis:
. , n 1
o Zeige zunidchst — < — fiir alle n > 4:
2n

o Zeige die dquivalente Aussage n? < 2" fiir alle n > 4 durch
Induktion liber n
o n=>5gilt, da 52 =25<32=2°
2

o Induktionsschritt n — n+ 1 firn >5: (n+1)% =
IV
n?+2n+1<n*+3n<n?®+n-n=2n% < 2.2"=2""!



Beispiele (5)

Beweis:
. , n 1
o Zeige zunidchst — < — fiir alle n > 4:
2n

o Zeige die dquivalente Aussage n? < 2" fiir alle n > 4 durch
Induktion liber n

o n=>5gilt, da 52 =25<32=2°

o Induktionsschritt n — n + 1 fiirn > 5: (n+1)? =

Iv.
n+n+l<n?+3n<n®+n-n=2n2 "< 2.2" =27l

1
@ Seie > 0. Aus li_>m — =0, wissen wir: Es gibt N € N:
n—oo N

1 1
|- —0=—<c¢efirallen>N
n n



Beispiele (5)

Beweis:
. , n 1
o Zeige zunidchst — < — fiir alle n > 4:
2n

o Zeige die dquivalente Aussage n? < 2" fiir alle n > 4 durch
Induktion liber n

o n=>5gilt, da 52 =25<32=2°

o Induktionsschritt n — n + 1 fiirn > 5: (n+1)? =

Iv.
n+n+l<n?+3n<n®+n-n=2n2 "< 2.2" =27l

1
@ Sei e > 0. Aus lim — =0, wissen wir: Es gibt N € N:

n—oo n

1 1
|__0|:—<£ﬁjrallen>N

1
o Daher gibt es auch N’ € N mit |——0| ——0<—<€
fir alle n > N’



Einzigartigkeit des Grenzwerts

Satz
Jede Folge hat hochstens einen Grenzwert. J




Einzigartigkeit des Grenzwerts

Satz
Jede Folge hat hochstens einen Grenzwert. J

Beweis. Durch Widerspruch



Einzigartigkeit des Grenzwerts

Satz
Jede Folge hat hochstens einen Grenzwert. J

Beweis. Durch Widerspruch

@ Annahme: a und a’ sind verschiedene Grenzwerte von (a,)nen.



Einzigartigkeit des Grenzwerts

Satz
Jede Folge hat hochstens einen Grenzwert. J

Beweis. Durch Widerspruch
@ Annahme: a und a’ sind verschiedene Grenzwerte von (a,)nen.
la —d|

o Setze € :=
z 9



Einzigartigkeit des Grenzwerts

Satz
Jede Folge hat hochstens einen Grenzwert. J

Beweis. Durch Widerspruch
e Annahme: a und a’ sind verschiedene Grenzwerte von (a,)nen.
la —d|
2
e Da azJi_}n;oan, gibt es N € N mit |a,, — a| < ¢ fiir alle n > N.

@ Setze ¢ :=



Einzigartigkeit des Grenzwerts

Satz
Jede Folge hat hochstens einen Grenzwert. J

Beweis. Durch Widerspruch
e Annahme: a und a’ sind verschiedene Grenzwerte von (a,)nen.
la —d|
2
e Da a:nli_{&an, gibt es N € N mit |a,, — a| < ¢ fiir alle n > N.

@ Setze ¢ :=

e Dad = lim a,, gibt es N € N mit |a,, — /| < ¢ fiir alle n > N'.
n—oo



Einzigartigkeit des Grenzwerts

Satz
Jede Folge hat hochstens einen Grenzwert. J

Beweis. Durch Widerspruch
e Annahme: a und a’ sind verschiedene Grenzwerte von (a,)nen.
la —d|
2
e Da aznli_{goan, gibt es N € N mit |a,, — a| < ¢ fiir alle n > N.

@ Setze ¢ :=

e Dad = lim a,, gibt es N € N mit |a,, — /| < ¢ fiir alle n > N'.
n—oo

Fiir alle n > max (N, N’) gelten beide Ungleichungen.



Einzigartigkeit des Grenzwerts

Satz
Jede Folge hat hochstens einen Grenzwert. J

Beweis. Durch Widerspruch

e Annahme: a und a’ sind verschiedene Grenzwerte von (a,)nen.

/
a—a
° Setzes::g
2
e Daa= lim ay, gibtes N € N mit |a, —a| < ¢ fir alle n > N.
n—oo

e Dad = lim a,, gibt es N € N mit |a,, — /| < ¢ fiir alle n > N'.
n—oo

Fiir alle n > max (N, N’) gelten beide Ungleichungen.
Daher durch Addition: |a,, — d'| + |a, — a] < 2¢.



Einzigartigkeit des Grenzwerts

Satz
Jede Folge hat hochstens einen Grenzwert. J

Beweis. Durch Widerspruch

e Annahme: a und a’ sind verschiedene Grenzwerte von (a,)nen.

/
a—a
° Setzes::g
2
e Daa= lim ay, gibtes N € N mit |a, —a| < ¢ fir alle n > N.
n—oo

e Dad = lim a,, gibt es N € N mit |a,, — /| < ¢ fiir alle n > N'.
n—oo

Fiir alle n > max (N, N’) gelten beide Ungleichungen.
Daher durch Addition: |a,, — d'| + |a, — a] < 2¢.

lan, — d'| + |ay, — a| < 2e



Einzigartigkeit des Grenzwerts

Satz
Jede Folge hat hochstens einen Grenzwert. J

Beweis. Durch Widerspruch

e Annahme: a und a’ sind verschiedene Grenzwerte von (a,)nen.

/
a—a
° Setzes::g
2
e Daa= lim ay, gibtes N € N mit |a, —a| < ¢ fir alle n > N.
n—oo

e Dad = lim a,, gibt es N € N mit |a,, — /| < ¢ fiir alle n > N'.
n—oo

Fiir alle n > max (N, N’) gelten beide Ungleichungen.
Daher durch Addition: |a,, — d'| + |a, — a] < 2¢.

la, —d'| + |a — an| =|ay, — d'| + |a, —a| < 2e

e D.h. |a —d'| < |a — d'|. Widerspruch wegen (O1) 0.
T EATE T o[ e T T




Einzigartigkeit des Grenzwerts

Satz
Jede Folge hat hochstens einen Grenzwert. J

Beweis. Durch Widerspruch

e Annahme: a und a’ sind verschiedene Grenzwerte von (a,)nen.

/
a—a
° Setzes::g
2
e Daa= lim ay, gibtes N € N mit |a, —a| < ¢ fir alle n > N.
n—oo

e Dad = lim a,, gibt es N € N mit |a,, — /| < ¢ fiir alle n > N'.
n—oo

Fiir alle n > max (N, N’) gelten beide Ungleichungen.
Daher durch Addition: |a,, — d'| + |a, — a] < 2¢.

@ Mit der Dreiecksungleichung:
|(an — ') + (a — an)]
< lap —d'|+ |a —an| = |an — /| + |an —a] < 2¢
e D.h. |a —d'| < |a — d'|. Widerspruch wegen (O1) 0.
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Einzigartigkeit des Grenzwerts

Satz
Jede Folge hat hochstens einen Grenzwert. J

Beweis. Durch Widerspruch

e Annahme: a und a’ sind verschiedene Grenzwerte von (a,)nen.

/
a—a
° Setzee::g
2
e Daa= lim ay, gibtes N € N mit |a, —a| < ¢ fir alle n > N.
n—oo

e Dad = lim a,, gibt es N € N mit |a,, — /| < ¢ fiir alle n > N'.
n—oo

e Fiir alle n > max(N, N') gelten beide Ungleichungen.
@ Daher durch Addition: |a,, — d'| + |a, — a| < 2¢.
@ Mit der Dreiecksungleichung:
o —d'| = [(an — ') + (a — an)|
< lap —d|+]a—an| = lan — d| + |an, — al < 2¢
e D.h. |a —d'| < |a — d'|. Widerspruch wegen (O1) 0.
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Einzigartigkeit des Grenzwerts

Satz
Jede Folge hat hochstens einen Grenzwert. J

Beweis. Durch Widerspruch

e Annahme: a und a’ sind verschiedene Grenzwerte von (a,)nen.

/
a—a
° Setzee::g
2
e Daa= lim ay, gibtes N € N mit |a, —a| < ¢ fir alle n > N.
n—oo

e Dad = lim a,, gibt es N € N mit |a,, — /| < ¢ fiir alle n > N'.
n—oo

e Fiir alle n > max(N, N') gelten beide Ungleichungen.
@ Daher durch Addition: |a,, — d'| + |a, — a| < 2¢.
@ Mit der Dreiecksungleichung:
la—d'| = |(an — a') + (a — an)]
< ap —d'| 4+ |a—ay| = |an, — | + |an, — a] < 2e= |a — d/|
e D.h. |a —d'| < |a — d'|. Widerspruch wegen (O1) 0.

TCS | 04 Folgen und Grenzwerte | WS 2019/20 IBWPX]  Folgen Konvergenz Monotonie Beschrénktheit Div




Rechenregeln

Satz 4.5
Fiir alle konvergenten Folgen (a,)nen und (by)nen gilt:
e lim (ap +by) = (lim a,)+ (lim b,)
n— 00 n— 00 n—00

® i (on ba) = (9, 0n) - (000, 00)

Beweis. Wir zeigen den ersten Fall (der zweite geht analog)



Rechenregeln

Satz 4.5
Fiir alle konvergenten Folgen (a,)nen und (by)nen gilt:
e lim (an +by) = (lim ay) + ( lim by,)
n— 00 n— 00 n—00

® i (on ba) = (9, 0n) - (000, 00)

Beweis. Wir zeigen den ersten Fall (der zweite geht analog)

e Sei lim a, =a und lim b, =b.
n—roo n—0o0



Rechenregeln

Satz 4.5
Fiir alle konvergenten Folgen (a,)nen und (by)nen gilt:
e lim (an +by) = (lim ay) + ( lim by,)
n— 00 n— 00 n—00

® i (on ba) = (9, 0n) - (000, 00)

Beweis. Wir zeigen den ersten Fall (der zweite geht analog)
e Sei lim a, =a und lim b, =b.
n—oo n—oo
@ Zu zeigen ist lim (a, +b,) =a+b.
n—oo



Rechenregeln

Satz 4.5
Fiir alle konvergenten Folgen (a,)nen und (by)nen gilt:
e lim (an +by) = (lim ay) + ( lim by,)
n—oo n—o0 n— o0

® i (on ba) = (9, 0n) - (000, 00)

Beweis. Wir zeigen den ersten Fall (der zweite geht analog)
e Sei lim a, =a und lim b, =b.
n—oo n—oo

@ Zu zeigen ist lim (a, +b,) =a+b.
n—oo

@ Sei ¢ > 0. Nach Ar;fnahme existieren é\f € Nund M €N
sodass |a, — a| < 5 und |b,, — b| < 5 firallen > Nom > M



Rechenregeln

Satz 4.5
Fiir alle konvergenten Folgen (a,)nen und (by)nen gilt:
e lim (an +by) = (lim ay) + ( lim by,)
n—oo n—o0 n— o0

® i (on ba) = (9, 0n) - (000, 00)

Beweis. Wir zeigen den ersten Fall (der zweite geht analog)

e Sei lim a, =a und lim b, =b.
n—roo n—0o0

@ Zu zeigen ist lim (a, +b,) =a+b.
n—oo

@ Sei ¢ > 0. Nach Arg:nahme existieren é\f € Nund M €N
sodass |a, — a| < 5 und |b,, — b| < 5 firallen > Nom > M

e Wir haben dann |a, + b, — (a + b)| = |ap, —a+ b, — b| <
lan, — a|] + |by, — ] < % + g = ¢ fiir alle n > max(N, M),

womit lim (a, + b,) = a + b gezeigt ist. O
n—oo
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Anmerkungen

Satz 4.5
Fiir alle konvergenten Folgen (ay)nen und (by)nen gilt:
o lim (ap +by) = (lim ay) + ( lim by,)
n—00 n—00 n—r00

i\ Be) = (100 o) (L )

Fiir divergente Folgen (a,)nen und/oder (by,)nen kann trotzdem

ein Grenzwert fiir (ay, + by )nen oder (ay, - by)nen existieren.

e Z.B. ist fiir a, :=mn, by, := —nist lim (a, +b,) =0

n—oo

o Z.B.istfira,:=n,b, = % ist lim (ay - b,) =1
n—oo
Satz 4.5 ist fiir solche Falle nutzlos.



Beispiele

1
Fir a,, := nt kann man lim a,, berechnen durch
1 n n—o00
(lim =)+ (lim 1)=0+1=1
n—oo N n—oo



Rechenregeln (2)

Satz

Fiir alle konvergenten Folgen (an)nen und (by)nen gilt:
limy, 0 ay

Wenn ( li_)m b,) # 0, dann lim 2

Beachte: Wenn ( hm by,) # 0, dann muss es ein N € N geben,
sodass b 75 0 fiir alle n > N.



Rechenregeln (3)

Satz

Seien (ap)nen und (by,)nen zwei konvergente Folgen mit a,, < by,.
Dann gilt (limy,—00 an) < (limy,—s00 by)-

Beachte: Unter den Annahmen des Satzes gilt nicht immer

(1555, m) < (15, Bn)-



Rechenregeln (3)

Satz

Seien (ap)nen und (by,)nen zwei konvergente Folgen mit a,, < by,.
Dann gilt (limy,—00 an) < (limy,—s00 by)-

Beachte: Unter den Annahmen des Satzes gilt nicht immer

(1555, m) < (15, Bn)-

Beispiel?



Rechenregeln (3)

Satz

Seien (ap)nen und (by,)nen zwei konvergente Folgen mit a,, < by,.
Dann gilt (limy,—00 an) < (limy,—s00 by)-

Beachte: Unter den Annahmen des Satzes gilt nicht immer

(1555, m) < (15, Bn)-

Beispiel?

b 1
Ay = = —
" n—+1 " n



Rechenregeln (3)

Satz

Seien (ap)nen und (by,)nen zwei konvergente Folgen mit a,, < by,.
Dann gilt (limy,—00 an) < (limy,—s00 by)-

Beachte: Unter den Annahmen des Satzes gilt nicht immer

(1555, m) < (15, Bn)-

Beispiel?

1
Ap = by, =

n+1

1
n

Dann gilt: a,, < b, und lim a, =0<0= lim b,
n—oo n—oo



Beispiele

2n? 4+ 2n + 10

Sei an = 3n?+n+1

Berechnung des Grenzwerts. Trick: Kiirze mit n?:

92 + 2n + 10 2n?+20+10
lim ap, = lim ———= lim —5%—
n—00 n—soo 3n24+n+1 n—oo 3nitntl +2”+1
n
2n? | 2 10
= lim :2—1—?"—'—?
3 R
2 10
= lim 2t 2
n%oo3+%+;12 3
2 10 2 10
da lim 24+ —+4+ —< = (lim 2)+ (lim —)+ (lim —)=24+0+0=2
n—oo n  n2 n— oo n—oo n n—oo N2

1 1 1 1
und lim 3+—+ﬁ:(lim )+ (lim =)+ (lim —-)=3+0+0=3

n—oo n n— oo n—oco n n—oo 12



Monotonie

Definition (Monotonie fiir Folgen)
e Eine Folge (ay)nen heiBt monoton wachsend,
falls a,, < a1 fiir alle n € N gilt.

e Eine Folge (ay)nen heiBt streng monoton wachsend,
falls a,, < a1 fiir alle n € N gilt.




Monotonie

Definition (Monotonie fiir Folgen)
e Eine Folge (ay)nen heiBt monoton wachsend,
falls a,, < a1 fiir alle n € N gilt.

e Eine Folge (ay)nen heiBt streng monoton wachsend,
falls a,, < a1 fiir alle n € N gilt.

Beispiele:

1
° ay, =—
n



Monotonie

Definition (Monotonie fiir Folgen)
e Eine Folge (ay)nen heiBt monoton wachsend,
falls a,, < a1 fiir alle n € N gilt.

e Eine Folge (ay)nen heiBt streng monoton wachsend,
falls a,, < a1 fiir alle n € N gilt.

Beispiele:

1. .
@ a, = — ist nicht monoton wachsend.
n



Monotonie

Definition (Monotonie fiir Folgen)
e Eine Folge (ay)nen heiBt monoton wachsend,
falls a,, < a1 fiir alle n € N gilt.

e Eine Folge (ay)nen heiBt streng monoton wachsend,
falls a,, < a1 fiir alle n € N gilt.

Beispiele:
1. .
@ a, = — ist nicht monoton wachsend.
n

° a,=(—-1)"



Monotonie

Definition (Monotonie fiir Folgen)
e Eine Folge (ay)nen heiBt monoton wachsend,
falls a,, < a1 fiir alle n € N gilt.

e Eine Folge (ay)nen heiBt streng monoton wachsend,
falls a,, < a1 fiir alle n € N gilt.

Beispiele:
1. .
@ a, = — ist nicht monoton wachsend.
n

@ a, = (—1)" ist nicht monoton wachsend.



Monotonie

Definition (Monotonie fiir Folgen)
e Eine Folge (ay)nen heiBt monoton wachsend,
falls a,, < a1 fiir alle n € N gilt.

e Eine Folge (ay)nen heiBt streng monoton wachsend,
falls a,, < a1 fiir alle n € N gilt.

Beispiele:
1. .
@ a, = — ist nicht monoton wachsend.
n

@ a, = (—1)" ist nicht monoton wachsend.
n

n—+1

e a, =



Monotonie

Definition (Monotonie fiir Folgen)
e Eine Folge (ay)nen heiBt monoton wachsend,
falls a,, < a1 fiir alle n € N gilt.

e Eine Folge (ay)nen heiBt streng monoton wachsend,
falls a,, < a1 fiir alle n € N gilt.

Beispiele:
1. .
@ a, = — ist nicht monoton wachsend.
n

@ a, = (—1)" ist nicht monoton wachsend.

n .
@ a, = ist streng monoton wachsend
n+1

(und daher auch monoton wachsend)
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Monotonie

Definition (Monotonie fiir Folgen)
e Eine Folge (ay)nen heiBt monoton wachsend,
falls a,, < a1 fiir alle n € N gilt.

e Eine Folge (ay)nen heiBt streng monoton wachsend,
falls a,, < a1 fiir alle n € N gilt.

Beispiele:
1. .
@ a, = — ist nicht monoton wachsend.
n

@ a, = (—1)" ist nicht monoton wachsend.

noo.
@ a, = ist streng monoton wachsend
n+1
(und daher auch monoton wachsend)
1+ (=1)"
© ap=n+————
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Monotonie

Definition (Monotonie fiir Folgen)
e Eine Folge (ay)nen heiBt monoton wachsend,
falls a,, < a1 fiir alle n € N gilt.

e Eine Folge (ay)nen heiBt streng monoton wachsend,
falls a,, < a1 fiir alle n € N gilt.

Beispiele:
1. )
@ a, = — ist nicht monoton wachsend.
n

@ a, = (—1)" ist nicht monoton wachsend.

n .
° a, = ist streng monoton wachsend
n+1
(und daher auch monoton wachsend)
14+ (=)™ .
e ap=n+ —}_(2) ist monoton wachsend,

aber nicht streng monoton wachsend
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Beschranktheit

Definition (Beschranktheit)

Eine Folge (an)nen heiBt nach oben beschrinkt falls die Menge
{an | n € N} eine obere Schranke hat.
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Beschranktheit

Definition (Beschranktheit)

Eine Folge (an)nen heiBt nach oben beschrinkt falls die Menge
{an | n € N} eine obere Schranke hat.

Beispiele:

[+] =
i n+1
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Beschranktheit

Definition (Beschrinktheit)

Eine Folge (an)nen heiBt nach oben beschrinkt falls die Menge
{an | n € N} eine obere Schranke hat.

Beispiele:

ist beschrankt,

e a, =
n +

da z.B. 1 eine obere Schranke von {a,, | n € N} ist.
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Beschranktheit

Definition (Beschrinktheit)

Eine Folge (an)nen heiBt nach oben beschrinkt falls die Menge
{an | n € N} eine obere Schranke hat.

Beispiele:

ist beschrankt,

° a, =
n—+
da z.B. 1 eine obere Schranke von {a,, | n € N} ist.

° a,=(-1)"
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Beschranktheit

Definition (Beschrinktheit)

Eine Folge (an)nen heiBt nach oben beschrinkt falls die Menge
{an | n € N} eine obere Schranke hat.

Beispiele:

ist beschrankt,

e a, =
n +

da z.B. 1 eine obere Schranke von {a,, | n € N} ist.

@ a, = (—1)" ist beschrankt,

da z.B. 1 eine obere Schranke von {a,, | n € N} ist.
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Beschranktheit

Definition (Beschrinktheit)

Eine Folge (an)nen heiBt nach oben beschrinkt falls die Menge
{an | n € N} eine obere Schranke hat.

Beispiele:

ist beschrankt,

° a, =
n—+
da z.B. 1 eine obere Schranke von {a,, | n € N} ist.

@ a, = (—1)" ist beschrankt,

da z.B. 1 eine obere Schranke von {a,, | n € N} ist.

° a, = (—2)"
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Beschranktheit

Definition (Beschrinktheit)

Eine Folge (an)nen heiBt nach oben beschrénkt falls die Menge
{an | n € N} eine obere Schranke hat.

Beispiele:

ist beschrankt,

e a, =
n +

da z.B. 1 eine obere Schranke von {a,, | n € N} ist.

@ a, = (—1)" ist beschrankt,
da z.B. 1 eine obere Schranke von {a,, | n € N} ist.

@ a, = (—2)" ist nicht beschrénkt,

da keine obere Schranke fiir {a,, | n € N} existiert.
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Konvergenz und Beschranktheit

Satz
Jede konvergente Folge (a,)nen ist nach oben beschrankt. J
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Konvergenz und Beschranktheit

Satz
Jede konvergente Folge (a,)nen ist nach oben beschrankt. J

Beweis.
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Konvergenz und Beschranktheit

Satz
Jede konvergente Folge (a,)nen ist nach oben beschrankt. J

Beweis.

@ Sei a:= lim a, (der Grenzwert existiert nach Annahme).
n—oo
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Konvergenz und Beschranktheit

Satz
Jede konvergente Folge (a,)nen ist nach oben beschrankt. J

Beweis.

@ Sei a:= lim a, (der Grenzwert existiert nach Annahme).
n—oo

@ Nach Definition der Konvergenz gibt es ein N € N, sodass
lan, — a|] < 1 fiir alle n > N gilt.
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Konvergenz und Beschranktheit

Satz
Jede konvergente Folge (a,)nen ist nach oben beschrankt. J

Beweis.

@ Sei a:= lim a, (der Grenzwert existiert nach Annahme).
n—oo

@ Nach Definition der Konvergenz gibt es ein N € N, sodass
lan, — a|] < 1 fiir alle n > N gilt.

e Dann gilt aber a;, < max{ag,ai,...,an,a+ 1} fiir alle
k € N. O
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Konvergenz und Beschranktheit (2)

Satz 4.11

Eine monoton wachsende, nach oben beschrankte Folge (ay)nen
konvergiert gegen a := sup{a, | n € N}.

Beweis.
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Konvergenz und Beschranktheit (2)

Satz 4.11

Eine monoton wachsende, nach oben beschrankte Folge (ay)nen
konvergiert gegen a := sup{a, | n € N}.

Beweis.
o Fiir jedes € > 0 gibt es N € N, sodass 0 < a—ay < €:
Da a Supremum ist, folgt ay < a und somit 0 < a — ay. Fiir
den Rest: Gabe es kein N mit a — ay < &, dann hatten wir
a — an > ¢ fir alle n. D.h. a — ¢ > a, fiir alle n und damit
ware a — € eine obere Schranke fiir {a,, | n € N}, die kleiner
als a ist.
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Konvergenz und Beschranktheit (2)

Satz 4.11

Eine monoton wachsende, nach oben beschrankte Folge (ay)nen
konvergiert gegen a := sup{a, | n € N}.

Beweis.
o Fiir jedes e > 0 gibt es NV € N, sodass 0 < a —ay < €:
Da a Supremum ist, folgt ay < a und somit 0 < a — ay. Fiir
den Rest: Gabe es kein N mit a — ay < &, dann hatten wir
a — an > ¢ fir alle n. D.h. a — ¢ > a, fiir alle n und damit
ware a — € eine obere Schranke fiir {a,, | n € N}, die kleiner
als a ist. Widerspruch, da a kleinste obere Schranke ist.
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Konvergenz und Beschranktheit (2)

Satz 4.11

Eine monoton wachsende, nach oben beschrankte Folge (ap)nen
konvergiert gegen a := sup{a, | n € N}.

Beweis.

o Fiir jedes e > 0 gibt es NV € N, sodass 0 < a —ay < €:
Da a Supremum ist, folgt ay < a und somit 0 < a — ay. Fiir
den Rest: Gabe es kein N mit a — ay < €, dann hitten wir
a — an > ¢ fir alle n. D.h. a — ¢ > a, fiir alle n und damit
ware a — ¢ eine obere Schranke fiir {a,, | n € N}, die kleiner
als a ist. Widerspruch, da a kleinste obere Schranke ist.

@ Wegen der Monotonie der Folge gilt dann ay < a,, fiir alle
n > N. Daraus folgt dann 0 < a—a, <a—ay < ¢.

TCS | 04 Folgen und Grenzwerte | WS 2019/20 21/23 enz Monotonie Beschrinktheit Div



Konvergenz und Beschranktheit (2)

Satz 4.11

Eine monoton wachsende, nach oben beschrankte Folge (ap)nen
konvergiert gegen a := sup{a, | n € N}.

Beweis.

o Fiir jedes e > 0 gibt es NV € N, sodass 0 < a —ay < €:
Da a Supremum ist, folgt ay < a und somit 0 < a — ay. Fiir
den Rest: Gabe es kein N mit a — ay < €, dann hitten wir
a — an > ¢ fir alle n. D.h. a — ¢ > a, fiir alle n und damit
ware a — ¢ eine obere Schranke fiir {a,, | n € N}, die kleiner
als a ist. Widerspruch, da a kleinste obere Schranke ist.

@ Wegen der Monotonie der Folge gilt dann ay < a,, fiir alle
n > N. Daraus folgt dann 0 < a—a, <a—ay < ¢.

@ Damit haben wir gezeigt, dass fiir jedes e > 0ein N € N
existiert, sodass |a — ay| < ¢ fiir alle n > N. Das heiBt,

lim a, = a. O
n—oo
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Bestimmte Divergenz

Definition (Bestimmte Divergenz gegen oc)

Eine Folge (an)nen divergiert bestimmt gegen oo falls fiir jedes
K € Rein N € N existiert, sodass a,, > K fiir alle n > N. Wir
schreiben dann lim,, ,, a, = oco.




Bestimmte Divergenz

Definition (Bestimmte Divergenz gegen oc)

Eine Folge (an)nen divergiert bestimmt gegen oo falls fiir jedes
K € Rein N € N existiert, sodass a,, > K fiir alle n > N. Wir
schreiben dann lim,, ,o a, = 00.

Definition (Bestimmte Divergenz gegen —)

Eine Folge (an)nen divergiert bestimmt gegen —oco falls fiir
jedes K € R ein N € N existiert, sodass a,, < K fiir alle n > N.
Wir schreiben dann lim,, o a,, = —00.
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Beispiele

o lim —n=-00
n—oo
n

o lim — =
n—oo N

@ a, :=n(—1)" konvergiert nicht und divergiert weder
bestimmt gegen co noch gegen —oo.

Wenn eine Folge weder konvergiert noch bestimmt divergiert,
sprechen wir von unbestimmter Divergenz.
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