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1. Einleitung

Dieses Skript fasst die wesentlichen Inhalte der Vorlesungen ,,Formale Sprachen und Komple-
xitdt“ und ,Theoretische Informatik fiir Medieninformatiker® zusammen, die im Sommerse-
mester 2022 an der Ludwig-Maximilians-Universitdt Miinchen gehalten werden.

Da die Vorlesung ,Theoretische Informatik fiir Medieninformatiker® nur einen Teil der Vorle-
sung umfasst, sind die Kapitel und Abschnitte oder auch einzelne Sitze bzw. deren Beweise, die
fiir Medieninformatiker/innen nicht priifungsrelevant sind, durch einen Stern x gekennzeich-
net.

Die Primarliteratur fiir die Vorlesung ist Uwe Schoning’s Buch ,, Theoretische Informatik — kurz
gefasst” (Sch08). Das Skript orientiert sich an dessen Inhalt und strukturellen Aufbau.

Die Vorlesung behandelt drei wesentliche Teilgebiete der Theoretischen Informatik. Teil [[| be-
fasst sich mit Formalen Sprachen und Grundlagen der Automatentheorie. Teil [I[T] befasst sich
mit der Frage, welche Probleme iiberhaupt mit dem Rechner gelost werden konnen (die Bere-
chenbarkeitstheorie). Teil [[] befasst sich mit der Frage, welche Probleme effizient losbar sind
und was selbiges heifdt (die Komplexitdtstheorie).

Ziel der Veranstaltung ist es eine Einfiihrung in und einen Uberblick iiber die drei Themenge-
biete zu geben.

Vor den einzelnen Teilen ist das Kapitel[2|zu finden. Hier fassen wir wesentliche mathematische
Grundlagen zusammen, die im Grunde bekannt sein diirften. In der Vorlesung werden nicht alle
dieser Grundlagen wiederholt, sondern zum Teil dem Selbststudium {iberlassen.
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2. Grundlagen

In diesem Kapitel werden wesentliche Grundlagen zusammenfassend dargestellt und Nota-
tionen festgelegt. Die Inhalte sind im Wesentlichen auch in (Sch08, Anhang: Mathematische
Grundlagen) nachzulesen.

2.1. Natiirliche Zahlen, Alphabete, Worte und Sprachen

Wir bezeichnen die Menge der natiirlichen Zahlen einschliefSlich der Null mit N, d.h.
N=1{0,1,2,3,...} und mit N, bezeichnen wir die Menge der natiirlichen Zahlen ohne Null,
d.-h.Ny,=1{1,2,3,...}.

Um Aussagen fiir alle natiirlichen Zahlen nachzuweisen, verwenden wir oft das Prinzip der
vollstandigen Induktion:

Definition 2.1.1 (Beweisprinzip der Vollstandigen Induktion). Um zu zeigen, dass eine Aussage
A(n) fiir jede natiirliche Zahl n € N gilt, geniigt es, die folgenden beiden Aussagen zu zeigen:

1. (Induktionsanfang): A(0) gilt.
2. (Induktionsschritt): Fiir eine beliebige Zahl n € N gilt: Wenn A(n) gilt, dann auch A(n + 1).

Wir demonstrieren die vollstandige Induktion:

Beispiel 2.1.2. Fiir alle n € N gilt:

Wir zeigen die Aussage durch Induktion iiber n, d.h. die Aussage A(n) ist Zz = (n—|—21)n

=1
0
« Induktionsanfang: Die zu zeigende Aussage A(0) ist Zz = 0, die direkt nach Definition der
=1
Summe gilt.
e Induktionsschritt: Sei n € N eine beliebige Zahl. Wir diirfen A(n) annehmen und

miissen A(n + 1) zeigen. Angenommen A(n) gilt, d.h. Zz = (n+21)n Wir miis-
i=1

n+1 n
sen Zz = (n+2)n+1) zeigen. Es gilt Zz = <Zz> + n + 1 nach Definiti-
i=1

2 i=1 i=1
. . 1 .
on. Nach Annahme ist letzteres gleich M + n + 1. Durch Ausrechnen erhdlt man
(n+1)n (n+ln+2n+2  (n+2)(n+1)

) 5 , also insgesamt die zu zeigende

+n+1=
Eigenschaft.
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2.1. Natiirliche Zahlen, Alphabete, Worte und Sprachen

Beachte, das Summenzeichen ) | ist auch ein griechisches Sigma ¥. Im folgenden wird das Sym-
bol X jedoch mit einer anderen Bedeutung verwendet:

Definition 2.1.3 (Alphabet, Wort, Konkatenation). Ein Alphabet ist eine endliche nicht-leere
Menge von Zeichen (oder Symbolen). Wir bezeichnen Alphabete oft mit dem Symbol X.

Sei ein Alphabet X gegeben. Ein Wort w iiber Y. ist eine endliche Folge von Zeichen aus Y. Die leere
Folge ist auch ein solches Wort und wird mit ¢ notiert und als leeres Wort bezeichnet. Fiir ein Wort
w = aj - - a, notieren wir mit |{w| = n die Lange des Wortes (wobei || = 0). Sei a € ¥ und w ein
Wort tiber 3. Mit #,(w) € N notieren wir die Anzahl an Vorkommen des Zeichens a im Wort w. Fiir
1 < i < |w| bezeichnen wir mit w[i] das i. Zeichen von Wort w. Mit >* bezeichnen wir die Menge
aller Worter iiber X. Eine formale (rekursive) Definition fiir ©* ist die folgende, wobei 3 die Menge
der Worte der Liinge i iiber dem Alphabet ¥ bezeichnet. Die Definition der Mengen X' ist:

o ¥0:={e}

o Y= {aw|a € X, we X} fiiri > 0.
SchliefSlich definiere 3* := J;ey X und £ := ;e X% Es gilt ¥+ = 2%\ {e}.
Seien u und v Worte iiber ¥, dann bezeichne u o v (alternativ auch nur uv) die Konkatenation von
u und v, d. h. jenes Wort, das entsteht, indem v hinten an u angehdngt wird.

Beispiel 2.1.4. Sei > = {a,b}. Dann ist ¥° = {e}, ©! = %, ¥? = {aa,ab,ba,bb} und ¥* =
{e,a,b,aa,ab, ba, bb, aaa, aab, aba, abb, baa, bab, bba, bbb, aaaa, . ..} und z. B. aabbb € ¥* aber abc ¢
¥*. Fiir u = aab und v = aabbba gilt |u| = 3, |[v| = 6 und w o v = uwv = aabaabbba, sowie z. B.
#o(u) = Lund #q(uwv) = #4(u) + #4(v) =2+ 3 =5.

Satz 2.1.5. Die Struktur (¥*, o) ist ein Monoid, d. h. eine Halbgruppe mit neutralem Element.

Beweis. Die Eigenschaften einer Halbgruppe sind
1. Abgeschlossenheit beziiglich o (d.h. u,v € ¥* = wov € ¥*)und
2. Assoziativitdt von o (d.h. (w0 v) ow = u o (v o w)).

Fiir ein neutrales Element e muss geltenuoe =cou = u.

Fir (1) seiu € Y und v € ¥/, dann ist u o v € £ und daher in u o v € X*. Fiir (2) sei
u=ai---a;,v=>01---bjundw =¢; --- ¢y mit4, j, k € Nund a;, b, ¢; € 3. Dann gilt (vov)ow =
ai---aby---bjcr--- ¢ = uo (vow). Schlieflich gilt w o ¢ = € o u = u, d. h. € ist ein neutrales
Element. O

Wir schreiben w™ fiir das m-malige Konkatenieren von w, d. h. w® = ¢ und w™ = w o w™ ! fiir
m > 0.

Fiir eine endliche Menge M bezeichne |M | die Machtigkeit von M.

Definition 2.1.6. Sei X ein Alphabet und w ein Wort tiber X.. Mit w bezeichnen wir das riickwdirts-
gelesene Wort w, d. h. € = ¢, a = a fiir a € ¥ und aw = wa fiir alle a € X, w € ¥*.

Ein Wort w € X* ist ein Palindrom, falls gilt w = w, d. h. w ist vorwdrts wir riickwdrts gelesen
dasselbe Wort.

Beispiel 2.1.7. Sei w = informatik ein Wort iiber ¥ = {a, ..., z}. Dannist w = kitamrofni und w
ist kein Palindrom. Hingeghen ist w' = reliefpfeiler ein Palindrom, denn w' = reliefpfeiler.
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2. Grundlagen

Beispiel 2.1.8. Fiir alle Worte w und Symbole a gilt wa = aw. Dies ldsst sich mit Induktion tiber
|w| zeigen: Wenn |w| = 0, so gilt w = ¢ und damit wa = a = a = aw. Fiir |w| > 0, sei w = bv fiir ein
Symbol b. Dann gilt bva = vab per Definition, vab = avb per Induktionshypothese und schliefSlich
ath = abv = aw per Definition.

Ubungsaufgabe 2.1.9. Zeige mit Induktion iiber |w|: Fiir alle Worte w gilt w = w.

Definition 2.1.10 (Sprache und Operationen auf Sprachen). Eine (formale) Sprache iiber dem
Alphabet . ist eine Teilmenge von X*. Oft bezeichnen wir Sprachen mit dem Buchstaben L (fiir
Llanguage®). Fiir Sprachen L, L, und L, iiber dem Alphabet . sei

e L1ULy :={w | w € Ly oder w € Ly} (die Vereinigung der Sprachen L, und Ls)
e LiNLy:={w|wé€ Ly und w € Ly} (der Schnitt der Sprachen L, und L)

e L:=%*\ L (das Komplement zu L)

e LijoLy=L1Ly :={uv | u € Ly und v € Ly} (das Produkt von L, und Ls)

Bemerkung 2.1.11. Fiir Mengen kennt man das Kreuzprodukt (oder auch kartesisches Produkt):
Wenn My und M Mengen sind, so ist

M; x My := {(61,62) ’ e1 € Ml,eg S MQ}

Dieses berechnet die Menge aller geordneten Paare (e, e2), wobei ey aus M, und ey aus My stammt.
Auch fiir Sprachen L, Lo konnen wir das Kreuzprodukt verwenden (da Sprachen auch Mengen sind):
Ly x Ly ist die Menge aller Paare (w1, wy) wobei wy ein Wort der Sprache L, und w, ein Wort der
Sprache L ist. Im Unterschied dazu berechnet das Produkt L, Lo keine Paare, sondern konkateniert
die Worte wy und wo direkt zu einem neuen Wort.

Beispiel 2.1.12. Sei ¥ = {a,b}, L = {a' | i € N} und Ly = {b* | i € N}. Dann ist L, U Ly die
Sprache aller Warter, die nur aus a’s oder nur aus b’s bestehen; L1 N Ly = {e}; L, ist die Sprache
der Worte, die mindestens ein b enthalten; L1 Ly = {a’t’ | i,j € N}, LoLy = {b'a’ | i,7 € N} und
LiLi = L.

FirL; = {#,&,{$, O und Ly = {7,8,9,10, J, D, K, A} stellt L, L, eine Reprdsentation der Spiel-
karten eines Skatblatts dar.

Definition 2.1.13. Seien u,v Worter iiber einem Alphabet 3. Man sagt
* w ist ein Prafix von v, wenn es ein Wort w iiber ¥ gibt, sodass uw = v.
* v ist ein Suffix von v, wenn es ein Wort w iiber X gibt, sodass wu = v.

« qy ist ein Teilwort von v, wenn es Worter w1, wo tiber X gibt, sodass wyuws = v.

Beispiel 2.1.14. Sei w = ababbaba. Dann ist das Wort aba ein Prdfix, Suffix und ein Teilwort von
w, wdhrend ababb ein Prdfix (und Teilwort) von w ist, aber kein Suffix von w ist. Das Wort bab ist
Teilwort von w, aber weder ein Prdfix noch ein Suffix von w. Das Wort bbb ist weder Teilwort, noch
Prdifix, noch Suffix von w.

Definition 2.1.15 (Abgeschlossenheit). Eine Klasse L von Sprachen (d. h. eine Menge von Men-
gen) heifst abgeschlossen beziiglich

e Vereinigung g. d. w. aus Ly € L und Ly € L folgt stets (L1 U Lo) € L,
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2.1. Natiirliche Zahlen, Alphabete, Worte und Sprachen

 Schnittbildung g.d. w. aus L, € L und Lo € L folgt stets (L1 N Ly) € L,
« Komplementbildung g. d. w. aus L € L folgt stets L € £ und
e Produktbildung g. d. w. aus L, € L und Ly € L folgt stets (L1L2) € L.

Satz 2.1.16. Sei die Klasse von Sprachen L abgeschlossen beziiglich Komplementbildung. Dann ist
L abgeschlossen beziiglich Schnittbildung genau dann, wenn L abgeschlossen beziiglich Vereinigung
ist.

Beweis. Dies folgt, da sich Vereinigung durch Schnitt und Komplement (bzw. Schnitt durch Ver-
einigung und Komplement) darstellen ldsst:

L1UL2=EQE LlﬁLQZEUE

Durch Venn-Diagramme lassen sich diese Zusammenhinge leicht illustrieren:

(- B - C - | D

Ly LinLy LiNLy
L, LiULy LiUL,

O]

Analog zu X!, ©*, X+ definieren wir die Operationen -/, -*, -+ auch fiir Sprachen. Sei L eine
Sprache. Dann ist:

LY :={e} L*:={J L*
) ) €N )
Li:=LoL~'firi>0 Lt= U L
1€Nso

Die Sprache L* nennt man auch den Kleeneschen Abschluss von L (benannt nach Stephen Cole
Kleene).

Beispiel 2.1.17. Sei L = {ab, ac}. Dann ist L?> = {abab, abac, acab, acac} (alle Worte, die sich aus
2 Worten aus L bilden lassen) und L* = {e} U {axziaxs---az; | i € Nsg,z; € {b,c},j=1,... i}

Beispiel 2.1.18. Die Sprache

({e,1}0{0,...,9) U ({2} 0{0,1,2,3}) 0 {:} 0{0,1,2,3,4,5} 0 {0,...,9}

stellt alle giiltigen Uhrzeiten dar. Die Sprache {0} U ({1,...,9}0{0,...,9}") stellt alle natiirlichen
Zahlen dar.
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2. Grundlagen

2.2. Relationen

Seien R, Ry, R, bindre Relationen auf ¥* (d. h. R, R; C (X* x ¥*)). Fiir Worte « und v schreiben
wir anstelle von (u,v) € R auch uRwv.

Wir definieren die Komposition der Relationen R, und R; als:
RiRy = {(u,w) | esgibtv € ¥* mit (uR;v) und (vRow)}

AufSerdem definieren wir

R = {(w,w)]|w € x*} (die identische Abbildung)
R := RR"'fiiri>0
R = R
neN )
Rt = | R
TLEN>0

Es gilt uR*w g.d.w. v = w oder es gibt vy, ..., v, € ¥* und n > 0 mit uRvy, v1 Rva, . . ., v, Rw.

Definition 2.2.1. Eine bindre Relation R C (X* x ¥*) heifSt
o reflexiv, falls fiir alle w € ¥* gilt : wRw
» transitiv, falls fiir alle u,v,w € X* gilt: Wenn uRv und v Rw, dann auch uRw.
» symmetrisch falls fiir alle u,v € ¥* gilt: Wenn uwRv, dann auch v Ru.

Wenn R reflexiv, transitiv und symmetrisch ist, dann ist R eine Aquivalenzrelation.

Sei R eine Aquivalenzrelation. Fiir ein Wort w € X* bezeichnen wir die Aquivalenzklasse von
w mit [w]gr, welche alle zu w dquivalenten Worte enthdlt: [wlgr = {u € ¥* | uRw}. Um-
gekehrt heifSt w Repréisentant der Aquivalenzklasse [w]gr. Beachte, dass die Aquivalenzklassen
die Grundmenge X¥* in (endlich oder unendlich viele) Aquivalenzklassen disjunkt zerlegt, d. h.
¥* = [wi|g Wwe|gr WUws|r Y. .., wobei U die disjunkte Vereinigung bezeichnﬂ Der Index einer
Aquivalenzrelation R (geschrieben als Index(R)) ist die Anzahl der verschiedenen Aquivalenzklas-
sen, die R hat. Hierbei ist Index(R) € N U {oc}. Wenn Index(R) # oo, dann sagt man R hat einen
endlichen Index.

Beispiel 2.2.2. Sei ¥ = {a, b} und echterPraefix eine bindre Relation auf >*, definiert durch: Fiir
alle u,v € ¥*: uechterPraefixv g. d. w. w ist ein Prdfix von v und |u| < |v|.

Die Relation echterPraefix ist transitiv: Seien w,v,w € X* mit wuechterPraefixv und
v echterPraefix w. Dann gilt v ist Prdfix von v und v ist Prdfix von w und |u| < |v| und |v| < |w|. Dar-
aus folgt auch, dass u ein Prdfix von w ist, und dass |u| < |w| gilt. Somit haben wir u echterPraefix w
gezeigt.

Die Relation echterPraefix ist nicht reflexiv, da z. B. —(e echterPraefix ¢).

Die Relation echterPraefix ist nicht symmetrisch, da z.B. aaechterPraefixaab, aber
—(aab echterPraefix aa).

Die Relation echterPraefix* ist reflexiv, da wechterPraefix’w fiir alle w € ¥*. Die Re-
lation echterPraefix* ist transitiv: Sei wechterPraefix'v und wvechterPraefix’ w, dann gilt
u echterPraefix' ™7 w und daher u echterPraefix* w. Die Relation echterPraefix* ist nicht symmetrisch,

'dh.AuBg.dw.AUB=AUBund ANB = 0.
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2.2. Relationen

da —(a echterPraefix’ ab) fiir alle i € N. Es gilt u echterPraefix*v genau dann, wenn u ein Priifix von
v ist.

Beispiel 2.2.3. Sei > = {a,b} und ugleicherAnfangv g. d. w. w und v beginnen mit dem gleichen
Buchstaben oder sind beide das leere Wort.

gleicherAnfang ist eine Aquivalenzrelation:

» gleicherAnfang ist reflexiv: Wir priifen u gleicherAnfang u fiir alle w € ¥*: Wenn u mit a anfdngt
(d. h. v = av fiir ein v € ¥*) gilt u gleicherAnfang u. Wenn u mit b anfdngt (d. h. u = bv fiir ein
v € X*) gilt u gleicherAnfang u. Auch fiir u = ¢ gilt u gleicherAnfang u.

» gleicherAnfang ist symmetrisch: Offensichtlich folgt aus wgleicherAnfangv auch
v gleicherAnfang u fiir alle u,v € ¥*:

* gleicherAnfang ist transitiv: Sei u gleicherAnfang v und v gleicherAnfangw fiir u,v,w € *.
Dann fangen entweder u, v, w alle mit dem selben Buchstaben an (und u gleicherAnfang w gilt)
oder u = v = w = ¢ und auch dann gilt u gleicherAnfang w.

Der Index von gleicherAnfang ist Indez (gleicherAnfang) = 3, denn es gibt drei disjunkte Aquivalenz-
klassen:

* [agleicherAnfang = {w € ¥* | a gleicherAnfangw} = {au | a € ¥*}
* [b]gleicherAnfang = {w € X* | bgleicherAnfangw} = {bu | b € ¥*}
* [e]gleicherAnfang = {w € X* | e gleicherAnfangw} = {e}

Lemma 2.2.4. R* ist die kleinste reflexive und transitive Relation, die R enthdlt (d. h. R* ist die
reflexiv-transitive Hiille von R).

Beweis. Wir zeigen zunichst, dass R* reflexiv und transitiv ist: R* ist offensichtlich reflexiv, da
R® C R. R* ist transitiv, denn fiir uR*v und vR*w folgt: Es gibt 4, j € N mit uR’v und vRIw.
Daher gilt wR'*/w, was direkt «R*v impliziert, da R**/ C R*.

Wir zeigen nun, dass jede reflexiv-transitive Relation R’, die R enthilt, auch R* enthilt. Ge-
nauer zeigen wir mit Induktion iiber i, dass R* C R’ fiir alle i € N. Die Induktionsbasis ist
R C R, was gilt, da R’ reflexiv ist. Ebenso gilt auch R C R/, da R’ die Relation R enthilt.
Als Induktionsannahme nehmen wir an, dass R C R’ fiir i € N gilt. Sei «R**'v. Dann gibt es
ein w mit wRw und wR'v. Aus der Induktionsannahme und dem Fakt R C R’ folgt auch uR'w
und wR'v. Da R’ transitiv ist, muss auch gelten uR'v. Da dies fiir jedes Paar wR'*'v gilt, folgt
R C R, O

Definition 2.2.5. Seien R und S Aquivalenzrelationen auf ¥*. Dann ist R eine Verfeinerung von
S, wenn fiir alle u,v € ¥* gilt: uRv = uSv (d.h. R C S).

Satz 2.2.6. Sei R eine Verfeinerung von S. Dann gilt Index(R) > Index(S).

Beweis. Sei X* = [uj]g U[ug]g . .. die disjunkte Zerlegung von R in ihre Aquivalenzklassen.
Seien v, w € wu;. Dann gilt vRw und (da R eine Verfeinerung von S ist) auch vSw. D.h. ¥* =
[u1]s U [uz]s U . .. und damit gilt insbesondere, dass S nicht mehr disjunkte Aquivalenzklassen
hat als R. O

Beispiel 2.2.7. Sei ¥ = {a,b}. Die Relationen gleicherAnfang und gleicherAnfangUndEnde seien
definiert durch
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2. Grundlagen

* ugleicherAnfangv g. d. w. v und v beginnen mit dem gleichen Buchstaben oder sind beide das
leere Wort.

» ugleicherAnfangUndEnde v g. d. w. u, gleicherAnfang v, und u und v enden mit dem gleichen
Buchstaben oder sind beide das leere Wort.

Beide Relationen sind Aquivalenzrelationen (fiir gleicherAnfang haben wir dies in Bei-
spiel gezeigt, der Nachweis fiir gleicherAnfangUndEnde funktioniert analog). Die
Relation gleicherAnfangUndEnde ist eine Verfeinerung von gleicherAnfang, denn aus
u gleicherAnfangUndEnde v folgt stets u gleicherAnfang v. In Beispiel [2.2.3 haben wir gezeigt, dass
Index(gleicherAnfang) = 3 gilt. Fiir gleicherAnfangUndEnde gilt Index(gleicherAnfangUndEnde) = 5,
denn gleicherAnfangUndEnde hat folgende disjunkten Aquivalenzklassen:

* [€]gleicherAnfangUndEnde = {€}

* [a]gleicherAnfangUndEnde = {u € X* | u beginnt mit a und endet mit a}
[b]gleicherAnfangUndEnde = {u € X* | u beginnt mit b und endet mit b}

* [ab|gleicherAnfangUndEnde = {u € X* | u beginnt mit a und endet mit b}
[

ba]gleicherAnfangUndEnde = {u € X* | u beginnt mit b und endet mit a}

2.3. Funktionen

Seien D und Z Mengen. Eine Funktion f : D — Z ist eine links-totale und rechtseindeutige
bindre Relation, d.h. f C (D x Z) und sie ordnet jedem Element aus D genau ein Element aus
Z zu (kurzum: Fiir jedes d € D gibt es genau einen Eintrag in (d, f(d)) € f).

Fiir ein Element z € Z, sei f~1(z) := {d € D | f(d) = z} die Menge der Urbilder von z und f.
Eine Funktion f heif$t

« injektiv, falls fiir alle z € Z gilt: | f~!(z)| < 1 (jedes 2z hat hochstens ein Urbild)
« surjektiv, falls fiir alle z € Z gilt: |f~1(2)| > 1 (jedes ~ hat mindestens ein Urbild)
* Dbijektiv, falls fiir alle z € Z gilt: |f~1(2)| = 1 (jedes z hat genau ein Urbild)

Beispiel 2.3.1. Sei D eine Menge von Mdnteln und Z eine Menge von Kleiderhaken. Sei f eine Zu-
ordnung der Mdntel auf die Kleiderhaken, d. h. eine Funktion f : D — Z. Wenn f injektiv ist, hdngt
auf jedem Kleiderhaken hochstens ein Mantel. Wenn f surjektiv ist, hdngt auf jedem Kleiderhaken
mindestens ein Mantel. Wenn f bijektiv ist, hdngt auf jedem Kleiderhaken genau ein Mantel.

2.4. Abzihlbarkeit und Uberabzihlbarkeit

Seien My, My Mengen. Wir nennen M; und M, gleichmdichtig, wenn es eine bijektive Abbildung
f : My — M, gibt. Falls eine Menge M gleichmichtig wie N ist, dann heifst M abzdhlbar
unendlich. Eine Menge M heifSt abzdihlbar, wenn sie endlich oder abzdhlbar unendlich ist.

Lemma 2.4.1. Eine Menge M ist genau dann abzdhlbar, wenn M = () gilt oder es eine surjektive
Abbildung f : N — M gibt.

Beweis. Wenn M = (), dann gilt die Aussage. Sei M # () fiir den Rest des Beweises.

Sei M abzahlbar. Wenn M abzdhlbar unendlich ist, dann gibt es eine Bijektion f : N — M und
die Aussage gilt. Wenn M endlich ist, dann sei M = {ay,...,a,}. Definiere f : N — M als
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2.4. Abzihlbarkeit und Uberabzihlbarkeit

f(x) = a, fir 0 < z < nund f(z) = ag sonst. Dann ist | f~!(x)| > 1 fiir alle z € N und f damit
surjektiv.

Fiir die umgekehrte Richtung sei f : N — M eine surjektive Abbildung. Wenn M endlich ist,
dann ist M abzahlbar. Wenn M nicht endlich ist, dann miissen wir zeigen, dass M gleichmach-
tig zu N ist. Dazu sei g : N — N induktiv definiert durch ¢(0) = O und g(n+ 1) = k, wobei k € N
minimal gewahlt ist, sodass f(k) = f(g(n + 1)) € {f(g(0)),..., f(g(n))}. Eine solche Zahl k
gibt es, da M sonst endlich wire. Die Konstruktion von g sichert zu, dass fiir alle € N gilt:
g(i +1) > g(i).

Wir zeigen, dass h : N — M mit h(z) = f(g(x)) bijektiv ist. Die Konstruktion von g sichert zu,
dass h injektiv ist. Fiir den Beweis der Surjektivitdt von h sei m € M. Dannist |f~!(m)| > 0, da
[ surjektiv ist. Sei n € N daher minimal gewihlt, sodass f(n) = m.Da g(i + 1) > ¢(i) fiir alle
i € N, gibt es nur endlich viele Zahleni € {0,1,...,j} mit g(j) < n.Dahergiltg(j+1) = k > n,
wobei k£ minimal gewihlt ist, so dass f(k) & {f(g(0)),..., f(9(4))}. Da f(n) = m kann k nicht
grofSer als n sein. D.h. g(j + 1) = n und daher |g~!(n)| > 0, was auch zeigt h=1(m) > 0. O

Das letzte Lemma zeigt, dass fiir M # () und M abzdhlbar die Elemente von M stets durchnum-
meriert werden konnen (wobei manche Elemente auch mehrere Nummern erhalten konnen).

Lemma 2.4.2. Seien M, M, abzdihlbar, dann ist auch My x M, abzdhlbar.

Beweis. Wir zeigen zunéachst, dass (N x N) abzahlbar ist. Die folgende Tabelle deutet Cantor’s
Diagonalverfahren an und zeigt, wie die Paare abgezihlt werden:

o 1 2 3
0O |0 1 3 6
1 12 4 7
2 |5 8
3 19

Insbesondere folgt daraus, dass es eine surjektive Funktion # :: N — (N x N) gibtﬂ Nun zeigen
wir das Lemma: Da M; und M- abzahlbar sind, gibt es surjektive Funktionen f; : N — M; fiir
i=1,2.Seig: (NxN) — (M; x M) definiert durch g(i, ) = (f1(2), f2(j)). SchliefSlich definiere
g N — (M; x Ms) als ¢'(i) = g(h(i)). Da g, h surjektiv sind, ist auch ¢’ surjektiv. O

Satz 2.4.3. Zu einem Alphabet ¥ ist ¥.* immer eine abzdhlbar unendliche Menge.

Beweis. Nummeriere die Worte w € ¥* wie folgt
» Nummeriere die Worte der Liange 0
» Nummeriere die Worte der Linge 1
* Nummeriere die Worte der Lange 2
* Nummeriere die Worte der Lange 3

2Eine andere surjektive Funktion ist & : N — (N x N) mit h(0) = (0,0) und h(n) = (i,j) wennn = 2" - (2-j + 1)
und n > 0, da sich jede positive natiirliche Zahl eindeutig als 2* - (2 - j + 1) (mit ¢, ;7 € N) zerlegen lésst.
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Innerhalb einer Lange, nummeriere die Worte anhand ihrer lexikographischen Ordnung. Be-
achte: Diese Nummerierung funktioniert, da es pro fester Linge k£ nur endliche viele Worte
gibt (s* viele, wenn |X| = s) O

Definition 2.4.4 (Potenzmenge P(M)). Sei M eine Menge. Mit P(M ) bezeichnen wir die Potenz-
menge von M, d. h. die Menge aller Teilmengen von M: P(M):={N | N C M}.

Mit P.(M) bezeichnen wir die Menge aller endlichen Teilmengen von M.
Beispiel 2.4.5. Sei X ein Alphabet. Dann ist die Menge aller Sprachen iiber 3 gerade P(¥*).
Satz 2.4.6. Sei M abzdhlbar unendlich. Dann ist P (M) nicht abzdhlbar (sondern uberabzahlbar).

Beweis. Wir fiihren einen Beweis durch Widerspruch. Wir nehmen an, dass M abzahlbar unend-
lich und P(M) abzahlbar ist. Da P(M) nicht endlich sein kann, ist P(1/) ebenfalls abzahlbar
unendlich. Dann gibt es Bijektionen f : N — M und g : N — P(M). Definiere die Diagonal-
menge D := {f(i) | f(i) € g(i),i € N}. Da D Teilmenge von M ist (d.h. D C M), ist D ein
Element der Potenzmenge, d.h. D € P(M) und es gibt n € N mit g(n) = D. Betrachte nun
die Frage, ob f(n) € D liegt: Einsetzen der Mengendefinition fiir D ergibt ,,f(n) € D g.d.w.
f(n) ¢ g(n)“ und Einsetzen von g(n) = D ergibt ,f(n) € D g.d.w. f(n) ¢ D“ was einen
Widerspruch darstellt. D.h. unsere Annahme, dass P (M) abzahlbar ist, war falsch. O

2.5. Asymptotische Notation

Funktionen f : N — N, welche die Komplexitdt von Algorithmen beschreiben, werden meist
mithilfe der asymptotischen Notation angegeben. Wir betrachten hier nur die O-Notation (ge-
sprochen ,,GroR-Oh-Notation®). Diese vernachldssigt konstante Faktoren und gibt eine asym-
ptotische Abschatzung nach oben an. Genauer definiert O(g) eine Klasse von Funktionen:

Definition 2.5.1. Fiir eine Funktion f : N — N gilt f € O(g) g d. w. es gibt Konstanten c,ny > 0,
sodass fiir alle n > ng gilt: f(n) < c-g(n)

Oft schreibt man anstelle von f € O(g) auch f(n) = O(g(n)). Hierbei ist das Gleichheitssymbol
von links nach rechts zu lesen.

Beispiel 2.5.2. Sei f(n) = 3-n? + 6n + 2. Dann gilt f(n) = O(n?), denn fiir c = 11 und ny = 1

gilt3-n? +6n+2 < c-n?fiiralle n > ng (verteile die 11n? auf die einzelnen Summanden:
3n? < 3n2,6n < 6n2,2 < 2n? fiirallen > 1).
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Formale Sprachen und
Automatentheorie
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3. Chomsky-Grammatiken und die
Chomsky-Hierarchie

Sei ¥ ein Alphabet. Eine Sprache iiber X ist eine beliebige Teilmenge von X*. Z. B. konnten wir
fur¥ = {(,),+, —, *, /,a} die Sprache L4, g, definieren, welche als Worte die korrekt geklam-
merten arithmetischen Ausdriicke iiber 3 enthalte. Dann gilt z. B. ((a +a) —a) *a € L4, g, aber
(a—) + a) & L a,p,- Fiir die Definition von L 4, g, benttigen wir jedoch einen Formalismus, der
es erlaubt, die Sprache mit einer endlichen Beschreibung genau festzulegen. Dies muss moglich
sein, obwohl die Sprache selbst aus unendlichen vielen Objekten besteht! Die zwei wesentli-
chen Formalismen hierfiir sind die Grammatiken und die Automaten.

Ein Beispiel fiir eine Grammatik, die einen gewissen (sehr kleinen) Teil der deutschen Gram-
matik approximiert, ist:

<Satz> — <Subjekt><Pradikat><Objekt> <Adjektiv> — kleine
<Subjekt> — <Artikel><Attribut><Nomen> <Adjektiv> — grofSe
<Objekt> — <Artikel><Attribut><Nomen> <Adjektiv> — nette
<Artikel> — ¢ <Adjektiv> — blaue
<Artikel> — der <Nomen> — Mann
<Artikel> — das <Nomen> — Auto
<Attribut> — <Adjektiv> <Pradikat> — fahrt
<Attribut> — <Adjektiv><Attribut> <Pradikat> — liebt

Bei dieser Menge von Regeln, die jeweils von der Form ,linke Seite“ — ,rechte Seite sind, sind
die Symbole in spitzen Klammern wie z.B. <Artikel> Variablen, d.h. sie sind nur Platzhalter
und miissen weiter ersetzt werden. Durch die Grammatik kann z. B. der Satz ,der kleine nette
Mann fahrt das grofSe blaue Auto” abgeleitet werden. D. h. dieser Satz wire Teil der durch die
Grammatik definierten Sprache. Eine Ableitung korrespondiert zum sogenannten Syntaxbaum:
Dieser stellt dar, wie der Satz aus den Variablen entsteht. Elternknoten sind jeweils mit der
linken Seite einer Regel beschriftet und Kindknoten sind die Objekte auf der rechten Seite der
Regel:

<Satz >
l

<Subjekt> <Prédikat> <Objekt>
<Artikel> <Attribut> <Nomen> fahrt <Artikel> <Attribut> <Nomen>
l VAN | l 7N l
der <Adjektiv> <Attribut> Mann das <Adjektiv> <Attribut>  Auto

| l l l

kleine  <Adjektiv> grofe  <Adjektiv>
l l

nette blaue
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Diese Grammatik kann bereits unendlich viele Worter erzeugen, denn z. B. sind alle Sitze der
Form ,der kleine Mann liebt das grofRe grofRe grofie ...Auto” damit erzeugbar.

3.1. Grammatiken

Grammatiken sind endliche Mengen von Regeln der Form
,linke Seite“ — ,rechte Seite®.

Wir unterscheiden wir zwischen Variablen und Terminalsymbolen (iiblicherweise sind dies die
Zeichen aus einem Alphabet ¥). Linke und rechte Seite der Regeln sind Folgen bestehend aus
Variablen und Terminalen. In obigem Beispiel waren die linken Seiten der Regeln jeweils genau
eine Variable, was einen Spezialfall darstellt (es handelt sich um eine sogenannte kontextfreie
Grammatik).

Grammatiken werden benutzt, um aus einer ausgezeichneten Variablen (dem sogenannten
Startsymbol) ein Wort tiber X abzuleiten. Ableiten meint hierbei mehrfaches (endliches) Aus-
fiihren von Ableitungsschritten, wobei ein Ableitungsschritt ein Vorkommen einer linken Seite
(d. h. ein Teilwort, welches der linken Seite einer Regel entspricht) durch die rechte Seite der
entsprechenden Regel ersetzt.

Die Menge aller Worte iiber ¥, die vom Startsymbol aus abgeleitet werden konnen, definiert die
von der Grammatik erzeugte Sprache.

Definition 3.1.1 (Grammatik, Satzform, Ableitung, erzeugte Sprache). Eine Grammatik ist ein
4-Tupel G = (V, X, P, S) wobei
» Visteine endliche Menge von Variablen (auch Nichtterminale oder Nichtterminalsymbole).
» X ist ein Alphabet von Zeichen (auch Terminale oder Terminalsymbole).
* V' N Y = ( (ein Symbol kann nicht zugleich Variable als auch Zeichen sein).

» P ist eine endliche Menge von Produktionen (auch Regeln genannt), wobei Elemente von P
von der Form ¢ — r sind, mit ¢ € (VUX)" undr € (VUX)* (d. h. wir konnen auch schreiben:
PC (VUX)t x (VUX)* wenn wir Regeln ¢ — r als Paare (¢, r) auffassen).

» S € Vist das Startsymbol (manchmal auch Startvariable genannt).

Manchmal notieren wir nur die Produktionen P anstelle des gesamten 4-Tupels, wenn klar ist, was
Terminale und was Variablen sind und das Startsymbol offensichtlich ist.

Ein Wort uw € (VUX)* nennt man auch eine Satzform. Seien u, v Satzformen. Wir definieren u =g v
(u geht unter Grammatik G unmittelbar in v iiber), falls es Satzformen w1, w- gibt, sodass

o u = wifws
® V=wirwy
e ¢ — rist eine Produktion aus P (d. h. (¢ — r) € P).

Falls klar ist, welche Grammatik G behandelt wird, schreiben wir u = v anstelle von v =g v. Mit
=7, bezeichnen wir die reflexiv-transitive Hiille von = (d. h. =, entspricht dem 0- oder mehrfa-
chen Anwenden von =¢).

Die von der Grammatik G erzeugte Sprache L(G) ist

L(G):={we X" |S=¢w}
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Eine Folge (wg, w1, . ..,wy,) mit wg = S, w, € ¥* und w;—1 = w; fiiri = 1,...,n heifst Ableitung
von wy,. Statt (wg, ws, . ..,wy,) schreiben wir auch wy = w1 = ... = wy,.

Beispiel 3.1.2. Sei G = ({E, M, Z},{+,%,1,2,(,)}, P, E) mit

P={FE— M,
E—-FE+ M,
M— Z,
M— M x Z,
Z — 1,

Z — 2,
Z — (E)}

Dann ist L(G), die Sprache der korrekt geklammerten arithmetischen Ausdriicke mit + und x und
den Zahlen 1und 2. Z.B. (2 + 1) % (2+ 2) € L(G), denn:

E=M=Mx*xZ=7ZxZ=ZxFE)=ZxFE+M)= (E)x(E+M)= (E)x(E+Z2)=
(E+M)x(E+Z)=M+M)x(E+Z)=M+M)x(M+2Z)=M+M)x(Z+Z) =
M+M)x(Z+2)=M+2)*x(Z+2)=(M+2)x2+2)=(Z+2)x(2+2)=
2+2)x(2+2)=2+1)*(2+2)

Hierbei ist die ersetzte Variable jeweils grau hinterlegt.

Beachte, dass dies nicht die einzig mogliche Ableitung fiir (2 + 1) % (2 + 2) ist. Eine sogenannte
Linksableitung, in der immer die linkeste Variable ersetzt wird, ist:

E=M=MxZ=2Z+«xZ=(E)xZ=(E+M)xZ=>(M+M)xZ=(Z+M)xZ=
R+M)+xZ=>2+Z)xZ=>2+1)xZ=02+1)*x(E)=2+1)*x(E+M)=
C+D)«s(M+M)=2+)*x(Z+M)=2+1)«x2+M)=2+1)*x2+2) =
(241)%(2+2)

Der Syntaxbaum dazu ist:

T

(
!

7

E\»)
\

+ M

!
Z
!
2

////

_e N e

e N 2 \
\

Das letzte Beispiel zeigt bereits, dass Ableiten kein deterministisches Verfahren ist, sondern es
mehrere Moglichkeiten gibt. Es kann fiir eine Satzform w mehrere Ableitungsschritte w = wj
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(fiir verschiedene w1, ws, . ..) geben: Zum einen dadurch, dass verschiedene Produktionen auf
ein Teilwort von w anwendbar sind, aber auch zum anderen dadurch, dass ein und dieselbe
Produktion auf verschiedene Teilworte von w anwendbar sind. Beachte, dass es jedoch in jedem
Schritt nur endliche viele verschiedene Moglichkeiten gibt (da die Satzformen endlich lang sind
und die Menge der Produktionen endlich ist). Beachte ferner, dass man u.U. jedoch unendliche
viele Ableitungsschritte hintereinander ausfiihren kann, und dass es auch Satzformen geben
kann, die noch keine Worter aus Terminalsymbolen sind, aber kein Ableitungsschritt mehr an-
wendbar ist. In beiden Féllen entsteht daraus kein Wort der durch die Grammatik erzeugten
Sprache.

Beispiel 3.1.3. Sei G = ({S},{a},{S — aS},S). Dann gilt L(G) = {), denn es lassen sich keine
Worte aus {a}* ableiten: Die einzig maogliche Folge von Ableitungsschritten ist S = aS = aaS =
..., die jedoch nie endet. Im Vergleich dazu gilt fiir G' = ({S'}, {a, b},{S" — aS’, 5" — b}, 5’), dass
L(G") = {a"b|n € N}.

Beispiel 3.1.4. Als weiteres Beispiel betrachte die Grammatik G = ({S, B,C},{a,b,c}, P, S) mit

P={S—aSBC, S— aBC, CB — BC, aB — ab, bB — bb, bC — bc, cC — cc}

(die z. B. in (Sch08, S.7) zu finden ist). Es gilt a*b*c* € L(G), denn

S = aSBC = aaSBCBC = aaSBCBCBC = «awawaBCBCBCBC =
aaaabCBCBCBC = aaaabBCCBCBC = aaaabbCCBCBC = aaaabbCBCCBC =
aaaabbBCCCBC = aaaabbBCCBCC = aaaabbBCBCCC = aaaabbBBCCCC =
aaaabbbBCCCC = aaaabbbbCCCC = aaaabbbbcCCC = aaaabbbbccCC = aaaabbbbcccC =

aaaabbbbecece.

Ein Beispiel fiir eine , steckengebliebene Folge von Ableitungsschritten” ist
S = aSBC = aaBCBC = aabCBC = aabcBC,

denn auf die letzte Satzform aabcBC' ist keine Produktion mehr anwendbar (es gibt kein Teilwort

von aabcBC, das linke Seite einer Produktion ist).

Genauer gilt L(G) = {a"b"c" | n € N5}, was wir nun beweisen (x): Wir miissen zwei Richtungen

zeigen

o Teil 1: Zeige a™b™c™ € L(G) fiir allen € N<y: Wende n—1 mal die Regel S — a.SBC und dann

einmal die Regel S — aBC an. Das ergibt S =* a"(BC)". Nun wende die Regel CB — BC
solange an, bis es kein Teilwort C' B mehr gibt. Danach miissen alle Vorkommen von C rechts
der Vorkommen von B stehen, daher gilt o (BC)"™ =* a" B"C". Wende Regel aB — ab und
anschliefSend n — 1 mal bB — bb an. Das ergibt " B"C" =* a"b"C". SchliefSlich wende
einmal bC' — bc und anschliefSend n — 1 mal ¢cC — cc an, sodass a"b"C™ =* a"b"c".
Zusammensetzen aller Ableitungsschritte zeigt S =* a™b"c".

o Teil 2: Zeige, dass alle von G erzeugten Worte von der Form a™b™c"™ sind. Betrachte die Pro-
duktionen und verifiziere:

— fiir jede Satzform w mit S =" w gilt: #4(w) = #(w) + #(w) = #(w) + #c (W)

- a’s werden ganz links erzeugt, d. h. jede Satzform w mit S =* w ist von der Form a"w’
wobei in #,(w') + #p(w') = #c(w') + #c (W) =n.
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- Sei S =* a"w mit w € {b,c}*. Dann muss das erste Zeichen von w ein b sein (denn
ein auf a folgendes Zeichen kann nur durch aB — ab erzeugt werden, und die Regeln
vertauschen keine Terminalsymbole). Ebenso kann das linkeste ¢ nur durch die Regel
bC — be erzeugt sein. Alle andere Terminale b und ¢ konnen nur durch bB — bb und
bC — be und cC' — cc erzeugt werden und danach auch nicht mehr vertauscht werden
(es gibt dafiir keine Produktion). Dieses Erzeugen erlaubt aber keine Wechsel mehr von ¢
zu b, daher muss w von der Form bic’ sein. Da jedoch wie vorher argumentiert #,(w) =
#p(w) = #.(w) gilt muss gelten a"w = a"b"c".

Beispiel 3.1.5. Als weiteres Beispiel betrachte die Grammatik G = ({S,T, A, B, $},{a,b}, P,S)
mit

P={S—$T$, T —aAT, T —bBT, T — ¢, $a — a$, $b — b3,
Aa — aA, Ab— bA, Ba — aB, Bb— bB, A$ — $a, B$ — $b, $$ — ¢}

Z.B. erzeugt G das Wort aabaab:

S = $7T$ = $aATS$S = $a4aAT$ = $aAaAbBTS = $aAaAbBS = $aaAAbBS =
$aa AbABS$ = $aabAABS$ = $aabAA$b = $aabA$ab = $aabSaad = a$ab$aab = aa$b$aad =
aab$$aab = aabaab

Wir begriinden, dass L(G) = {ww | w € {a, b}*} gilt (x). Die Regel S — $T'$ erzeugt zundichst eine
Umrahmung mit $$. AnschliefSend erzeugen die drei Regeln T — a AT, T — bBT und T' — ¢ ein
Wort aus welches aus Blocken a A und bB besteht (und mit je einem $ links und rechts umrahmt ist).
Streichen von A und B und $ stellt dann schon ein Wort w € {a, b}* dar und die Kopie davon findet
man durch Streichen von $, a und b und anschliefSendem Ersetzen von A durch a und B durch b. Die
Erzeugung muss die Kopie aus A und B nun rechts vom Wort aus a und b platzieren. Dies geschieht
dadurch das zundchst mit den Regeln Aa — aA, Ab — bA, Ba — aB, Bb — bB die A’s und B’s bis
vor das rechte $ geschoben werden. Dann werden mit A$ — $a und B$ — $b die A’s und B’sin a’s
und b’s verwandelt, wobei sie dabei iiber rechte $ hiipfen, und dadurch quasi getrennt aufbewahrt
werden. Mit den Regeln $a — a$, $b — b$ und $% — ¢ wird das linke $-Symbol zum rechten hin
geschoben und schliefSlich werden beide $ eliminiert. Bei allen Schritten wird die relative Lage aller
a und b sowie aller A und B nicht gedndert.

3.2. Die Chomsky-Hierarchie

Von Noam Chomsky wurde die folgende Einteilung der Grammatiken in Typen 0 bis 3 vorge-
nommen:

Definition 3.2.1 (Chomsky-Hierarchie). Es gilt die folgende Einteilung von Grammatiken (siehe
Definition in Typen O bis 3:

e Typ 0: Jede Grammatik ist automatisch vom Typ O.

e Typ 1: Eine Grammatik G = (V, X, P, S) ist vom Typ 1 und wird kontextsensitiv genannt,
wenn fiir alle Produktionen ({ — r) € P gilt: |¢| < |r|.

e Typ 2: Eine Typ 1-Grammatik G = (V, X, P, S) ist vom Typ 2 und wird kontextfrei genannt,
wenn fiir alle Produktionen (¢ — r) € P gilt: ¢ = A € V, d. h. die linken Seiten der Produk-
tionen bestehen aus genau einer Variablen.
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e Typ 3: Eine Typ 2-Grammatik G = (V,X, P, S) ist vom Typ 3 und wird reguléar genannt,
wenn fiir alle Produktionen (A — r) € P gilt: r ist von der Form a oder von der Form a A’ mit
a € 3¥,A" € V, d.h. die rechten Seiten sind Worte aus (¥ U (XV')) und bestehen daher aus
einem Terminalsymbol, welchem optional eine Variable folgt.

Fiiri = 0, 1,2, 3 nennt man eine formale Sprache L. C ¥* vom Typ 1, falls es eine Typ i-Grammatik
G gibt, sodass L(G) = L gilt. Spricht man von dem Typ einer formalen Sprache, so ist stets der
grofStmogliche Typ gemeint.

Bemerkung 3.2.2. Die Definition erlaubt Aussagen der Form:

Typ i + k-Sprachen sind eine Teilmenge der Typ i-Sprachen, da jede Typ i + k-Grammatik auch
eine Typ i-Grammatik ist.

Die Namen kontextfrei und kontextsensitiv riithren daher, dass bei kontextfreien Grammatiken
ein Vorkommen einer Variablen A immer (ohne Beschriankung) durch r ersetzt werden kann,
wenn es eine Produktion A — r gibt. Bei kontextsensitiven Grammatiken konnen die Pro-
duktionen diese Ersetzung auf einen bestimmten Kontext einschranken: Z. B. kann durch die
Produktion uAv — wrv zugesichert werden, dass A nur dann durch r ersetzt wird, wenn es
umrahmt von u und v vorkommt (diese Umrahmung ist der ,,Kontext®).

Beispiel 3.2.3. Die Grammatik aus Beispiel[3.1.2]ist kontextfrei (vom Typ 2), wihrend die Gramma-
tik aus Beispiel [3.1.4) kontextsensitiv (vom Typ 1) ist. Die Grammatiken G und G' aus Beispiel
sind reguldr (vom Typ 3). Die Grammatik aus Beispiel[3.1.5]ist vom Typ O.

Der Unterschied zwischen Typ 0- und Typ 1-Grammatiken besteht darin, dass Typ 1-
Grammatiken keine verkiirzenden Regeln erlauben, d.h. bei Ableitungen mit Typ 1-
Grammatiken wichst die Lange des erzeugten Wortes monoton, wiahrend dies bei Typ-0-
Grammatiken nicht der Fall ist. Grafisch kann die mogliche Ableitung eines Worts der Linge n
daher je nach Typ der Grammatik wie in Abb. [3.1]veranschaulicht werden (vergl. (Sch08, S.10)).

3
3

Wortlange
Wortldnge

Ableitungsschritte Ableitungsschritte

Abbildung 3.1.: Illustrationen zur Ableitung eines Wortes der Lénge n mit einer Typ 1-Grammatik
(links) und einer Typ 0-Grammatik (rechts)
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3. Chomsky-Grammatiken und die Chomsky-Hierarchie

3.2.1. Erzeugung des leeren Worts und c-Produktionen

Grammatiken des Typs 1,2,3 erlauben nach unser bisherigen Definition nicht die Ableitung des
leeren Wortes. Um dies jedoch zu ermoglichen, erlauben wir folgende Sonderregel:

Definition 3.2.4 (c-Regel fiir Typ 1,2,3-Grammatiken). Eine Grammatik G = (V,%, P, S) vom
Typ 1, 2 oder 3 darf eine Produktion (S — ¢) € P enthalten, vorausgesetzt, dass keine rechte Seite
einer Produktion in P, die Variable S enthilt.

Die Einschrankung, dass S nicht in rechten Seiten von Produktionen vorkommen darf, ist keine
echte Beschriankung, wie die folgende Aussage zeigt:

Satz 3.2.5. Sei G = (V,X, P, S) eine Grammatik vom Typ i (i € {1,2,3}) mit e ¢ L(G). Sei
G = (VW{S'},x, P, S") wobei P’ aus P entsteht, indem die Produktion S’ — ¢ hinzugefiigt wird
und alle Produktionen fiir S fiir das neue Startsymbol S’ kopiert werden, d. h.

P :=PU{S —r|(S—r)ePuUu{s —¢e}.

Dann ist G’ vom Typ i (mit der s-Regel gemdfs Definition und L(G') = L(G) U {&}.

(%) Beweis. Da S’ neuist, kommt S’ auf keiner rechten Seite vor. Alle Produktionen aus G’ erfiil-
len die Anforderungen an eine Typ ¢ Grammatik, da die Regeln aus G diese erfiillen. Da S’ = ¢,
gilt e € L(G'). Fir alle Ableitungen S =, w gibt es auch eine Ableitung 5’ =¢, w (verwende
nur im ersten Ableitungsschritt die kopierte Produktion S’ — r anstelle der Produktion S — r).
Ebenso gibt es fiir alle Ableitungen S’ =7, w # ¢ eine Ableitung S = w (verwende statt der
Kopie S” — r stets die urspriingliche Regel S — 7). O

In Typ 2- und Typ 3-Grammatiken kann man generell Produktionen der Form A — ¢ zulas-
sen, da diese dort entfernt werden konnen, ohne die Sprache (bis auf Enthaltensein des leeren
Worts) oder den Typ der Grammatik zu dndern. Dies behandeln wir nun:

Definition 3.2.6 (¢-Produktionen in kontextfreien und reguldren Grammatiken). In Gram-
matiken des Typs 2 und des Typs 3 erlauben wir Produktionen der Form A — & (sogenannte e-
Produktionen).

Satz 3.2.7 (Entfernen von e-Produktionen in kontextfreien Grammatiken). Sei G = (V, X, P, S)
eine kontextfreie (bzw. reguldre) Grammatik mit ¢ ¢ L(G). Dann gibt es eine kontextfreie (bzw.
reguldre) Grammatik G’ mit L(G) = L(G’) und G’ enthiilt keine =-Produktionen.

(%) Beweis. Die Konstruktion der Grammatik G’ geschieht durch Algorithmus

Die letzte Wiederhole-Schleife ist der interessante Teil des Algorithmus. Hier wird die Regelan-
wendung A — ¢ sozusagen vorweggenommen und direkt in die Grammatik eingebaut. Zusam-
men mit den Schritten zuvor verdandert dies die erzeugte Sprache nicht. SchliefSlich ist noch
zu beobachten, dass im Fall einer regularen Grammatik, die hinzugefiigten Produktionen im-
mer von der Form A’ — a sein miissen und daher dem Format der regularen Grammatiken
entsprechen. D. h. G’ ist in diesem Fall ebenfalls regular. O
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Algorithmus 1 : (x) Entfernen von e-Produktionen
Eingabe : Typ i-Grammatik G = (V, X, P, S) mite ¢ L(G), i € {2,3}
Ausgabe : Typ i-Grammatik G’ ohne ¢-Produktionen, sodass L(G) = L(G’)
Beginn
finde die Menge W C V aller Variablen A fiir die gilt A =* &:
Beginn
W:={A|(A—c¢) € P}
wiederhole
fiige alle solchen A zu W hinzu, fiir die es eine Produktion A — A;... A4,
gibt, sodass fiirallei = 1,...,n: A; € W;
bis sich W nicht mehr dndert;
Ende
P .=P\{A—¢c|(A—¢) e P} /*16sche Regeln A — ¢ */
wiederhole
fiir alle Produktionen der Form A" — uwAv in P’ mit |uv| > 0und A € W tue
fiige die Produktion A’ — wv zu P’ hinzu,
/* fiir eine Produktion A" — ' Av’ Aw’ gibt es (mindestens) zwei Hinzufiigungen: Sowohl fiir

das Vorkommen von A nach v als auch fiir das Vorkommen direkt vor w’ */
Ende
bis sich P’ nicht mehr dndert;
Gebe G' = (V, X, P, S) als Ergebnisgrammatik aus;
Ende

Beispiel 3.2.8 ((x) Entfernen von e-Produktionen). Wir entfernen die e-Produktionen der Gram-
matik G = ({A,B,C, D, S},{0,1}, P, S) mit

P={S—1A, A—- AB, A—- DA, A—¢, B—0, B—1, C - AAA, D — 1AC}.

Die Menge der Variablen, die  herleiten, ist W = {A,C} (zundchst wird A eingefiigt, da es die
Produktion A — ¢ gibt, danach wird C eingefiigt, da C — AAA). Loschen der Produktion A — ¢
ergibt P/ = {S — 1A,A - AB,A — DA,B — 0,B — 1,C — AAA, D — 1AC}. Hinzufiigen
der Regeln (Loschen von Vorkommen von A, C) ergibt

P ={S—1A, S—1, A-AB, A—-B, A~ DA, A—-D, B—0, B—1,
C— AAA, C— AA, C - A, D—1AC, D— 1A, D —1C, D — 1}.

Daherist G' = ({A, B,C, D, S},{0,1}, P', S).

3.2.2. Beziehungen zwischen den Typ i-Sprachen

Offensichtlich gilt: Typ 3-Sprachen C Typ 2-Sprachen C Typ 1-Sprachen C Typ 0-Sprachen.
Wie wir in spateren Kapiteln sehen (und beweisen) werden, sind alle diese Teilmengenbezie-
hungen echt, d. h. es gilt:

Typ 3-Sprachen C Typ 2-Sprachen C Typ 1-Sprachen C Typ 0-Sprachen.

Trennende Beispiele sind: Die Sprache L = {a"0" | n € N5} ist von Typ 2, aber nicht von Typ
3, die Sprache L = {a"b"c" | n € N5} ist von Typ 1, aber nicht von Typ 2. SchliefSlich ist die
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Sprache H = {w+#x | Turingmaschine M,, halt fiir Eingabe x} (das sogenannte Halteproblem)
eine Typ 0- aber keine Typ 1-Sprache.

Eine Sprache heifst entscheidbar, wenn es einen Algorithmus gibt, der bei Eingabe der Gramma-
tik G und einem Wort w in endlicher Zeit feststellen kann, ob w € L(G) gilt oder nicht. Die Typ
1-, 2- und 3-Sprachen sind entscheidbar, wiahrend es Typ 0-Sprachen gibt, die nicht entscheid-
bar sind (fiir obige Sprache H trifft dies zu). Typ 0-Sprachen sind jedoch rekursiv-aufzahlbar
(oder semi-entscheidbar), d. h. es gibt einen Algorithmus, der bei Eingabe der Grammatik G
und einem Wort w € G in endlicher Zeit feststellt, dass w € L(G) gilt und bei einem Wort
w ¢ G entweder feststellt, dass w ¢ L(G) gilt, oder nicht-terminiert.

Die Menge der Typ 0-Grammatiken ist abzéahlbar, da jede Grammatik eine endliche Beschrei-
bung hat und die Grammatiken daher der Grofse nach aufgezahlt werden konnen. Hingegen ist
die Menge aller Sprachen iiberabzdhlbar und hat dieselbe Kardinalitdt wie die reellen Zahlen.

Daher ergibt sich folgendes Bild:

e A

alle Sprachen

7

rekursiv aufzahlbar (Typ 0) |

7

entscheidbare Sprachen

[ Kkontextsensitiv (Typ 1) |
kontextfrei (Typ 2)

[ reguldr (Typ 3)

\. J

J

Fiir die praktische Verwendung in der Informatik sind insbesondere die Typ 3- und Typ 2-
Sprachen im Rahmen der lexikalischen und der syntaktischen Analyse im Compilerbau von
Interesse und daher sehr gut untersucht. Z. B. gibt es zwischen Typ 3- und Typ 2-Sprachen
noch weitere Unterteilungen (z. B. lineare kontextfreie Sprachen, deterministisch kontextfreie
Sprache, etc.). Viele (auch praktische) Fragestellungen sind jedoch eher kontextsensitiv oder
sogar vom Typ 0. Wegen der schwierigeren Handhabung solcher Sprachen, versucht man oft
Probleme als kontextfreie Sprachen zuziiglich einiger Nebenbedingungen zu formulieren und
zu behandeln. Z. B. sind die meisten Programmiersprachen nicht kontextfrei (denn Bedingun-
gen wie Deklaration der verwendeten Variablen, korrekte Typisierung von Ausdriicken, u. s. w.
sind nicht mit einer kontextfreien Sprache darstellbar). Dennoch wird die Syntax von Program-
miersprachen oft durch kontextfreie Grammatiken beschrieben und zuséatzliche Nebenbedin-
gungen (wie korrekte Typisierung) dariiber hinaus festgelegt.

3.3. Das Wortproblem

Sei S = wy = ... = w,, eine Ableitung des Wortes w,,, der Lange n in einer kontextsensitiven
Grammatik. Da |¢| < |r| fiir alle Produktionen ¢ — r einer kontextsensitiven Grammatik gilt,
wissen wir, dass alle Satzformen w; hochstens die Lange n haben . Da es nur endliche viele Satz-
formen der Lange < n tiber (X U V)* gibt, kann man erahnen, dass man durch systematisches
Durchprobieren all dieser Satzformen, entscheiden kann, welche Worter w,,, € * der Lange
< nvon einer Grammatik erzeugt werden und welche nicht.
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Definition 3.3.1 (Wortproblem fiir Typ i-Sprachen). Das Wortproblem fiir Typ i-Sprachen ist die
Frage, ob fiir eine gegebene Typ i-Grammatik G = (V, 3, P, S) und ein Wort w € ¥* gilt: w € L(G)
oder w ¢ L(G).

Satz 3.3.2. Das Wortproblem fiir Typ 1-Sprachen ist entscheidbar, d. h. es gibt einen Algorithmus,
der bei Eingabe von Typ 1-Grammatik G und Wort w nach endlicher Zeit entscheidet, ob w € L(G)
oder w ¢ L(G) gilt.

(*)Beweis. Sei G = (V, X, P, S) eine Typ 1-Grammatik und w € ¥*. Fiir m,n € N sei
L ={we (VUL)*||lw <nund S =% w,k < m},

d.h. L enthalt alle Satzformen der Lange hochstens n, die in hochstens m Schritten vom Start-
symbol aus ableitbar sind.

Die Mengen L7, (fiir n > 0) lassen sich rekursiv wie folgt berechnen:

Ly = {S}
Ly = nest(L]_;,n)flirm>0

wobei next(L,n) ;== LU{w' |w € L,w =g v/, |w'| <n}

Beachte, dass diese Berechnung fiir eine Typ 0-Grammatik falsch wire, da dort zwischendrin
auch Worter der Lange > n entstehen diirfen, die im Anschluss daran wieder gekiirzt werden.
Ferner ist klar, dass die Berechnung von L, fiir gegebenes m und n terminiert.

Die Méchtigkeit der Mengen L7, sind durch die | U V|**! beschrankt (mehr Satzformen der
Liange < n gibt es nicht). Fiir den Ubergangvon L? , zu LI gilt L? | = L? oder L? ; C L?.Ferner
gilt: Falls L} | = L} dann L} | = L}, fiir alle £ € N. Aus den vorherigen Aussagen folgt, dass
es irgendein mg geben muss, fiir das Ly, = L7, ., fiir alle k € N gilt. Nach Berechnung dieser
Menge L, reicht es daher zu priifen, ob w € L}, gilt oder nicht.

Daher entscheidet Algorithmus|2|das Wortproblem fiir Typ 1-Grammatiken. O

Algorithmus 2 : (x) Entscheiden des Wortproblems fiir Typ 1-Grammatiken
Eingabe : Typ 1-Grammatik G = (V, %, P, S) und ein Wort w € ¥*
Ausgabe : Ja, wenn w € L(G) und Nein, wenn w ¢ L(G)
Beginn

n = |wl;

L:={S}

wiederhole

Log == L;
L := next(Lgg,n);
bis (w € L) oder (Lyq = L);
wenn w € L dann
| return Ja;
sonst
| return Nein;
Ende
Ende
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Korollar 3.3.3. Das Wortproblem fiir Typ 2-Sprachen und das Wortproblem fiir Typ 3-Sprachen
sind jeweils entscheidbar.

Beispiel 3.3.4 (x). Als Beispiel betrachte die Grammatik G = ({S,B},{a,b,c}, P,S) mit P =
{S — aSBc, S — abc,cB — Bc,bB — bb}. Wir berechnen LS, fiir alle m:

Li={S}

= {S,aSBc,abc, aabcBce, aabBce, aabbec}
L8 =next(LS) = L§ U {aSBc, abc, aabcBe, aabBee, aabbee}
= {S,aSBc, abc,aabcBc, aabBee, aabbec}

Da L3 = LS, gilt LS, = {S, aSBc, abc, aabcBe, aabBec, aabbec} fiir alle m > 4. Das einzige von G
erzeugte Wort der Liinge 6 ist daher aabbcc.

3.4. Weitere Probleme fiir Formale Sprachen

Neben dem Wort-Problem existieren andere Fragestellungen fiir formale Sprachen, die wir in
den folgenden Definitionen spezifizieren.

Definition 3.4.1. Das Leerheitsproblem fiir Sprachen vom Typ i ist die Frage, ob fiir eine Typ i-
Grammatik G, die Gleichheit L(G) = 0 gilt.

Definition 3.4.2. Das Endlichkeitsproblem fiir Sprachen vom Typ i ist die Frage, ob fiir eine Typ
i-Grammatik G die Ungleichheit |L| < oo gilt.

Definition 3.4.3. Das Schnittproblem fiir Sprachen vom Typ i ist die Frage, ob fiir Typ i-
Grammatiken G1, G gilt: L(G1) N L(G3) = 0.

Definition 3.4.4. Das Aquivalenzproblem fiir Sprachen vom Typ i ist, die Frage, ob Typ i-
Grammatiken G, Gs gilt: L(G1) = L(G2).

Die Entscheidbarkeit dieser Probleme werden wir in spateren Kapitel fiir die unterschiedlichen
Typen von Sprachen betrachten.

3.5. Syntaxbaume

Wir haben Syntaxbdume bereits verwendet und definieren diese nun formal:

Definition 3.5.1. Sei G = (V, %, P, S) eine Typ 2-Grammatik und S = wy = ... = w, eine
Ableitung von w,, € ¥*. Der Syntaxbaum zur Ableitung wird wie folgt erstellt:

o Die Wurzel des Baums ist mit S markiert.
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3.5. Syntaxbdume

o Wenn w; = w;11 und w; = uAv und w;11 = urv (die angewandte Produktion ist A — 1),
dann erzeuge im Syntaxbaum |r| viele Knoten als Kinder des mit A markierten Knotens (an
der passenden Stelle im Syntaxbaum). Markiere die Kinder mit den Symbolen aus r (in der
Reihenfolge von links nach rechts).

Die Blitter sind daher genau mit dem Wort w,, markiert.

Beachte, dass fiir Typ-3-Grammatiken, Syntaxbdume immer eine listenartige Struktur folgen-
der Form haben

S
N
ai Ay
I
a2 As
[N
as Ag‘
| .
a4 Apq
L
G n
|
Ap+1

Beispiel 3.5.2. Wir betrachten erneut die Grammatik G = ({E, M, Z},{+,*,1,2,(,)}, P, E) mit
P={F—-M, E-E+M M—Z M—->MxZ Z—1, Z—2 Z— (E)}

(siehe Beispiel [3.1.2). Die Ableitung E = M = M xZ = Z xZ = 1% Z = 12 hat den
Syntaxbaum

B
|
M
TN
M . 7z
| |
7z 9
|
1

Die Ableitung E = M = M x Z = M x 2 = Z x 2 = 1 % 2 hat denselben Syntaxbaum.

Die erste der beiden Ableitungen im vorangegangenen Beispiel hat die Eigenschaft, dass immer
die linkeste Variable in der Satzform im nachsten Ableitungsschritt ersetzt wird. Man spricht
in diesem Fall von einer Linksableitung. Analog gibt es die Rechtsableitung, bei der stets die am
weitesten rechts stehende Variable beim Ableiten ersetzt wird. Nicht jede Ableitung ist Links-
oder Rechtsableitung. Fiir einen gegebenen Syntaxbaum kann man immer eine dazu passende
Links- oder Rechtsableitung angeben (durch Ablesen am Baum). Daher gilt:

Satz 3.5.3. Sei G eine Typ 2-Grammatik und w € L(G). Dann gibt es eine Linksableitung (und
eine Rechtsableitung) von w.
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3. Chomsky-Grammatiken und die Chomsky-Hierarchie

Beweis. Daw € L(G), gibt es irgendeine Ableitung von w. Dieser Ableitung entspricht ein Syn-
taxbaum. Fiir diesen Syntaxbaum kann man eine Linksableitung (bzw. Rechtsableitung) able-
sen. O

Es gibt Grammatiken, fiir die dasselbe Wort mit unterschiedlichen Syntaxbdumen hergeleitet
werden kann. Betrachte z. B. die Grammatik

(E,{*,+,1,2},{E > E+E, E-~ E+E, E—1, E—2},E).

Eine Ableitung des Worts 1 +2x1ist F = ExE = E+ExFE = 1+ ExE = 142« E = 1+2x1
eine andere Ableitungist ¥ = F+ FE = F+ExE =1+ ExFE=1+2% FE = 1+2x1.Die
Syntaxbdaume der beiden Ableitungen sind

E E
RN I 1IN
E + E 1 1 E * E
I I
1 2 2 1

In solchen Fillen (es gibt verschieden strukturierte Syntaxbaume fiir dasselbe Wort) spricht
man von einer mehrdeutigen Grammatik. Tatsdchlich gibt es Sprachen, fiir die es ausschliefSlich
mehrdeutige Grammatiken gibt. Dies nennt man inhdrent mehrdeutig. Eine kontextfreie, inha-
rent mehrdeutige Sprache, ist die Sprache {a™b"c"d" | m,n € N5o}U{a™b"c"d™ | m,n € Nso}
(siehe (HMUO6, Abschnitt 5.4.4)).

3.6. Die Backus-Naur-Form fiir Grammatiken

Von John Backus und Peter Naur wurde im Rahmen der Entwicklung der Programmiersprache
ALGOL 60 ein Formalismus eingefiihrt, um kontextfreie Grammatiken in kompakter Form auf-
zuschreiben. Wir verwenden analoge abkiirzende Schreibweisen:

Definition 3.6.1 (Erweiterte Backus-Naur-Form (EBNF)). Fiir Typ 2-Grammatiken erlauben wir
die folgenden abkiirzenden Schreibweisen fiir die Menge der Produktionen P:

1. Statt A — w1, A — we, ... A — wy, schreiben wir auch A — wy |wa | ... | wy.

2. Die Schreibweise A — u[v]w steht fiir die beiden Produktionen A — wvw und A — ww (d. h.
[v] meint, dass v optional ist).

3. Die Schreibweise A — u{v}w steht fiir A — uw oder A — uBw mit B — v | vB (d. h. {v}
meint, dass v beliebig oft wiederholt werden kann).

Grammatiken, die diese Notation verwenden, nennen wir auch Grammatiken in erweiterter Backus-
Naur-Form (EBNF)

Beachte, dass Typ 2-Grammatiken in EBNF dquivalent zu Typ 2-Grammatiken in normaler Dar-
stellung sind, und daher genau die kontextfreien Sprachen darstellen konnen.
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4. Regulare Sprachen

In diesem Kapitel beschiftigen wir uns mit der einfachsten Sprachklasse der Chomsky-
Hierarchie — den Typ 3- bzw. reguldren Sprachen. Neben regularen Grammatiken (d. h. Typ 3-
Grammatiken) gibt es weitere Formalismen, um regulidre Sprachen zu reprasentieren, die wir in
diesem Kapitel kennenlernen werden (endliche Automaten (deterministische als auch nichtde-
terministische und Varianten davon) und reguldre Ausdriicke). Wir werden zeigen, dass all diese
Formalismen genau die reguldren Sprachen repriasentieren und wie man einen Formalismus in
einen anderen iibersetzen kann. Im Anschluss betrachten wir, wie man zeigt, dass eine formale
SpracDaahe nicht regular ist, wobei wir das sogenannte Pumping-Lemma fiir reguldre Spra-
chen und den Satz von Myhill und Nerode kennenlernen werden. Neben der Berechnung von
Automaten mit minimaler Anzahl von Zustdnden, zeigen wir, dass die reguldaren Sprachen bez.
Vereinigung, Schnitt, Komplement, Produkt und Kleeneschem Abschluss abgeschlossen sind.
Wir beenden das Kapitel mit Entscheidbarkeitsresultaten zum Wortproblem und verwandten
Problemen fiir reguldare Sprachen.

4.1. Deterministische endliche Automaten

Endliche Automaten lesen als Eingabe ein Wort (schrittweise) und akzeptieren oder verwerfen
das Wort. Die akzeptierte Sprache eines solchen Automaten besteht aus den Wortern, die von
ihm akzeptiert werden.

Definition 4.1.1 (Deterministischer Endlicher Automat, DFA). Ein deterministischer endlicher
Automat (determinististic finite automaton, DFA) ist ein 5-Tupel M = (Z, %, 4, z9, E') wobei

» 7 ist eine endliche Menge von ZustaMnden,

Y ist das (endliche) Eingabealphabet mit (Z NX) = (),

e 29 € Z ist der Startzustand,

e E C Zist die Menge der Endzustinde (oder auch akzeptierende Zustiande) und

e §:7Z x ¥ — Z ist die Zustandsiiberfiihrungsfunktion (oder nur Uberfiihrungsfunktion).

Deterministische endliche Automaten konnen durch Zustandsgraphen dargestellt werden:

Definition 4.1.2. Sei M = (Z,%, 6, 2y, E) ein DFA. Der Zustandsgraph zu M ist ein Graph, mit
Knoten fiir jeden Zustand z € Z und markierten Kanten zwischen diesen Knoten, wobei

» Zustdnde z € Z als @ gezeichnet werden,
* der Startzustand zy € Z durch einen auf ihn zeigenden Pfeil markiert wird, d. h. ,

» Endzustdnde z € E mit doppelten Kreisen markiert werden, d. h. als ,

Stand: 15. September 2022 D. Sabel, Skript FSK & TIMI,SoSe 2022



4. Reguldire Sprachen

e fiir 6(z;,a) = z;, je eine mit a beschriftete Kante von z; nach z; a4 ezeich-
s ] j 8

net wird. Dabei werden gleiche Kanten mit unterschiedlicher Beschriftung zusammengefasst,

indem nur eine Kante gezeichnet wird, und die Beschriftungen, mit Kommas getrennt an die
a

Kante geschrieben werden: Anstelle von zeichnen wir .
b

Wenn die konkreten Namen der Zustdnde keine Rolle spielen, lassen wir sie in Illustrationen des
Zustandsgraphen manchmal weg.

Beispiel 4.1.3. Der DFA M = ({zo, 21, 22}, {a, b}, 9, 20, {22}) mit

d(z0,a) = 21 0(z1,a) = 29 d(z2,a) = 22
6(20,b) = 20 6(z1,b) = 20 0(22,b) = 22

Die Abarbeitung eines Wortes mit einem Automaten kann man sich so veranschaulichen: Das
Wort wird zeichenweise verarbeitet, wobei im Startzustand z, begonnen wird. Fiir jedes Zei-
chen, wird in den entsprechenden Nachfolgezustand (berechnet mit der Uberfiihrungsfunktion
0) gewechselt. Ist das Wort komplett eingelesen und der aktuelle Zustand ist ein Endzustand,
dann wird das Wort vom DFA erkannt.

Beispiel 4.1.4. Betrachte den DFA M aus Beispiel M erkennt das Wort abaa: Beginne im
Zustand zy. Bei Einlesen des ersten Zeichens a wechselt der Automat in Zustand z1, Einlesen des
zweiten Zeichens b im Zustand z; Ildsst den Automaten in Zustand zy wechseln, Einlesen des drit-
ten Zeichens a ldsst den Automaten in z, wechseln, und anschliefSendes Einlesen von a ldsst den
Automaten in Zustand z» wechseln. Jetzt ist das gesamte Wort eingelesen und der Automat ist im
Zustand zs, der ein Endzustand ist.

Analog wird das Wort aba nicht vom DFA M erkannt, da M nach Abarbeitung des Wortes im Zu-
stand z, ist, der kein Endzustand ist.

Die Menge der erkannten Worte ist die akzeptierte Sprache des Automaten:

Definition 4.1.5 (Akzeptierte Sprache eines DFAs). Sei M = (Z,%, 4, 2o, E') ein DFA. Wir defi-
nieren die Funktion § : Z x ¥* — Z durch

g(z,s) ==z und g(z,aw) =9(0(z,a),w)

Die von M akzeptierte Sprache ist

Stand: 15. September 2022 26 D. Sabel, Skript FSK & TIMI,SoSe 2022



4.1. Deterministische endliche Automaten

Beachte, dass 3 die Uberfiihrungsfunktion § solange anwendet, bis das Wort abgearbeitet wurde,
d.-h.d(z,a1--a,) =6(...0(6(2,a1),a2),...,an).

Liasst man den Automaten fiir ein Wort ablaufen, so spricht auch von einem Lauf des DFAs:
Definition 4.1.6. Sei M = (Z,%,6, zo, F) ein DFA und w € ¥* mit |w| = n. Die Folge von Zu-

stdnden q, . . ., q, mit qo = zo und q; = 6(q;—1,wli]) fiir 1 < i < n bezeichnet man als Lauf von M
fiir Wort w. Fiir einen solchen Lauf schreiben wir auch:

w(1] w(2] wln—1] wln]
4q0 a1 e Gn—1 vig

Ein Lauf der mit einem Endzustand endet, nennen wir auch akzeptierender Lauf.

Beispiel 4.1.7. Fiir den DFA M aus Beispiel 4.1.3gilt L(M) = {uaav | wv € {a,b}*}, d.h. M
akzeptiert alle Worter, die zwei aufeinanderfolgende a’s enthalten. Dies ldsst sich einsehen, indem
man beobachtet, dass z5 von zo aus nur iiber aa erreicht werden kann, dass nach Erreichen von zy
in z9 verblieben wird, und dass man nach Lesen von b in z; wieder erneut in zq starten muss.

Beispiel 4.1.8. Wir konstruieren einen DFA iiber Y. = {a, b}, der die Sprache aller Worte akzeptiert,
die mit abaa beginnen und mit bab enden: Fiir den Prdfix abaa konnen wir vier Zustdnde z1, zs, 23, 24.
(zusdtzlich zum Startzustand z,) erzeugen, die vom Startzustand durchlaufen werden miissen, und
einen weiteren Zustand zs, der zum Fehler fiihrt (falls der Prdfix nicht stimmt). Das ergibt bereits:

Fiir den Suffix bab konnen wir drei weitere Zustdnde z¢, 27, 23 hinzufiigen, sodass zg ein Endzustand
ist. Fiir die Zustandsiibergdnge ab Zustand z4 miissen wir stets die Maoglichkeit beachten, dass der
Suffix bab noch kommt, bzw. komplettiert wird: Wenn wir in z4 ein a lesen, verbleiben wir in z4, da
der komplette Suffix bab noch kommen muss. Wenn wir in zg ein b lesen, muss noch ab kommen, d. h.
wir verbleiben in zg. Lesen wir in z7 ein a, dann haben wir zuletzt aa gelesen, und miissen daher noch
den gesamten Suffix bab lesen und wechseln somit zuriick zu z,. Lesen wir in zg ein b, dann haben
wir bb zuletzt gelesen und miissen fiir den geforderten Suffix noch ab lesen, d. h. wir wechseln in z.
Lesen wir in zg ein a, dann haben wir ba zuletzt gelesen und miissen fiir den geforderten Suffix noch
ein b lesen, daher wechseln wir in z7:

D. Sabel, Skript FSK & TIMI,SoSe 2022 27 Stand: 15. September 2022



4. Reguldire Sprachen

Beispiel 4.1.9. Ein DFA, der alle Worter iiber {a, b} akzeptiert, die mit abaa beginnen und mit bab
enden, sowie die Worter a, ab. Kann genau wie der Automat in Beispiel konstruiert werden,
wobei z und z» zusdtzliche Endzustdnde sind, d. h. der folgende Automat akzeptiert die genannte
Sprache:

Ubungsaufgabe 4.1.10. Ein Kaugummi-Automat erhdlt als Eingabe 10- und 20-Cent Miinzen und
akzeptiert genau dann, wenn er 50-Cent in der Summe erhalten hat. Modellieren Sie das Akzeptanz-
verhalten des Kaugummi-Automaten, indem Sie einen DFA iiber dem Alphabet {10, 20} konstruie-
ren, der genau jene Worte akzeptiert, die in der Summe 50 Cent ergeben.

4.2. DFAs akzeptieren regulare Sprachen

Wir zeigen, dass die von DFAs akzeptierten Sprachen allesamt reguldr (d. h. Typ 3-Sprachen)
sind. Spater werden wir auch die Umkehrung zeigen (zu jeder reguldren Sprache, gibt es einen
DFA, der diese Sprache akzeptiert).

Theorem 4.2.1. Sei M = (Z,%,0, 29, E) ein DFA. Dann ist L(M) eine reguldre Sprache.

Beweis. Fiir einen DFA M = (Z,%,4, 29, ) konstruieren wir eine reguldare Grammatik G =
(V,3,P,S)mit L(G) = L(M):EsseiV = Z, S = z; und P enthalte fiir jeden Zustand z; € Z
und Zeichen a € ¥ mit 6(z;, a) = z; die Produktion z; — az; € P undfalls z; € F zusitzlich die
Produktion z; — a. Falls 2y € E gilt (d. h. ¢ € L(M)) fiige die Regel zy — ¢ zu P hinzu.

~— —

Wie zeigen, dass fiir jedes Wort w € ¥* gilt: w € L(M) <= w € L(G). Falls w = ¢, so gilt
dies offensichtlich. Falls w = a4 - - - a,,, dann gilt w € L(M) genau dann, wenn es Zustiande
21y, 2m € Z gibt mit 6(z;—1,a;) = z; und z,, € E. Die letzte Aussage ist dquivalent dazu,
dass es Ableitungsschritte zy =¢ a121, a1+ -a;_12i-1 =¢ a1---a;z firi = 1,...,m — 1 und
ai - Am-1Zm—1 =G a1 - - - G, gibt, sodass sich die Ableitung zp =, a1 - - - a,, konstruieren lasst,
was erneut genau dann gilt, wenn w € L(G) gilt. O

Beispiel 4.2.2. Die regulire Grammatik zum DFA aus Beispiel |4.1.3|entsprechend zum Beweis von
Theorem{d.2.1list G = (V, X, P, S) mit V = {29, 21, 22}, & = {a, b}, S = 2 und

P ={zy = az, z0 = bz, 21 = aza, 21 = a, 21 — bzy, 20 — aza, 20 — a, 2o — bza, 29 — b}.

Z.B. akzeptiert M das Wort babaaa, denn 6(zp,b) = z0,0(z0,a) = z1,(20,b) = z0,9(20,a) =
21,0(21,a) = z9,d(22,a) = zo. Die dazu passende Ableitung fiir Grammatik G ist

20 =a bzg = ¢ baz1 = ¢ babzy = ¢ babaz; = babaazs = babaaa.
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Die Umkehrung der letzten Aussage (fiir jede regulare Sprache L gibt es einen DFA M, der L
akzeptiert) gilt auch, aber wir brauchen weitere Mittel, um sie zu beweisen. Die Kodierung im
Beweis der letzten Aussage ist nicht immer riickwérts anwendbar, sobald es z. B. Produktionen
A — aAj;und A — aAs in der reguldren Grammatik gibt, ist nicht klar, wie die Uberfiihrungs-
funktion des DFA aussehen muss.

Ein Hilfsmittel sind daher die nichtdeterministischen endlichen Automaten, die wir im nachs-
ten Abschnitt einfiihren werden.

4.3. Nichtdeterministische Endliche Automaten

Nichtdeterministische Automaten ermoglichen es dem Automaten, nicht eindeutig, sondern
durch ,Raten® in einen Zustand zu wechseln. Wahrend die Uberfiihrungsfunktion § bei DFAs
eine Funktion ist und damit eindeutig (deterministisch) angibt, welcher Nachfolgezustand in
Abhiangigkeit vom aktuellen Zustand und dem gelesenen Zeichen zu besuchen ist, erlauben
nichtdeterministische Automaten, den Zustandswechsel nichtdeterministisch zu machen, d. h.
durch ,Raten” einen von mehreren Nachfolgezustidnden aufzusuchen.

Z.B. driickt der folgende Zustandsgraph aus, dass bei Lesen des Zeichens a im Zustand = sowohl
in Zustand z; als auch in Zustand z; gewechselt werden darf:

()

a

Formal wird dies gehandhabt, indem die Uberfiihrungsfunktion § bei nichtdeterministischen
Automaten nicht mehr einen Nachfolgezustand, sondern eine Menge von Nachfolgezustdinden lie-
fert. AufSerdem darf es auch mehrere Startzustande geben, daher haben nichtdeterministische
endliche Automaten eine Menge von Startzustdnde:

Definition 4.3.1. Ein nichtdeterministischer endlicher Automat (nondeterministic finite automa-
ton, NFA) ist ein 5-Tupel (Z,%, 0, S, E') wobei
» 7 ist eine endliche Menge von Zustinden,
Y. ist das (endliche) Eingabealphabet mit (Z N'X) = (),
S C Z ist die Menge der Startzustande,
E C Z ist die Menge der Endzustande (oder auch akzeptierende Zustinde) und

§ 1 Zx Y — P(Z) ist die Zustandsiiberfithrungsfunktion (oder nur Uberfiihrungsfunktion).

Beachte, dass nichtdeterministische Automaten auch erlauben, dass es keinen Nachfolgezu-
stand gibt bei Lesen eines Zeichens. In diesem Fall ist §(z, a) = () und das Wort wird verworfen
(wenn es keine andere Moglichkeit gibt, einen Endzustand zu erreichen). Passend zum Raten,
erkennt ein NFA ein Wort w, wenn es einen Pfad von einem Startzustand zu einem Endzustand
gibt. Die nachste Definition macht dies formal:

Definition 4.3.2 (Akzeptierte Sprache eines NFA). Sei M = (Z,%,4, S, E) ein NFA. Wir definie-
rené : (P(Z) x ¥*) — P(Z) induktiv durch:
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3(X,e) = X fiiralle X C Z
(X,aw) = | 6(5(z,a),w) fiiralle X C Z
zeX

~

Die von M akzeptierte Sprache ist L(M) := {w € ¥* | §(S,w) N E # 0}.

~

Beachte, dass die Definition {w € ¥* | §(S, w)NE # 0} dquivalent dazu ist, dass ein Endzustand
z € E existiert, sodass z € §(S,w) (d. h. ein Pfad von einem Startzustand zu einem Endzustand
entlang w geniigt, um w zu erkennen). Beachte, dass NFAs mit leerer Menge von Startzustinden

moglich und wohldefiniert sind:
Beispiel 4.3.3. Sei M = (Z,%,0,0, E) ein NFA. Dann ist L(M) = (.

Fiir Zustandsgraphen verwenden wir fiir NFAs die gleiche Notation wie bei DFAs, nur dass es
mehrere Startzustinde geben kann, dass es mehrere ausgehende Pfeile mit gleicher Markierung
geben kann, und dass es nicht fiir jedes Zeichen a € ¥ einen Pfeil geben muss.

Beispiel 4.3.4. Sei M = ({zo, 21, 22, 23}, {a, b, c}, 0, {20, 23}, {23}) ein NFA mit
d(z0,a) ={z0,21}  O(z1,a) ={2z2}  O(z2,a) ={z3}  d(z3,a) =

0
5(20,b) = {20} 5(z1,b) = {22}  (22,b) ={z3}  I(23,0) =10
d(z0,¢) = {20} 5(z1,¢) ={z2}  0(22,¢) ={z3}  0(23,¢) =10

Der Zustandsgraph zu M ist

Die von M akzeptierte Sprache sind alle Worter aus {a, b, c}*, die an drittletzter Stelle ein a haben,
sowie das leere Wort, d.h. L(M) = {e} U ({a,b,c}* o {a} o {a,b,c} o {a,b,c}) oder in anderer
Schreibweise L(M) = {e} U {uaw | u € {a,b,c}*,w € {a,b,c}*}.

Genau wie beim DFA verwenden wir die Notation eines Laufs auf einem NFA, und sprechen
von einem akzeptierenden Lauf, wenn dieser mit einem Endzustand endet. Wahrend beim DFA
der Lauf fiir ein gegebenes Wort eindeutig ist, kann es beim NFA mehrere (verschiedene) Liu-
fe fiir ein und dasselbe Wort geben. Der NFA akzeptiert das Wort, wenn es mindestens einen
akzeptierenden Lauf fiir das Wort gibt.

4.4. Regulire Sprachen konnen durch NFAs erkannt werden

Wir zeigen, dass jede reguliare Sprache L durch einen NFA M akzeptiert wird.
Theorem 4.4.1. Sei L eine reguldire Sprache. Dann gibt es einen NFA M mit L(M) = L.

Beweis. Da L reguldr ist, gibt es eine regulare Grammatik G = (V, X, P,.S) mit L(G) = L. Sei
M = (Z,%,6,5, FE) ein NFA mit Z = V U{zg} (d.h. zg ist ein neuer Zustandsname), S’ = {S}
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4.5. Uberfiihrung von NFAs in DFAs

undseid : Zx ¥ — P(Z)definiert durch6(A,a) :={B| A — aB € P}U{zg |falls A — a € P}
fiiralle Ae Vunda € X und §(zg,a) = ( fiirallea € X.Falls S — ¢ € Psei F = {S,zg}, und
ansonsten sei £ = {zg}.

Wir zeigen, dass L(M) = L(G) gilt. Offensichtlich gilt ¢ € L(M) genau dann, wenn ¢ € L(G).
Fir w = ay---a, gilt: w € L(G) genau dann, wenn es es eine Ableitung S =g a141 -+ =¢
ai---apn_1A,_1 =¢ ai---a, gibt. Mit der Konstruktion des NFAs M gilt, dass dies dquivalent
dazu ist, dass es Zustdnde Ay, ..., A, gibt, sodass A; € 0(S,a1), Aiy1 € §(A;,a,41) fliri =
1,...,n—2und zp € 6(A,_1,a,), was wiederum dquivalent dazu ist, dass w € L(M) gilt. [

Beispiel 4.4.2. Betrachte die reguldre Grammatik G = (V, X, P,A) mit V = {A,B,C,D}, ¥ =
{a,b,c} und
P={A—¢c|aB|bB|cB]|aC,
B — aB | bB | c¢B | aC,
C —aD |bD | eD,
D—al|b|c}

Der zu G passende NFA gemdfs der Konstruktion im Beweis von Theorem ist M =
(2,,6,8,E)mit Z =V U {25} = {A,B,C,D, 25}, E = {A, 25}, S = {A} und

0(A,a)={B,C} §(B,a)={B,C} 6(C,a)={D} 0(D,a)={zp} I(zg,a)
6(A4,0)={B}  4(B,b)={B}  (C.b)={D} 4(D,b)={zp} 6(zk,b)
d(A, c)={B} §(B,c)={B} (C,c)={D} &6(D,c)={zr} d(zp,c)

0
0
0

Der Zustandsgraph zu M ist

Z. B. wird bacabc von G erzeugt (denn A = bB = baB = bacB = bacaC = bacabD = bacabc)
und von M akzeptiert, denn A ist Startzustand, B € §(A,b), B € 6(B,a), B € 6(B,c), C € (B, a),
D € 6(C,b), zp € 6(D, ¢) und zg ist Endzustand.

Es gilt L(G) = L(M) = {e} U {uaw | u € {a,b,c}*,w € {a,b,c}?}, d. h. es wird dieselbe Sprache
wie in Beispiel vom NFA M akzeptiert bzw. von der Grammatik G erzeugt.

4.5. Uberfiihrung von NFAs in DFAs

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass wir zu jedem NFA M einen DFA M’ konstruieren konnen,
sodass L(M) = L(M’) gilt. Erstmals wurde diese Konstruktion von Michael O. Rabin und Dana
Scott 1959 bewiesen (siehe (RS59)).

Theorem 4.5.1. Jede von einem NFA akzeptierte Sprache ist auch durch einen DFA akzeptierbar.
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Beweis. Fiir NFA M = (Z,%,6, S, E) konstruieren wir den DFA M’ = (Z', 3,4, S’, E’) mit

e 7' =P(Z),d.h. die Zustandsmenge ist die Potenzmenge von Z (fiir jede Teilmenge von
Z gibt es einen Zustand),

» S’ = S (der Startzustand ist die Teilmenge S C Z, die Menge aller Startzustande von M),

e F'={XeZ | (EnX)+# 0} (alle Teilmengen von Z, die mindestens einen Endzustand
von M enthalten) und

~

e 0 (X,a) = UX d(z,a) = 0(X,a) (d.-h. 0'(X, a) berechnet die Menge aller von X aus er-
ze

reichbaren Zustiande in M, was dasselbe ist, was 3berechnet.).
Wir beweisen, dass L(M) = L(M’) gilt. Seiw = a1 - - - a, € X*.

Esgiltw € L(M) genau dann, wenn 5(S,w)NE # 0. Gemiaf Deﬁnitionist aquivalent dazu,
dass es eine Folge 7, ..., Z, von Teilmengen von Z gibt, mit 6(S,a1) = Z1, 6(Z;, a;41) = Zit1
fiiri=1,...,n—1und Z,NE # (. GemafS obiger Konstruktion folgt, dass dies dquivalent dazu
ist, dass es eine Folge 71, ..., Z, von Teilmengen von Z gibt, mit §'(S,a1) = Z1, §'(Z;, ai+1) =
Zigg firi =1,...,n—1und Z, N E # (). Die letzte Aussage ist dquivalent zu g’(S’, w) € F,
was wiederum dquivalent zu w € L(M’) ist. O

Beispiel 4.5.2. Betrachte den NFA M aus Beispiel Entsprechend der Konstruktion im Beweis
zu Theorem [4.5. 1| wird der folgende DFA M’ erstellt: M’ = (P({zo0, z1, 22, 23}), {a, b, c}, 8", 5", E')
mit

o 8 = {Z(), 2’3}

o E'={{z3},{70, 23}, {71, 23}, {22, 23}, {20, 21, 23}, {20, 22, 23}, {21, 22, 23}, {20, 21, 22, 23} }

. 8 (0,d) =0 fiird € {a,b,c} 5’({21, 2o}, d) = {29, 23} fiird € {a,b,c}

'({z0}, a) = {20, 21} §'({z1, 23}, d) = {22} fiir d € {a, b, c}
8 ({20},d) = {20} fiir d € {b, c} 8 ({z2,23},d) = {23} fiird € {a,b, c}
8 ({z1},d) = {22} fiird € {a,b,c} 8 ({z0, 21, 22}, a) = {20, 21, 22, 23}
8 ({z2},d) = {23} fiir d € {a,b,c} 8 ({z0, 21, 22}, d) = {20, 22, 23} fiir d € {b, ¢}
8 ({23},d) =0 fiird € {a,b,c} 8" ({z0, 21,23}, a) = {20, 21, 22}

8 ({z0,21},a) = {20, 21, 22} 8 ({z0, 21, 23}, d) = {70, 22} fiir d € {b, c}

8 ({z0,21},d) = {20, 22} fiird € {b, c} 8 ({z0, 22, 23}, a) = {20, 21, 23}

8’ ({z0, 22}, a) = {z0, 21, 23} 8 ({20, 22, 23}, d) = {20, 23} fiir d € {b, ¢}

8" ({z0, 22}, d) = {20, 23} fiir d € {b, c} 8 ({z1, 22, 23}, d) = {22, 23} fiir d € {a,b,c}

8 ({z0,23},a) = {20, 21} 8 ({z0, 21, 22, 23}, a) = {20, 21, 22, 23}

8" ({z0,23},d) = {20} fiir d € {b, c} 8 ({20, 21, 22, 23}, d) = {20, 22, 23} fiir d € {b, c}

Gezeichnet ergibt dies den folgenden DFA, wobei wir vom Startzustand nicht erreichbare Zustdnde
weglassen:

Stand: 15. September 2022 32 D. Sabel, Skript FSK & TIMI,SoSe 2022



4.5. Uberfiihrung von NFAs in DFAs

Die im Beweis zu Theorem4.5.1|vorgestellte Potenzmengen-Konstruktion eines DFA aus einem
NFA fiihrt zu einer exponentiellen Anzahl an Zustdnden im DFA beziiglich der Anzahl an Zu-
standen im NFA. Das Beispiel zeigt, dass nicht alle Zustidnde tatsdchlich benotigt werden
(da unerreichbare entfernt werden konnen), aber es klart auch nicht die Frage, ob man einen
besseren Algorithmus angegeben kann, der einen DFA generiert, der mit weniger Zustdnden
auskommt.

Das folgende Lemma widerlegt dies und zeigt allgemein, dass es Sprachen gibt, fiir die jeder
DFA, der diese Sprache akzeptiert, exponentiell grofS in der Grofie eines NFA ist, der dieselbe
Sprache akzeptiert.

Lemma 4.5.3 (x). Sei L, = {uav | u € {a,b}*,v € {a,b}" '} fiir n € N, die Sprache aller
Warter aus {a, b}*, die an n-letzter Stelle ein a haben. Dann gilt fiir alle n € N+ :
* Es gibt einen NFA M,, mit L(M,) = L,, und M, hat n + 1 Zustdnde.

* Es gibt keinen DFA M/, mit L(M],) = L., sodass M, weniger als 2™ Zustdnde besitzt.

Beweis. Sei M,, der folgende NFA:

a,b

Offensichtlich akzeptiert M, die Sprache L,: Zum Akzeptieren miissen die Zustidnde
20,21, ---2n in dieser Reihenfolge durchlaufen werden, was genau mit dem Wort av mit
v € {a,b}* und |v| = n — 1 moglich ist. Zuvor kann beliebig lang im Startzustand z, verblieben
werden und dabei jedes Wort u € {a,b}* gelesen werden.

Fiir den zweiten Teil der Aussage fiihren wir einen Beweis durch Widerspruch. Nehme an, es
gibt n € N5, und einen DFA M’ = (Z,{a, b}, d, 20, F) mit L(M') = L,, und M’ hat weniger als
2" Zustidnde. Sei W = {a,b}", d.h. W enthilt alle Worte, die aus n Zeichen bestehen. Es gibt
genau 2" verschiedene solche Worte (d. h. |[W| = 2™). Da M’ weniger als 2" Zustdnde hat, muss

~ ~

es zwei verschiedene Worte w # w’ mit w,w’ € W geben, so dass d(zg, w) = d(zp,w’) = z; gilt
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(nach Einlesen beider Worte befindet sich M’ in ein und demselben Zustand z;). Sei j die erste
Position an der sich w und v’ unterscheiden. Der Fall j = 1 kann nicht gelten, da dann z; € F
als auch z; ¢ E gelten miissten. Fiir den Fall j > 1 erhalten wir 0.B.d.A. w = uav und v’ = ubv’
mit |u| = j — 1 und |v| = |[v'| = n — j Betrachte die Worte wy = uavt’ ! und wj, = ubv't’~! (wir
verlingern w und w’ um j — 1 b’s). Dann muss gelten & (wg) = g(w{)), da §(uav) = z = &(ubv').

Offensichtlich gilt aber wo € Ly End w(, & Ly, was fordert, dass g(wo) € Fund S(w{)) ¢ E, was

ein Widerspruch ist (da 6(wo) = d(w}) ). Daher war unsere Annahme falsch und es gibt keinen
DFA mit weniger als 2™ Zustidnden, der die Sprache L,, akzeptiert. O

Theorem 4.5.4. DFAs und NFAs erkennen genau die reguldiren Sprachen.

Beweis. Wir haben gezeigt:
1. DFAs erkennen reguldre Sprachen.
2. Jede reguldre Sprache wird auch durch einen NFA akzeptiert.
3. Jede von einem NFAs akzeptierte Sprache ist auch durch einen DFA akzeptierbar.

(I) wurde in Theorem[4.2.1],(2) in Theorem und (2) in Theorem[4.5.1bewiesen. Die Kom-
bination der Aussagen (2Z) und (3) zeigen, dass jede reguldre Sprache durch einen DFA akzep-

tiert wird, was in Kombination mit Aussage (1) zeigt, dass DFAs genau die reguldren Sprachen
erkennen. Fiir NFAs wurde eine Richtung direkt bewiesen, die andere Richtung (NFAs erken-
nen regulédre Sprachen) folgt durch einen Beweis mit Widerspruch: Nehme an, dass NFAs auch
nicht-reguldre Sprachen akzeptieren konnen. Dann folgt aus Aussage (3)), dass auch DFAs nicht-
reguldre Sprachen akzeptieren, was jedoch ein Widerspruch zu Aussage (I) ist. D. h. die Annah-
me war falsch und NFAs erkennen nur regulédre Sprachen. O

4.6. NFAs mit c-Ubergingen

In diesem Abschnitt stellen wir Varianten von NFAs vor, die deren Ausdruckskraft nicht veran-
dern, aber manchmal noch einfachere Konstruktionen oder Beweise zulassen.

Ein NFA mit e-Ubergédngen, erlaubt es von einem Zustand in einen anderen Zustand zu wech-
seln, ohne ein Zeichen zu lesen (sondern durch Lesen des leeren Worts ¢). Da NFAs sowieso
nichtdeterministische Zustandswechsel erlauben, fiihrt diese Erweiterung nicht zu neuer Aus-
druckskraft.

Definition 4.6.1 (NFA mit e-Ubergéingen). Ein nichtdeterministischer endlicher Automat mit
e-Ubergidngen (NFA mit e-Ubergiingen) ist ein Tupel M = (Z,%, 6, S, E) wobei
» 7 ist eine endliche Menge von Zustinden,
Y. ist das (endliche) Eingabealphabet mit (Z N X)) = (),
S C Z ist die Menge der Startzustande,
E C Z ist die Menge der Endzustdnde (oder auch akzeptierende Zustinde) und

§: 7 x (XU{e}) — P(2) ist die Zustandsiiberfithrungsfunktion (oder nur Uberfiihrungs-
funktion).

Beachte, dass die Definition sich von der Definition der NFAs nur dadurch unterscheidet, dass
der Definitionsbereich von ¢ nun (Z x (X U {¢})) anstelle von (Z x X) ist. D.h. der Automat
kann auch bei Lesen des leeren Wortes den Zustand wechseln.
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Beispiel 4.6.2. Ein Beispiel fiir einen NFA mit -Ubergdngen ist:

a,b,c

Wir haben die akzeptierte Sprache eines NFA mit ¢-Ubergdngen noch nicht formal definiert, aber es
ist einsichtig, dass obiger Automat die Sprache iiber {a, b, c} erkennt, die aus allen Worten besteht,
die an drittletzter, vorletzter, oder letzter Stelle ein a haben, sowie das leere Wort: Das leere Wort
wird akzeptiert, da z, Start- und Endzustand ist. Vom Startzustand z, aus sind andere Worter nicht
relevant. Vom Startzustand z, kann erst beliebig oft a, b, c gelesen werden, irgendwann muss jedoch
eindeutig a gelesen werden, um in Richtung Endzustand zu wandern. Nachdem Zustand z, erreicht
wurde, kann einer der Endzustdinde z, oder z4 erreicht werden, indem 0, 1 oder 2 beliebige Zeichen
gelesen werden.

Bevor wir die akzeptierte Sprache eines NFA mit e-Ubergéingen definieren (konnen), erldutern
wir, wie wir alle durch e-Ubergénge erreichbaren Zustidnde - ausgehend von einem Zustand
bzw. einer Zustandsmenge — berechnen konnen:

Definition 4.6.3 (xc-Hiille). Sei M = (Z,%,6, 5, E) ein NFA mit -Ubergingen. Die ¢-Hiille
clos.(z) eines Zustands z € Z ist induktiv definiert als die kleinste Menge von Zustdnden, welche
die folgenden Eigenschaften erfiillt:

1. z € clos:(z).
2. Wenn 2’ € closc(z) und 2" € 6(%,¢), dann ist auch 2" € clos.(z).

Fiir eine Zustandsmenge X C Z definieren wir clos.(X) := |J,c x closc(2).

Die e-Hiille fiir eine Zustandsmenge X C Z kann auch berechnet werden durch:

X wenn J, .y d(z,e) C X
losec(X) := ’ e
clos.(X) { closc(X UU,cx 0(2,€)), sonst
Beispiel 4.6.4 (x). Betrachte den NFA mit c-Ubergtingen aus Beispiel[4.6.2| Dann gilt:

closc(z0)= {20}
closg(z1)={z1}
clos:(z4)= {z4}
close(z3)= {21, 23, 24}
closc(z2)= {21, 22, 23, 24}

Fiir die Definition der akzeptierten Sprache eines NFA mit e-Ubergéngen wird nun stets nach
dem Anwenden der Uberfiihrungsfunktion ¢ die erhaltene Menge noch abgeschlossen beziig-
lich der e-Uberginge (durch Anwenden des clos.-Operators).
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Definition 4.6.5 (Akzeptierte Sprache eines NFA mit e-Ubergingen). Sei M = (Z,%,4,5, E)
ein NFA mit e-Ubergingen. Wir definieren § : (P(Z) x X*) — P(Z) induktiv durch:

5(X,e):=X und 6(X,aw):= | (clos.(0(z,a)),w) fiiralle X C Z
zeX

Die von M akzeptierte Sprache ist L(M) := {w € X* | 6(close(S), w) N E # (}.

Bemerkung 4.6.6 (x). Die Anwendung des clos.-Operators auf die Menge S ist notwendig. Be-
trachte den NFA mit <-Ubergdngen:

()

Die akzeptierte Sprache ist {a}, aber §(S,a)=0d(clos:(6(z0,a)),e)= clos:(5(z0,a))=clos.()) =0
wdhrend 0 (closc(S), a)=0({z0, 21}, a) = clos:(8(z0,a)) U close(6(z1,a)) =0 U clos:({z2}) ={22}.

Satz 4.6.7. NFAs mit c-Ubergidngen akzeptieren genau die reguldren Sprachen.

* Beweis. Wir zeigen zuerst, dass jede reguldre Sprache von einem NFA mit e-Ubergidngen ak-
zeptiert wird: Sei L reguldr. Dann gibt es einen NFA M = (Z,%,0, S, E), der L akzeptiert. Der
NFA mit e-Ubergéngen M'(Z,%,§, S, E) mit §'(z,a) := §(z,a) fiir alle a € X und §'(z,¢) := 0
akzeptiert ebenfalls L (da L(M) = L(M')).

Fiir die andere Richtung (akzeptierte Sprachen von NFAs mit ¢-Ubergingen sind reguldr) sei
ein NFA mit e-Ubergingen M = (Z,%,6, S, E) gegeben. Wir konstruieren einen NFA M’ mit
L(M) = L(M"), woraus dann mit Theorem[4.5.4]direkt folgt, dass L()M) regular ist.

Sei M’ = (Z,%,6', 5", E) mit S" = clos.(S) und ¢§'(z,a) = clos:(d(z,a)).

Wir zeigen, dass fiir alle X C Z und alle w € X* gilt: §(clos.(X),w) = &(clos:(X), w). Daraus
folgt dann sofort, dass L(M) = L(M’) gilt.

Wir verwenden Induktion iiber die Wortlédnge |w|. Die Induktionsbasis ist, dass |w| = 0 und
daher w = e. Dann gilt 6(clos.(X), &) = closc(X) = 0'(close(X), €).

Fiir den Induktionsschritt sei w = au mit a € X. Als Induktionshypothese (I.H.) verwenden wir,

~ ~

dass gilt: d(close(W),u) = 6(closc(W),w) fur alle W C Z.
Wir formen um:

(close(X),au) = | d(clos-(8(z,a)),u) =1z U g’(closg(é(z,a)),u)
z€close (X) z€close(X)

= U 88 (2 a),u) =& (close(X), au) = &' (clos-(X),w)
z€close(X)

O

Fiir NFAs mit e-Ubergidngen konnen wir leicht fordern, dass sie genau einen Startzustand und
genauen einen Endzustand besitzen:

Satz 4.6.8 (NFA mit e-Ubergingen und eindeutigen Start- und Endzustdnden). Fiir jeden NFA
M mit e-Ubergdngen gibt es einen NFA M’ mit e-Ubergdngen, sodass L(M) = L(M") undM’ genau
einen Startzustand und genau einen Endzustand hat, wobei diese beiden Zustdnde verschieden sind.
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Beweis. Sei M = (Z,%,0, 5, F). Dann konstruiere M’ = (Z U{zy,25},%,d, {20}, {zE}), wobei
20 # zg neue Zustdnde sind und

(5’(2’0, 8) =5
8 (z9,a) =0 firallea e &
8 (z,w) =6(z,w) filiralleze Zundw € ({e} UY)
8 (z,e) ={zp} firalleze E
8 (zg,w) =10 furallew € ({e} UX)
Bildlich dargestellt:
-0 O g
. €
—>© M @ wirdzu  —» Q
-0 O 6
Offensichtlich gilt L(M) = L(M’). O

Beispiel 4.6.9. Betrachte erneut den NFA mit ¢-Ubergiingen aus Beispiel

a,b,c

Der dazu entsprechend Satz konstruierte NFA mit -Ubergiingen und eindeutigen Start- und
Endzustdnden ist:

a,b,c

4.7. Regulidre Ausdriicke

Regulidre Ausdriicke sind (genau wie Grammatiken oder Automaten) ein Formalismus zur Dar-
stellung von Sprachen. Hierbei wird durch einen Ausdruck, der aus Basisausdriicken und Ope-
ratoren aufgebaut ist, die Sprache definiert.
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Definition 4.7.1 (Regularer Ausdruck). Sei ¥ ein Alphabet. Ein reguldarer Ausdruck iiber ¥ ist
induktiv definiert durch

o () ist ein reguldrer Ausdruck

* ¢ ist ein reguldrer Ausdruck

* amita € X ist ein reguldrer Ausdruck

o Wenn oy und o reguldre Ausdriicke sind, dann ist auch oo ein reguldrer Ausdruck.

o Wenn oy und oy reguldire Ausdriicke sind, dann ist auch («q|as) ein reguldrer Ausdruck.
o Wenn « reguldrer Ausdruck ist, dann auch (a)*

Die von einem reguldren Ausdruck o erzeugte Sprache L(«) ist induktiv tiber dessen Struktur defi-
niert:

L) :=0
L(e) :={e}
L(a) :={a} fiirae X
L(ajag) := L(a1)L(ag) = {uv | u € L(ay),v € L(ag2)}
L(Oé1|042) = L(Oq) U L(Ozg)
L((@)*) = L(a)*

Da L((a1|ag)|ag) = L(aq|(as|ag)) fiir alle reguldaren Ausdriicke o, oo, a3, lassen wir oft Klam-
mern weg und schreiben (aq|as] . .. |ay,).

Beispiel 4.7.2. Die vom reguldiren Ausdruck (a|b)*aa(a|b)* erzeugte Sprache (iiber dem Alphabet
{a,b}) sind alle Worte, die zwei aufeinanderfolgende a’s enthalten.

Der reguldre Ausdruck (¢|((a|b|c)*a(alblc)(alblc)(alb|c))) erzeugt die Sprache aller Worte iiber dem
Alphabet {a, b, c}), die an viertletzter Stelle ein a haben, sowie das leere Wort.

Der reguldre Ausdruck
((0[1]2]3]4]516]7[8]9)[1(0[1[2[3]4]5[6]7|89)[(2(0]1]2[3))) : ((0[1|2]3[4]5)(0[1|2[3[4|5/6]7|8]9))
erzeugt alle giiltigen Uhrzeiten im 24-Stunden-Format.

Bemerkung 4.7.3. Alle endlichen Sprachen sind durch reguldire Ausdriicke beschreibbar: Sei S =
{w1, ..., w,} eine endliche Sprache, dann erzeugt (w1|ws| . ..|wy,) die Sprache S.

Theorem 4.7.4 (Satz von Kleene). Reguldre Ausdriicke erzeugen genau die reguldren Sprachen.

Beweis. Wir miissen zwei Richtungen zeigen:
1. Jede von einem reguldren Ausdruck erzeugte Sprache ist regular.
2. Fiir jede regulare Sprache gibt es einen reguldren Ausdruck, der sie erzeugt.

1. Sei«a einreguldarer Ausdruck. Wir konstruieren induktiv iiber die Struktur von o einen NFA
M, mit e-Ubergédngen und eindeutigen Start- und Endzustidnden, der L(«) akzeptiert. Die
Induktionsbasis stellen die Basisausdriicke dar:

o Fiir @ € ¥ konstruiere den Automaten —>©—a>© .
o Fiir € konstruiere den Automaten —>©—6>© .
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o Fiir () konstruiere den Automaten —>Q @ .

In allen drei Fillen ist offensichtlich, dass der NFA mit e-Ubergédngen und eindeutigen
Start- und Endzustanden die Sprache L(«) akzeptiert.

Fiir den Induktionsschritt sei « ein reguldarer Ausdruck, der Operatoren enthalt. Als In-

duktionsannahme nehmen wir an, dass fiir alle regularen Ausdriicke, die echte Unteraus-

driicke von « sind, ein NFA mit e-Ubergidngen und eindeutigen Start- und Endzustanden

existiert, der die entsprechende Sprache akzeptiert.

Wir betrachten alle drei moglichen Fille fiir den Aufbau von o

a) Falls o = «ajan, dann liefert die Induktionshypothese NFAs mit e-Ubergdngen und

eindeutigen Start- und Endzustidnden M,, mit L(«;) = L(M,,) fir ¢ = 1,2. Kon-
struiere M, wie folgt: Verbinde den Endzustand von M,, mit einem e-Ubergang
mit dem Startzustand von M, und mache den Startzustand von M/, zum neuen
Startzustand von M, und den Endzustand von M,,, zum neuen Endzustand von M/,,.
Bildlich skizziert wird

OnQ  +0%0
-0 O0—=0 O

Offensichtlich gilt L(M,) = L(M,,)L(M,,). Mit der Induktionsannahme gilt da-
her L(M,) = L(a1)L(cz). Definition 4.7.1] liefert L(a1as) = L) L(a2) und daher
L(Ma) = L(e).

b) Falls @ = (ai]az), so liefert die Induktionshypothese NFAs M, , M,, mit e-
Ubergidngen und eindeutigen Start- und Endzustidnden, sodass L(«;) = L(M,,) fur
i = 1,2. Konstruiere M, |,,) wie folgt: Flige einen neuen Startzustand zo und einen
neuen Endzustand zg hinzu. Fiir i = 1, 2 fiige einen e-Ubergang von z, zum Startzu-

stand von M, hinzu. Fiir i = 1, 2 fiige einen ¢-Ubergang vom Endzustand von M,,,
zu zg hinzu. Bildlich wird

oo @(8 g>©
O w0 i 6

Offensichtlich gilt L(M,) = L(M,,) U L(M,,). Mit der Induktionsannahme gilt da-
her L(M,) = L(a1) U L(a). Definition [4.7.1| liefert L(a1]az) = L(a1) U L(az) und
daher L(M,) = L(«).

¢) Falls a = (a1)*, dann liefert die Induktionshypothese einen NFA mit e-Ubergéngen
und eindeutigem Start- und Endzustand M,,, mit L(M,,) = L(M). Konstruiere M,
durch Hinzufiigen eines neuen Startzustands, eines neuen Endzustands und von e-
Ubergiangen vom alten Endzustand zum alten Startzustand, vom alten Endzustand

Zu
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zum neuen Endzustand, vom neuen Startzustand zum ehemaligen Startzustand, und
vom neuen Startzustand zum neuen Endzustand D. h. bildlich wird

Der ¢-Ubergang vom neuen Start- zum neuen Endzustand wird eingefiigt, um das
0-fache Wiederholen von « zu ermoglichen (und damit das leere Wort ¢ zu akzeptie-
ren). Man kann hierfiir nicht den alten Startzustand verwenden, denn dann wiirde
man u. U. z. B. Prifixe von Worten akzeptieren, die vorher so nicht erzeugt wurden.
Ebenso kann man nicht den alten Endzustand verwenden, da sonst Suffixe akzep-
tiert wiirden, die vorher nicht erzeugt wurden. Die neue Transition vom alten End-
zustand zum alten Startzustand, kann genommen werden, jedesmal wenn man vom
alten Start- zum alten Endzustand gelangt ist, d.h. man hat ein Wort aus L(M,, ) ge-
lesen. Mit der Riickwartskante und der Kante zum neuen Endzustand erkennt man
daher L(M,,)*.

Insgesamt gilt L(M,) = L(M,,)*. Mit der Induktionsannahme gilt daher L(M,) =
L(a1)*. Definition[4.7.1]liefert L(a}) = L(cy)* und daher L(M,) = L(«a)

2. 0.B.d.A. sei eine reguldre Sprache durch einen DFA M = (Z,%,0, z1, E), der diese ak-
zeptiert, gegeben. Wir konstruieren einen reguldren Ausdruck « sodass L(M) = L(«)
gilt. O.B.d.A. sei Z = {z1,...,2,}. Firw € ¥* und z; € Z mit g(zi,w) = z; sei
visit;(w) = q1,...,qm die Folge der durch den DFA besuchten Zustdnde (wobei ¢; = z;
und ¢, = z;).

Wir definieren die Mengen Lfij (firk € {0,...,n},i,7 € {1,...,n}), sodass Lﬁj genau alle
Worter w enthalt, die M von Zustand z; zu Zustand z; fiihren (d. h. 8z, w) = z;), die als
Zwischenzustidnde keine Zustdnde mit Index grofier als k£ benutzen, d. h.:

sodass furl =2,...,m —1l:wenn ¢, = z, dannp < k

Lf,j _ { we s d(zi,w) = zj und visit;(w) = q1, . . . , m, }

Wir zeigen per Induktion iiber k, dass es regulare Ausdriicke o ; gibt, die L erzeugen.
Fiir £ = 0 betrachten wir zwei Fille

« Wenni # j, dannist LY; = {a € ¥ | §(2;,a) = z;}. Sei L}; = {a1, ..., a,}, dann gilt
mit af ; = (a1|...|ay), dass L(af ;) = LY ;. Falls L ; = (), dann sei o ; = () und es gilt
ebenfalls L(af ;) = L} ..

« Wenni = j,dannist LY, = {e} U{a € X | 6(zi,a) = z}.Sei LY, = {e,a1,..., a4},
dann gilt mit af; = (¢la1] .. . |ag), dass L(af;) = LY

Fiir den Induktionsschritt verwenden wir als Induktionsannahme, dass es fiir alle ¢, j und
festem £ einen reguldaren Ausdruck aﬁ ; gibt, der Lﬁ ; erzeugt. Es gilt

k1 _ 1k k k « Tk
L7 = L U L (Liga k1) Ly s

denn ein Lauf von z; zu z; kann entweder den Zustand z;, nicht als Zwischenzustand
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verwenden (dieser Fall wird durch Lﬁ ; abgedeckt) oder der Lauf kann aufgespalten werden
in drei Teile die sequentiell aufeinander folgen:

a) Lauf von z; bis zum ersten Besuch des Zustands 2, (abgedeckt durch L, . )
b) Mehrmaliges, zyklisches Besuchen von k-1 (beliebig oft) (abgedeckt durch L¥ k1)

c) Letztmaliges Verlassen von 2, und Lauf bis zu z; (abgedeckt durch Lj | ;)

Der regulire Ausdruck, der L;T" erzeugt, ist daher of ' = (af |k, (of 1 ;1) 0k )

Die darin verwendeten regularen Ausdriicke sind alle von der Form af, und daher durch
die Induktionsannahme verfiigbar.

SchliefSlich konnen wir den reguliaren Ausdruck angeben, der L(M) erzeugt: Sei
E = {z,,...,%,}, dann gilt, dass (af; |af, |...|a}, ) die Sprache |, . L}, = L(M)
erzeugt. [

Beispiel 4.7.5. Wir konstruieren zum reguldren Ausdruck (¢|(a|b)*b(a|b)) einen NFA mit e-
Ubergangen und eindeutigen Start- und Endzustinden, der L(c|(a|b)*b(a|b)) akzeptiert. Wir ver-
wenden die Konstruktion aus dem Beweis des Satzes von Kleene (Theorem{4.7.4).

dann ist der entsprechend Theorem konstruierte reguldre Ausdruck

Q19 = (@%,Qla%,z(a%,ﬁ*aég)

((ale(e)*a) | (ale(e)*a) (ela(e)*a)” (¢|ale)*a))

denn
0 _ L0 _
11 = Qg9 =¢
ad, = a,=a
1,2 a1
a%,z = (al 2]a1 1(a1 1)*049, ) = (ale(e)*a)
032 = (a2 2’5“2 1(a1 1)*04(1), ) = (ela(e)*a)
Da fiir alle reguldiren Ausdriicke « die Gleichheiten L ((¢)*) = L (¢), L (ae) = L(a), L ((e]a)*) =
L((2)"), L((ele) (@)") = L((a)" (e|er)) = L((a)") und L (ala) = L () gelten, kann man den
reguldren Ausdruck ((ale(e)*a)| (ale(e)*a) (e|a(e)*a)” (e|a(e)*a)) vereinfachen zu (a|a(aa)*) Die

reprdsentierte Sprache besteht aus allen Waortern o' mit i € N+ und i ungerade.
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4.8. Zusammenfassende Darstellung der Formalismen fiir regulare Sprachen

Wir haben nun gezeigt, dass reguldare Grammatiken, DFAs, NFAs (mit e-Ubergidngen (und ein-
deutigen Start- und Endzustinden)) sowie reguldre Ausdriicke allesamt Formalismen sind, um
genau die Menge der reguldaren Sprachen zu repriasentieren.

Das folgende Schaubild zeigt nochmal die Zusammenhange und gibt Referenzen auf die ge-
zeigten Satze und Theoreme. Ein Pfeil A — B meint hierbei, dass wir eine Kodierung des einen
Formalismus A in den anderen Formalismus B angegeben haben.

Beachte, dass durch Benutzen von Wegen (d. h. mehrere Pfeile hintereinander), jeder Forma-
lismus in jeden anderen Formalismus iiberfiihrbar ist.

Regulére Grammatikenl Theorem[4.2.1]
[ (=Reguldre Sprachen) J DFADS

offer\SiCht“Ch

Theorem
e
Satz “ Theorem
[NFAS + s—ﬁbergénge}

orerl5

Satz

[ NFAs + e-Uberginge mit eindeutigem W (

¢ LRegulésire Ausdrﬁcke}
Start- und Endzustand ] Theorem4.7.4]

4.9. Das Pumping Lemma

Das Pumping-Lemma liefert eine Eigenschaft (die sogenannte Pumping-Eigenschaft, die wir
noch definieren werden), die fiir alle regularen Sprachen gilt. Daher kann man es verwenden,
um zu widerlegen, dass eine Sprache L regular ist, indem man zeigt, dass die Sprache L die be-
sagte Pumping-Eigenschaft nicht besitzt. Man kann das Pumping-Lemma nicht verwenden, um
zu zeigen, dass eine Sprache L regulir ist, da die Pumping-Eigenschaft zwar eine notwendige
aber keine hinreichende Bedingung fiir reguldre Sprachen ist (jede regulédre Sprache erfiillt sie,
aber es gibt auch nicht-regulédre Sprachen, die sie erfiillen).

Die Idee der Pumping-Eigenschaft geht aus der Beobachtung hervor, dass ein DFA eine endli-
che Menge von Zustidnden besitzt, und daher — sofern er eine unendliche Menge von Wortern
akzeptiert — Zustinde mehrfach besuchen muss. Tatsdchlich kann man sich klarmachen, dass
mindestens ein Zustand mehrfach besucht werden muss, sobald man eine bestimmte Wortlan-
ge liberschreitet: Ein DFA mit n Zustidnden, muss spatestens nach dem Einlesen von n Zeichen
einen Zustand besuchen, den er vorher schon besucht hat.

Lemma 4.9.1 (Pumping-Lemma). Sei L eine reguldre Sprache. Dann gilt die folgende, sogenannte
Pumping-Eigenschaft fiir L: Es gibt eine Zahl n € N+, sodass jedes Wort =z € L, das Mindestlinge
n hat (d. h. |z| > n), als z = uvw geschrieben werden kann, so dass gilt:

e luv| <n
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s o[ =1
e fiiralle i > 0: wv'w € L.
Die Zahl n nennt man auch die Pumping-Konstante der Sprache L.

Beweis. Sei M = (Z,%,0, zo, E') ein DFA der L akzeptiert. Sei n = |Z|. Dann muss jedes Wort z,
dass von L erkannt wird und Lange |z| > n hat, genau |z| + 1 Zustdnde besuchen. O.B.d.A. sei
die besuchte Folge qo, ¢1, - - - .| wobei qo = 2o und q|.| € E. Da |Z| = n gilt, wird mindestens
ein Zustand zweimal besucht, spatestens nach dem Lesen der ersten n Zeichen. Sei g (mit
k < n) der erste Zustand, der bereits besucht wurde (d. h. es gibt ein j < k, sodass ¢;, = ¢;
und k ist minimal bez. dieser Eigenschaft). Sei u der Prafix von z, der von ¢y zu ¢; fithrte (d.h.
g(q(), u) = g;), v das Teilwort, das von g; zu gy, fiihrte (d. h. g(q]‘, v) = qx) und w der verbleibende

~

Suffix mit z = wvw fiir den 6(qx, w) = g, gilt. Bildlich kann dies illustriert werden durch:

Wir zeigen nun die drei geforderten Eigenschaften der Zerlegung:
e Aus j < k folgt |v| > 1.
e Aus k < nfolgt |uv| <n
* Aus ¢; = g, folgt g(q(), u) =gq; = g(qo, uv) = qi uAnd somit g(qmuw) = g(Aqo,uvw) =qp €
E,d.h. uvotAu € L(M). Seii > 0, dann folgt aus d(qj,v) = gy = ¢; auch §(gj,v*) = g; und
daher auch 6(qo, wv'w) = d(qx, v'w) = 6(gj, w) = q|,) € E. Daher gilt uv'w € L(M) fiir alle
1€ N. ]

Bemerkung 4.9.2. Sei L = {w,...,wy,} eine endliche Sprache. Dann etfiillt L die Pumping-
Eigenschaft, denn mit k = max{|w;| | i« = {1,...,m}} (die Ldnge des ldngsten Wortes in L) und
n = k + 1 ist die Pumping-Eigenschaft fiir L erfiillt (denn es gibt keine Worte der (Mindest-)ldnge n
in L).

Die wesentliche Verwendung fiir das Pumping-Lemma ist es, zu zeigen, dass eine Sprache nicht
reguldr ist. Hierfiir wird Kontraposition verwendet: Die Aussage

Listregulair = L erfiillt die Eigenschaften des Pumping-Lemmas
ist dquivalent zur Aussage
L erfiillt die Eigenschaften des Pumping-Lemma nicht —> L ist nicht regular
Dementsprechend konnen wir die Aussage des Pumping-Lemmas passend formulieren:

Lemma 4.9.3 (Verwendung des Pumping-Lemmas zum Nicht-Regularitatsnachweis). Sei L ei-
ne formale Sprache fiir die gilt: Fiir jede Zahl n € N~ gibt es ein z € L, das Mindestldnge n hat
(d. h. |z| > n), und fiir jede Zerlegung z = wvw mit |uv| < n und |v| > 1, gibt es ein i > 0, sodass
wv'w ¢ L. Dann ist L nicht reguldr.
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Beweis. Das Pumping-Lemma besagt , L ist regulair = L erfiillt die Pumping-Eigenschaft®.
Diese Aussage (Implikation) ist logisch dquivalent (A =— B g.d.w.—-B = —A) zur Aussage
»L verletzt die Pumping-Eigenschaft = L ist nicht regular®.

Die Aussage ,, L erfiillt die Pumping-Eigenschaft“ kann als folgende pradikatenlogische Formel
geschrieben werden:

IneNsg:VzeL:(|z|>n = Ju,v,w: (z=uwvwA|uww| <nAlv| >1AVi > 0: (w'w e L)))

Wir formen die negierte Formel solange um, bis sie die Form der Aussage dieses Lemmas hatﬂ:

=(3n € Nag:Vz € Li(|z| > n = Ju, v, w:(z=uvw A |[uv| < n A |v| > 1AV > 0:(uwviw € L))))
+—V¥n € Nug:i=(Vz € Li(|z| > n = 3u, v, w:(z=uvw A |uv| < n A o] > 1AV > 0:(uwviw € L))))
+—Vn € Nug:(3z € L:i(=(|z] > n = Ju,v,w:(z=uvw A |uv| < n A |v| > 1AV > 0:(uwv'w € L)))))
+—Vn € Nyg:(dz € L:
+—Vn € Nyg:(dz € L:

(=()z] = n) V (Fu, v, w:(z=uvw A |uww| <A |lv| > 1AV > O:(yviw e L))
|z| > n) A =(Fu, v, w:(z=uvw A |uww| <n A v| > 1AV > 0:(uwv'w € L)))))
)

( (=

( ((
+—Vn € Nug:(3z € L:((|z] = n) A (Vu, v, w:(=(z=uwvw A |Juv| <n A o] > 1AV > 0:(w'w € L))))))
+—Vn € Nug:(3z € L:((|2] = n) A (Vu, v, w:(=(z=uvw A |uv| < n Afv| > 1)V =(Vi > 0:uviw € L)))))
+—Vn € Nug:(3z € L:((|2] = n) A (Vu, v, w:((z=uvw A |uv| < n A o] > 1) = =(Vi > 0:uv'w € L)))))
+—V¥n € Nog:(3z € L:((|z] > n) A (Vu, v, w:((z=uvw A |Juv| < n A o] > 1) = 3i > 0uv'w ¢ L)))))

Satz 4.9.4. Die Sprache L = {a’V/ | j € N} ist nicht reguldr.

Beweis. Wir verwenden Lemmal4.9.3] Sei n € N beliebig. Wir wahlen fiir z € L das Wort a"b"
(fiir welches |z| > n erfillt ist). Sei 2= = uvw eine beliebige Zerlegung von z, sodass |uv| < n
und |v| > 1. Dann gilt v = a",v = " " mit r < n. Daher konnen wir z.B. i = 2 wahlen und
erhalten wv'w = wvw = a"a" "a" "V = a** V" ¢ L,dar < n. (Beachte: Wir hitten z. B.
auch i = 0 wihlen konnen!). Wir haben die Voraussetzung von Lemma [4.9.3|gezeigt, daher ist
L nicht regular. O

Beachte, dass wir das Verwenden des Pumping-Lemmas zum Widerlegen der Regularitat, wie
im letzten Beweis auch als Gewinnstrategie fiir ein Spiel gegen einen Gegner (der davon iiber-
zeugen will, dass die betrachtete Sprache regulér ist) auffassen konnen:

Sei L die formale Sprache.
1. Der Gegner wahlt die Zahl n € Ny,.
2. Wir wihlen das Wort z € L mit |z| > n.
3. Der Gegner wihlt die Zerlegung z = wvw mit |uv| < nund |v| > 1.
4. Wir gewinnen das Spiel, wenn wir ein i > 0 angeben konnen, sodass uv'w ¢ L.

Wenn wir das Spiel fiir alle WahIimaglichkeiten des Gegners gewinnen, dann haben wir die Nicht-
regularitit von L nachgewiesen.

Satz 4.9.5. Die Sprache L = {aP? | p ist Primzahl} ist nicht reguldir.

'Wir verwenden +— als Symbol fiir Aquivalenzumformungen
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Beweis. Wir verwenden das Pumping-Lemma in Form des eben eingefiihrten Spiels: Sei n €
N. vom Gegner gewdhlt. Wir wihlen das Wort z € L als a” mit p ist die ndchste Primzahl, die
grofRer gleich n ist. Der Gegner wahlt eine Zerlegung v = a”, v = a*, w = a' mit vvw = d?,
luv| <mn, [v] > 1.

Wirwihleni = p+1. Dannist uv'w ¢ L, dennuv'w = a’ (a®)Pat = "+ PH)+ = grtsptstt —
a® PP = P (s+1) ynd fiir s > 1 folgt, dass p - (s + 1) keine Primzahl sein kann. O

Satz 4.9.6. Die Sprache L = {a™ | n ist Quadratzahl} ist nicht reguldr.

Beweis. Sei n € Ns beliebig. Sei z € L mit Mindestldnge n das Wort z = a™”. Sei z = wvw,
sodass |uv| < nund |v| > 1. Dann gilt uv?w = a* mit 1 + n? < k (denn |[v| > 1) und k < n? +n
(denn |uv| < n und daher |v| < n). Dann kann k jedoch keine Quadratzahl sein, denn n? +n =
(n+1)-n < (n+1)2D.h. ww?w ¢ L. Mit dem Pumping-Lemma folgt, dass L nicht reguldr
ist. O

Satz 4.9.7. Die Sprache L = {a*" | n € N} ist nicht regular.

Beweis. Sei n € Ny beliebig. Sei z € L das Wort z = a®" (welches Linge 2" > n hat). Sei
2 = wvw mit |uv| < nund |v| = k > 1. Dannist 1 < k < n und wv?w = o> ¥ und 2" + k # 2!
da2" +k < 2"t!l = 2" 4 2" denn k < n < 2". Mit dem Pumping-Lemma folgt, dass L nicht
reguldr ist. O

Satz 4.9.8. Die Sprache L = {w € {a,b}* | w ist Palindrom} ist nicht reguldr.

Beweis. Sein € Ny beliebig. Wir wiahlen z = a"ba™ als Wort mit Mindestlange n. Sei z = uvw
mit |[uv| < nund |v| > 1. Dann ist uv®w = a¥ba™ mit k = n — |v| < n kein Palindrom. Mit dem
Pumping-Lemma folgt, dass L nicht regular ist. O

Das Pumping-Lemma liefert eine notwendige Bedingung fiir regulare Sprachen, die jedoch
nicht hinreichend ist, denn:

Lemma 4.9.9. Es gibt Sprachen, welche die Pumping-Eigenschaft (siehe Lemma erfiillen
aber nicht reguldr sind. Die Sprache L = {a*b'c! | k,1 € N} U {b, c}* ist eine solche Sprache.

Beweis. Wir zeigen hier nur, dass L die Pumping-Eigenschaft erfiillt (die Nichtregularitiat von
L zeigen wir erst spdter in Satz[4.10.5). Sein > 1 die Zahl aus dem Pumping-Lemma und z € L
mit |z] > n. Wenn z € {b,c}*, zerlege z.B. u = ¢,v das erste Symbol von z und w der n — 1-
Zeichen lange Suffix von z. Offensichtlich gilt [v| > 1, |uv| < n und wv'w € {b,c}* C L fiir alle
i € N. Wenn z von der Form a*t'c! ist und z ¢ {b, c}*, dann muss k > 0 gelten und wir zerlegen
z=wvwmitu =¢,v = a,w = a* bl Da |v| = 1, |uv| < nund wwiw = a*+=1blc! € L fiir alle
i € N, erfiillt L die Eigenschaften des Pumping-Lemmas. O

Das folgende Venn-Diagramm verdeutlicht die Beziehung zwischen allen Sprachen, den regu-
laren Sprachen und den Sprachen, welche die Pumping-Eigenschaft erfiillen.
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Sprachen, die die Pumping-Eigenschaft erfiillen

\

Regulédre Sprachen

Alle Sprachen

Nur fiir die, in der weifs markierten Teilmenge liegenden Sprachen, lasst sich das Pumping-
Lemma verwenden, um deren Nichtregularitat nachzuweisen. Eine genaue Charakterisierung
der reguldren Sprachen (endlicher Index der Nerode-Relation) betrachten wir im ndachsten Ab-
schnitt.

4.10. * Der Satz von Myhill und Nerode

Wir definieren die sogenannte Nerode-Relation (benannt nach Anil Nerode):

Definition 4.10.1 (Nerode-Relation ~;). Sei L eine formale Sprache iiber Y. Die Nerode-
Relation ~; C ¥* x ¥* zu L ist definiert fiir alle Worte u,v € ¥* durch:

u~p v <= YweX tuweL < vwelL

Informell sind v und v aquivalent bez. ~, wenn sich ihr Enthaltensein in L gleich verhalt
beziiglich beliebiger Erweiterung um denselben Suffix.

Satz 4.10.2. Die Nerode-Relation ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Reflexivitat von ~, gilt genau wie Symmetrie offensichtlich. Transitivitdt gilt auch:
Wir nehmen an, dass u; ~p, uo und us ~p, ug gilt. Sei w € ¥*. Wenn uyw € L, dann folgt aus
u1 ~p, uz auch ugw € L, woraus mit uy ~ us wiederum usw € L folgt. Analog kann gezeigt
werden, dass usw € L auch uyw € L impliziert. Daher gilt uyw € L <= wuzw € L und damit
Uy~ U3. L]

Wir erinnern, dass eine Aquivalenzrelation die Grundmenge ©* in disjunkte Aquivalenzklassen
[u1]~, , [u2]~, , ... zerlegtund dass der Index einer Aquivalenzrelation die Anzahl der disjunkten
Aquivalenzklassen ist (u. U. co bei unendlich vielen Aquivalenzklassen). John Myhill und Anil
Nerode bewiesen in den 1950er Jahren den folgenden Satz:

Theorem 4.10.3 (Satz von Myhill und Nerode). Eine formale Sprache L ist genau dann reguldir,
wenn der Index von ~, endlich ist.

Beweis. Wir haben zwei Richtungen zu zeigen:
1. Wenn L regulér ist, dann ist der Index von ~, endlich.
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2. Wenn der Index von ~, endlich ist, dann ist L regular.
Wir beweisen beide Teile unabhingig voneinander.

1. Sei L reguldr und sei M = (Z,%,9, 29, E) ein DFA der L akzeptiert (d.h. L(M) = L).
0O.b.d.A. seien alle Zustande von M vom Startzustand aus erreichbar. Sei ~,,C (¥* x ¥*)
definiert durch v ~y; v < g(zo, u) = g(zo, v), d. h. Worter u, v sind dquivalent bez.
~ 7, wenn sie ausgefiihrt auf M zum gleichen Zustand fiihren. Es lasst sich leicht priifen,
dass ~ ) eine Aquivalenzrelation ist. Der Index von a; ist offensichtlich | Z| und daher
endlich. Wir zeigen, dass u ~,; v = wu ~p v gilt und damit, dass =), die Relation ~,
verfeinert, d. h. mehr oder gleich viele disjunkte Aquivalenzklassen als ~, hat. Dann folgt
sofort, dass der Index von ~, hochstens |Z| und daher endlich ist.

Sei u ~y; v und w € ©*. Dann gilt §(zo, vw) = g(g(zo, u),w) = g(g(zo,v), w) = g(zo,vw)
und damit uw € L <= vw € L. Da w beliebig gewdhlt war, zeigt dies u ~, v.

2. Seider Index von ~, endlich. Dann gibt es n € N+ und Reprasentanten u, . .., u,, sodass
¥ = [ui]e, Y. . YUlup)~, . Wir definieren den sogenannten Nerode-Automaten:

SeiM = (Z,%,6,[¢]~,,E) einDFAmit Z = {[ui]~,, ..., [un]~, }, 0([ti]~,,a) = [wia]~, fur
allea € Yund E = {[ui]~, | i€ {1,...,n},u; € L}. Wir zeigen w € L(M) <= w € L:
w € L(M)ist aquivalent zu 5( [e]~,,w) € E,was (anhand der Definition von §) aquivalent
zu [w]~, C L ist, und wiederum dquivalent zu w € L ist. D. h. der DFA M akzeptiert die
Sprache L. O

Der Satz von Myhill und Nerode gibt eine genaue Charakterisierung der reguldren Sprachen.
Er wird meist dazu verwendet, die Nichtregularitit einer formalen Sprache L nachzuweisen,
indem man zeigt, dass der Index der Nerode-Relation ~; unendlich ist. Dafiir reicht es aus,
unendlich viele disjunkte Aquivalenzklassen zu finden. Oft findet man diese, indem man ver-
sucht fiir alle 7 € N, Worter u; und w; zu finden, sodass alle u; paarweise verschieden sind, und
alle w; paarweise verschieden sind und w;w; € L, aber u;w; ¢ L flr i # j.

Beispiel 4.10.4. Betrachte die Sprache L = {a™b" | n € Ns(} und deren Nerode-Relation
~. Die Aquivalenzklassen [a'b]~, fiir i € N enthalten jeweils alle Worter, denen noch i — 1
b’s fehlen, um in L enthalten zu sein. Z.B. ist [ab]., = L, [a®b]., = {a®b,a3b? a'b3, ..},
[a3b]~, = {a3b,a*b? a®b3,a%*,...}. All diese Aquivalenzklassen sind paarweise disjunkt bez. ~ 1,
denn fiir w; = b*~! gilt a’bw; € L aber a’bw; ¢ L. Daher ist der Index von ~, nicht endlich und
der Satz von Myhill und Nerode (Theorem zeigt, dass L nicht reguldr sein (was wir bereits
wussten, durch Beweis mit dem Pumping-Lemma).

Bisher konnten wir nicht zeigen, dass die Sprache L = {a*b!c! | k,1 € N} U {b, ¢}* nicht reguldr
ist, da das Pumping-Lemma nicht anwendbar ist (sieche Lemma4.9.9). Mithilfe des Satzes von
Myhill und Nerode holen wir das jetzt nach:

Satz 4.10.5. Die Sprache L = {a*b'c! | k,1 € N} U {b, c}* ist nicht reguldr.

Beweis. Betrachte die Aquivalenzklassen [ab'c].., fiir i € No. Diese sind alle paarweise ver-
schieden, da fiir i, € Nyo mit w; = ¢/~ ! gilt: ab'cw; € L, aber ab/cw; ¢ L fiir i # j. Der Index
von ~, ist daher co und Theorem4.10.3|zeigt daher, dass L nicht regular ist. O
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Beispiel 4.10.6. Wir betrachten erneut die Sprache L = {uaav | uv € {a,b}*} iiber ¥ = {a,b}
(alle Worter, die zwei aufeinanderfolgende a’s enthalten). Dann hat ~, drei disjunkte Aquivalenz-
klassen:

e]l~, = {w € X*| w enthdlt keine zwei aufeinander folgende a und endet nicht mit a}
lal~, = {wX*|w enthdlt keine zwei aufeinander a und endet mit a}
[aal., = {w € X*|w enthdlt zwei aufeinanderfolgende a} = L

Zundchst kann man verifizieren, dass alle Fille erfasst sind, d. h. [¢]~, U[a]~, Ulaa]~, = ¥*. Dafiir
muss man sich davon iiberzeugen, dass Worte in den Mengen dquivalent sind und die Beschreibun-
gen der Mengen stimmen. ([¢]~., sind alle Worte u denen noch ein Wort w aus L angehdngt werden
muss, damit ww € L gilt, [a]~, sind alle Worte u denen noch ein Wort w aus L oder w = aw’
mit w' € ¥* angehdngt werden muss, damit uw € L gilt, [aa]~., sind alle Worte v, fiir die fiir al-
lew € ¥* gilt wvw € L). Die drei Aquivalenzklassen sind paarweise disjunkt: Fiir ¢ und a gilt mit
w=a:ew ¢ L, aber aw € L, d. h. € 71, a. Fiir a und aa gilt mit w = €: aw ¢ L aber aaw € L, d. h.
a +1, aa und schliefSlich gilt fiir ¢ und aa und w = €: ew ¢ L aber aaw € L, d. h. € #}, aa.

Wir erzeugen den DFA (den sogenannten Nerode-Automat), wie er im Beweis von Theorem
konstruiert wird. Sei M = (Z,%,9, zo, E) mit Z = {[¢|~,, [a]~,, [aa]~, }, 20 = [€]~,, E = {[aa]~,}
und

0[]~ a) =lal~y,  O([a]~y,a) =[aalw,  6([aa]~,,a) = [ad]~,

5([8]NL7b) = [E]NL 5([a]NL7 b) - [E]NL 5([aa]~u b) = [aa]NL

Der Zustandsgraph von M ist

Satz 4.10.7. Der Nerode-Automat einer reguldren Sprache L ist der sogenannte Minimalautomat,
d. h. jeder DFA M', mit L(M') = L hat mindestens so viele Zustdnde wie der Nerode-Automat.
Zudem sind alle minimalen DFAs (bis auf Umbenennung von Zustdnden) identisch.

Beweis. Sei M = (Z,3%,6, 29, E) der Nerode-Automat der Sprache L und M’ = (Z',%, ¢, 2, E')
ein beliebiger DFA mit L(M’) = L. Der Beweis von Theorem [4.10.3| zeigt, dass ~,, eine Ver-
feinerung von ~ ist (=, C ~p) und dass ~,; = ~, gilt. Daher ist Index(~ ;) > Index (=)
und daher auch |Z'| = Index (=) > |Z| = Index ().

Sei nun |Z'| = |Z|, d.h. M’ habe eine minimale Zustandsanzahl. Dann muss aufgrund von
~y C ~p gelten, ~,; = ~jp.Da auch ~;, = =, gilt, folgt, dass f : Z — Z' mit
f([W=y,) = f(lu]~,) = [u]~, ein Isomorphismus auf den Zustdnden ist. Offensichtlich gilt
auch f(6([u]~p,a)) = f([ual~,) = [ualx,, = 8 ([u]x,,,a) = 0'(f([u]~,,a)). D.h. die Automa-
ten M und M’ verhalten sich (bis auf die Umbenennung f) identisch. O

Die letzte Aussage zeigt, dass der Nerode-Automat eindeutig und minimal ist. Beachte, dass
dies fiir NFAs im Allgemeinen nicht richtig ist. Es gibt strukturell unterschiedliche NFAs mit
der selben minimalen Zustandsanzahl. Ein Beispiel (angelehnt an ein Beispiel aus (Sch08)) sind
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die beiden im folgenden gezeigten NFAs, die beide die Sprache {ua | v € ¥*} tiber dem Al-
phabet ¥ = {a, b} erkennen und die minimale Anzahl an Zustdnden besitzen, aber strukturell
verschieden sind:

CL, b b a
OO
a
> (0O
b

4.11. Minimierung von Automaten

Dieser Abschnitt richtet sich nach (Weg99).

Definition 4.11.1 (Aquivalenzklassenautomat). Sei M = (Z,%,4, zo, E) ein DFA. Wir nennen
zwei Zustdnde z,z' € Z dquivalent und schreiben = = 2/ falls gilt: fiir alle w € ¥* : 6(z,w) €
E <= 6(2',w) € E. Der Aquivalenzklassenautomat zu M ist der DFA M' = (Z',%,¢', 2}, E') mit

Z'=A{lzl= | z € Z}, 2, = [20]=, E' = {[#]= | z € E} und §'([z]=,a) = [0(2,a)]=.

Beachte, dass der Aquivalenzklassenautomat wohldefiniert ist, d. h.
o F'ist wohldefiniert: Aus z = 2! folgt, dass z € £ <« 2/ € E gilt (dies folgt mit w = ¢
aus z = 72/, denn d(z,w) € £ <= §(z/,w) € E)
* 0([z]=, a) ist eindeutig fiir alle [z]= € Z’,a € ¥, d.haus z = 2’ folgt 6(z,a) = 4(<',a):

~ ~

Sei z = 2/, dann gilt 6(z,w) € F <= §(z/,w) € F und damit auch §(z,aw) € E <=

~ ~

(', aw) € E und damit auch §(8(z,a),w) € E < §(6(2,a),w) € E.D.h. es gilt dann
auch é(z,a) = §(7, a).

Satz 4.11.2. Sei M = (Z,%, 6, 29, E) ein DFAund M' = (Z',%, 8, 2}, E') der Aquivalenzklassen-
automat zu M. Dann gilt

1. L(M) = L(M')
2. Falls alle Zustdnde in Z vom Startzustand zq erreichbar sind, dann ist M’ minimal.

Beweis.

1. Sei w € ¥*. Dann gilt:

* M durchlduft die Zustandsfolge qq, . . ., q),,| €ntlang w und akzeptiert w genau dann,
wenn g, € F gilt.

* M'durchlduft die Zustandsfolge [qo]=, - . . , [,,]= und akzeptiert w genau dann, wenn
[quw)]= € E' gilt.

Da per Definition [¢|,,]= € £’ genau dann gilt, wenn ¢|,,| € E gilt, folgt, dass M und M’
dieselben Worte akzeptieren.

2. (x) Da alle Zustdnde in M erreichbar sind, sind per Konstruktion auch alle Zustin-
de in M’ erreichbar. Fiir die Minimalitdt geniigt es zu zeigen, dass M’ nicht mehr
als Index(~y) Zustinde hat. Wir zeigen, dass es fiir jede Aquivalenzklasse [v].,
nur maximal einen Zustand in M’ gibt, der vom Startzustand entlang jedes Wortes
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u € [v]~, erreicht wird. Daraus folgt dann sofort (da alle Zustande in M’ erreich-
bar sind), dass M’ nicht mehr als Index(~y) Zustinde hat. Seien u,v’ € [v].,, d.h.
u ~p . Dann gilt Vw € ¥* : ww € L = vw'w € L, woraus folgt
Yw € ¥X* ¢ g’(z(’),uw) € F — g’(z{),u’w) € E’, was weiter umgeformt werden
kann zu Yw € ¥* : g’(g’(z(’),u),w) € F — g’(g’(z(’),u’),w) € FE’, was dquivalent zu
8 (2, u) = 8 (24, u') ist, d. h.[& (2, u))= = [0 (24, u/))=. O

SchliefSlich benétigen wir noch einen Algorithmus, um alle dquivalenten Zustéande eines gege-
benen DFAs zu berechnen. Dann haben wir einen Minimierungsalgorithmus fiir DFAs gefun-
den, indem wir erst dquivalente Zustdnde berechnen und dann den Aquivalenzklassenautomat
bilden.

Die Ideen bei der Berechnung der dquivalenten Zusténde sind:
e Markiere Paare von Zustdnden, die verschieden sein miissen (initial alle {z, 2’} mit z € E,
2 & F).
» Vervollstandige das Markieren, durch Untersuchen von Ubergéngen: Wenn {z, 2’} noch
nicht markiert ist, dann priife fiir jedes a € 3, ob die beiden Nachfolger {4(z,a),d(z',a)}

markiert sind. Falls ja, dann markiere {z, z’'}. Dieser Vorgang wird solange wiederholt bis
sich nichts mehr dndert.

« Alle am Ende unmarkierten Paare stellen dquivalente Zustidnde dar.
In Algorithmus 3|sind diese Schritte in Pseudo-Code ausformuliert.

Algorithmus 3 : Berechnung aller dquivalenten Zustiande
Eingabe : DFA M = (Z, %, 4, 29, F), der keine unerreichbaren Zustande hat
Ausgabe : Zustandspaare {z, 2’} mit z # 2/ fiir die gilt z = 2’
Beginn
stelle Tabelle T aller Zustandspaare {z, 2’} mit z # 2z’ und z, 2’ € Z auf;
markiere alle Paare {z,2'} inT mit z € Eund 2’ ¢ F,
wiederhole
fiir jedes unmarkierte Paar {z,z'} in T tue
fiir jedes a € X tue
wenn {0(z,a),d(z',a)} in T markiert ist dann
| markiere {z, 2/} in T;
Ende
Ende
Ende
bis sich T nicht mehr verdindert;
return {{z, 2’} | {z, 2} ist nicht markiert in T}
Ende

Satz 4.11.3. Sei M = (Z,%,6, 20, E) ein DFA, der keine unerreichbaren Zustdinde hat. Die vom
Algorithmus [3|fiir M berechneten Zustandspaare sind dquivalent und es gibt keine weitere dquiva-
lenten Paare.

Beweis.
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« Wenn der Algorithmus [3|ein Paar {z, 2’} markiert, dann gilt ~ # 2’: Wir zeigen, dass es
fiir jedes markierte Paar {z, 2’} ein Wort w gibt, sodass ~(3(z,w) € E <= 6(¢/,w) € E):
Wir verwenden Induktion iiber die Anzahl an Iterationen der Wiederhole-Schleife in der
{2z, 2’} markiert wird. Wenn {z, 2’} vor der Wiederhole-Schleife markiert wird (die Anzahl
der Iterationen ist 0), gilt dies fiir w = . Wenn die Anzahl an Iterationen echt grofSer als
0 ist, dann wird {z, 2’} markiert, weil es a € ¥ und ein markiertes Paar {g¢, ¢’} gibt mit
d(z,a) = qund §(2',a) = ¢'. Da {q, ¢’} schon markiert ist zu diesem Zeitpunkt, liefert die
Induktionsannahme, dass es ein Wort w’ gibt mit —(3(¢q,w') € E <= (¢, w') € E). Mit
w = aw’ folgt ~(8(z,w) € E < (<, w) € E).

» Wenn z # 2/, dann markiert der Algorithmus|3|das Paar {z, 2’}: Wir fiihren einen Beweis
durch Widerspruch und nehmen an, es gibt Paare z # 2/, die vom Algorithmus nicht
markiert werden. Wir wiahlen darunter das Paar {z, 2}, fiir welches es ein minimal langes
Wort w gibt mit —(8(z,w) € E <= §(z,w) € E). Wenn w = ¢, dann wiirde {z, 2/}
vor der Wiederhole-Schleife markiert, was ein Widerspruch zur Annahme ist, dass {z, 2’}
nicht markiert wird. Wenn w = aw’ mit ¢ € %, dann gilt: Wenn {4(z,a),d(z',a)} vom
Algorithmus markiert wird, dann auch {z, z’}. D. h. {6(z, a), (2’ a) } wird nicht markiert.

~ ~

Dann gilt fiir w’: - ( (0(z,a),w") € E <= §(6(z',d),w') € E) und |w’| < |w|. Dies ist
ein Widerspruch dazu, dass {z, 2’} minimal gewdhlt wurde. O

Der Algorithmus zur Bestimmung der dquivalenten Paare kann in Zeit O(|Z|* - |X|) implemen-
tiert werden: Wir gehen davon aus, dass die Tabelle T durch ein zweidimensionales Array der
GrofSe |Z| x |Z] repréasentiert wird und konstanten Zugriff auf die Markierung der Paare {z, 2’}
moglich ist.

Jeder Durchlauf der Wiederhole-Schleife benétigt Zeit O(|Z|?|%|). Die Anzahl der Durchldufe
der Wiederhole-Schleife ist durch | Z|? begrenzt, da es nur |Z|? Paare gibt und mindestens ein
Paar pro Durchlauf markiert wird. Die restlichen Schritte benotigen konstante Laufzeit. Es gibt
schnellere Implementierungen, mit Laufzeit O(]Z|?|%|) (sieche (HMUO06)).

In Algorithmus[4wird er komplette Algorithmus zur Zustandsminimierung von DFAs beschrie-
ben.

Algorithmus 4 : Minimierung von DFAs

Eingabe : DFA M = (Z,%, 6, 29, F)

Ausgabe : Minimaler DFA M’ mit L(M) = L(M’)

Beginn
entferne Zustinde aus M, die vom Startzustand nicht erreichbar sind;
berechne dquivalente Zustiande mit Algorithmus ;
erzeuge den Aquivalenzklassenautomat, indem die berechneten dquivalenten

Zustidnde vereinigt werden;
Ende

Beispiel 4.11.4. Sei > = {a, b, ¢} und der folgende DFA M gegeben:

D. Sabel, Skript FSK & TIMI,SoSe 2022 51 Stand: 15. September 2022



4. Reguldire Sprachen

Wir berechnen den Minimalautomaten zu M. Zundchst sind alle Zustdnde vom Startzustand zy aus
erreichbar und wir kénnen direkt die dquivalenten Zustdinde berechnen: Die Tabelle T wird erstellt
als

21

22

23

24

25

20 21 22 23 %24

Initiales Markieren alle Paare {z, '} mit z € {zo, 21, 22, 23} und 2z’ € {z4, z5 } ergibt

21

22

23

221 XXX | X
X | XXX

20 21 22 3 24

Durchlaufen der Wiederhole-Schleife markiert
e {z0,21}, da{d(z0,¢),(z1,¢)} = {z3, z4} bereits markiert ist,
e {20, 22}, da {6(zo, ), (22, )} = {z3, 24} bereits markiert ist, und
o {z0,23}, da{d(z0,¢),d(z3,¢c)} = {z3, 25} bereits markiert ist.

Weitere Markierungen werden nicht durchgefiihrt, d. h. T hat nach Verlassen der Wiederhole-
Schleife die Form:
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21| X
22 | X
23| X
2 X | X | XX
X | XXX

20 RA1 22 23 24

Das ergibt 21 = 23, 21 = 29, 220 = 23, 24 = 25 und daher die Aquivalenzklassen [29]_ = {z0},
[z1]= = {21, 22, 23}, za= = {24, 25} und den Minimalautomaten

4.12. Abschlusseigenschaften der regulidren Sprachen

Wir untersuchen, gegeniiber welchen Operationen die reguldren Sprachen abgeschlossen sind.

Satz 4.12.1. Die reguldren Sprachen sind abgeschlossen beziiglich Vereinigung, Produkt und Klee-
neschem Abschluss.

Beweis. Das folgt direkt daraus, dass fiir reguldre Sprachen L, Lo, die durch reguliare Ausdriicke
aq, oy erzeugt werden (d. h. L(«y;) = L; fiir i = 1, 2), gilt:

* (oufag) erzeugt L(an|az) = L(on) U L(az) = L1 U Ly,

e ajag erzeugt L(ajaw) = L(ay)L(ag) = L1 Ly und

e (aq)* erzeugt L(ay)* = L.
D. h. Vereinigung, Produkt und Kleenescher Abschluss werden durch reguldre Ausdriicke er-
zeugt und sind daher regulédre Sprachen (Theorem[4.7.4). O

Satz 4.12.2. Die reguldren Sprachen sind abgeschlossen beziiglich Komplementbildung.

Beweis. Sei L eine reguldre Sprache und M = (Z,%, 4, 29, E') ein DFA der L akzeptiert. Dann
akzeptiert M = (Z,%,6, 2, Z \ E) die Sprache L (d. h. das Komplement von L): Offensichtlich

o~

gilt (6(z0,w) € E) <= —=(d(20,w) € Z\ E) O

Satz 4.12.3. Die reguliiren Sprachen sind abgeschlossen beziiglich Schnitt.

Beweis. Das folgt aus den S‘citzen|4.12.1|und |4.12.2| und dem Fakt, dass L1 N Ly = Ly U Ly, gilt.
Ein direkter Beweis ist: Seien M, = (Zl, E, 51, 201, El) und My = (ZQ, Z, (52, 202, Eg) DFAS, die
Ly = L(M;)und Ly = L(M>) akzeptieren. Der Produktautomat von M; und My ist der DFA
M = (Zy x Z3,%,0, (201, 202), E1 x Ep) mit §((z,2'),a) = (d1(2,a),02(2',a)) fir allea € X

und (z,2") € Zy x Zy. M akzeptiert L; N Lo, denn es gilt: §((z0,1,20,2), w) € (Ei, E2) <=
(5A1(20,1,w) € By A da(z02,w) € Ez)- O
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Zusammenfassend halten wir fest:

Theorem 4.12.4 (Abschlusseigenschaften der reguldren Sprachen). Die reguldren Sprachen
sind abgeschlossen beziiglich Vereingung, Schnitt, Komplementbildung, Produkt und Kleeneschem
Abschluss.

Beachte, dass die Abschlusseigenschaften der reguldaren Sprachen nicht nur niitzlich sind, um
aus regulidren Sprachen weitere reguldre Sprachen zu konstruieren, sondern sie konnen auch
verwendet werden, um die Nichtregularitdt von Sprachen zu zeigen.

Satz 4.12.5. Die Sprache L = {a™ | n ist keine Primzahl} ist nicht reguldr.

Beweis. Nehme an, L ist regular. Da die reguldren Sprachen abgeschlossen sind unter Komple-
mentbildung (Theoremm gilt dann auch L = {a}* \ L = {a" |nist eine Primzahl} ist
reguldr. Das ist jedoch ein Widerspruch zu Satz“ 4.9.5| der zeigt, dass L nicht regulir ist. Daher
war unsere Annahme falsch, L kann nicht regulédr sein. O

Satz 4.12.6. Die Sprache L = {w € {a,b}" | #4(w) = #(w)} ist nicht reguldr.

Beweis. Nehme an, L ist reguldr. Die Sprache L' = {a"™ | n,m € N} ist reguldr, da z. B. der
folgende NFA mit e-Ubergidngen L' akzeptiert:

by

Da L und L' regulér sind und die reguldren Sprachen beziiglich der Schnittbildung abgeschlos-
sen sind, folgt auch L N L' ist reguldr. Da L N L' = {a/¥’ | j € N} ist dies ein Widerspruch zu
Satz Also war unsere Annahme falsch: L ist nicht regular. O

4.13. Entscheidbarkeitsresultate zu reguldaren Sprachen

Wie bereits gezeigt, ist das Wortproblem fiir Typ 1,2,3-Sprachen entscheidbar (siehe Satz[3.3.2]
und Korollar[3.3.3). Ist die Sprache reguldr und durch einen DFA gegeben, dann kann das Wort-
problem in Linearzeit in der Lange des Wortes entschieden werden, denn die Berechnung von
S(zo, w) braucht fir einen DFA nur |w| Schritte.

Wir betrachten nun die weiteren Probleme, wie wir sie in Abschnitt [3.4] definiert haben und
zeigen, dass allesamt fiir die Klasse der reguldren Sprachen entscheidbar sind.

Satz 4.13.1. Das Leerheitsproblem fiir reguldre Sprachen ist entscheidbar.

Beweis. Sei L eine reguldre Sprache, und M ein DFA mit L(M) = L. Dann gilt L = () genau
dann, wenn es keinen Pfad vom Startzustand zu einem Endzustand in M gibt. Dies kann man
leicht mit einer Tiefensuche auf dem Zustandsgraph von M iiberpriifen. O

Satz 4.13.2. Das Endlichkeitsproblem fiir reguldre Sprachen ist entscheidbar.
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Beweis. Sei L eine reguldre Sprache und M ein DFA mit L(M) = L. Dann gilt |L| < oo genau
dann, wenn es keinen Pfad vom Startzustand zu einem Endzustand in M gibt, der eine Schlei-
fe enthilt. Auch dies kann man leicht mit einer Tiefensuche auf dem Zustandsgraph von M
tiberpriifen. O

Satz 4.13.3. Das Schnittproblem fiir reguldre Sprachen ist entscheidbar.

Beweis. Seien L; und L, regulare Sprachen und M, M, DFAs die L, L, akzeptieren. Berech-
ne den Produktautomaten M mit L(M) = L; N Lo (sieche Beweis von Satz 4.12.3) und priife
anschliefSend das Leerheitsproblem fiir M. O

Satz 4.13.4. Das Aquivalenzproblem fiir regulire Sprachen ist entscheidbar.

Beweis. Seien L, und L, reguldre Sprachen und M, M, DFAs die L1, L, akzeptieren. Dann be-
rechne die Minimalautomaten von M; und M> und priife diese auf Isomorphie. O
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In diesem Kapitel behandeln wir die Typ 2-Sprachen der Chomsky-Hierarchie, die kontextfrei-
en Sprachen, kurz CFL (von context free language). Zur Erinnerung: Diese werden durch Typ 2-
Grammatiken d. h. kontextfreie Grammatiken, kurz CFG (von context-free grammar), erzeugt.
Diese fordern, dass linke Seiten der Produktionen genau aus einer Variablen bestehen.
Kontextfreie Sprachen erlauben mehr als reguldre Sprachen und sie sind insbesondere niitz-
lich, um Klammerungen und geklammerte Sprachen zu beschreiben. Sie werden daher haufig
verwendet, um die Syntax von Programmiersprachen zu beschreiben.

Z.B. beschreibt die kontextfreie Grammatik G = ({E, M, Z},{+,*,(,)} U{0,...,9}, P, E) mit

P={E— M|E+M,

M—Z|MxZ,

Z - N|(B),

N—1D| ... |9D,
C D—0D|...|9D|¢e}

geklammerte arithmetische Ausdriicke.

Die Sprache L = {a/}’ | j € N} ist nicht regulér (siehe Satz[4.9.4), aber kontextfrei, denn sie
wird z. B. durch die Produktionen S — ¢ | T und T' — aTb | abund S als Startsymbol erzeugt.
In diesem Kapitel behandeln wir die Normalformen von kontextfreien Grammatiken (Chomsky-
Normalform und Greibach-Normalform), Methoden zum Widerlegen der Kontextfreiheit von
formalen Sprachen (das Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen und als Verallgemeine-
rung, Ogden’s Lemma), Abschlusseigenschaften von kontextfreien Sprachen, einen effizienten
Algorithmus zum Losen des Wortproblems fiir kontextfreie Sprachen (der CYK-Algorithmus),
weitere Entscheidbarkeitsresultate und schliefSlich ein Automatenmodell, dass genau die kon-
textfreien Sprachen erfasst (die Kellerautomaten).

5.1. x Einfache Operationen auf CFGs

In diesem Abschnitt beweisen wir einige Hilfssidtze, die Operationen auf CFGs durchfiihren,
ohne deren erzeugte Sprache zu dndern.

Lemma 5.1.1 (Inlining von Produktionen). Sei G = (V, %, P, S) eine CFG, sei A — uBv € P,
seien B — wy | ... | wy alle Regeln mit B als linker Seite und sei

G = (V,Z, P\ {A - uBv} U{A = uwiv |uwov | ... | uw,v}, S).
Dann erzeugen G und G’ dieselbe Sprache, d. h. L(G) = L(G").

Beweis. Sei S ={, w € ¥* eine Ableitung von w mit G. Der Syntaxbaum dieser Ableitung kann
leicht modifiziert werden, sodass er einer Ableitung mit G’ entspricht, indem die Ableitungs-
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schritte, die A — uwBwv und anschliefSendes B — w; im Syntaxbaum anwenden, durch einen
Schritt A — ww;v ersetzt werden. Umgekehrt kann jede Ableitung S =7, w in eine Ableitung
S =% w umkonstruiert werden, indem Schritte ugAvy = ¢ upuw;vvy durch die beiden Schritte
upAvy = ¢ uoBvy =g uouw;vvg ersetzt werden. O

Lemma 5.1.2 (Sharing von Satzformen mit neuen Produktionen). Sei G eine CFG mit
G=(V,2,PU{A — wy---wy,},S). Seien By, ..., B, neue Variablen (d.h. VN {Bi,...,B,} =0)
undsei G’ = (VWU{By,...,B,},X,PU{A — By...B,,B1 = wi,...,B, = w,},S).

Dann gilt L(G) = L(G’).

Beweis. Jeder Ableitungsschritt uAv =g ww; ---w,v kann ,iibersetzt” werden in udv =
uBy -+ Bpv =¢, wwi ---wyv. Umgekehrt konnen in jeder Ableitung S =¢, w, die Anwen-
dungen der Regel A — B; --- B, B; — w; identifiziert werden (durch den Syntaxbaum) und
die Ableitung entsprechend umgeordnet werden, sodass diese Schritte stets sequentiell auf-
einander folgen. Fiir jede so normalisierte Ableitung, kann eine Ableitung mit G konstruiert
werden. O

Eine Produktion nennt man links-rekursiv, wenn sie von der Form A — Aw ist, und rechts-
rekursiv, wenn sie von der Form A — uA ist, wobei in beiden Fallen u eine Satzform ist. Das
folgende Lemma zeigt, wie man links-rekursive Produktionen in rechts-rekursive Produktionen
umformen kann:

Lemma 5.1.3 (Elimination von Links-Rekursion). Sei G = (V,%,P,S) eine CFG mit
P=PUA— Aur | - | Aup |wy | - | wp}, wobei A — Auy | -+ | Aup | w1 | -+ | wm
alle Produktionen in P mit Variable A als linker Seite sind, und die Satzformen wy,...,w,, alle

nicht mit A beginnen. Sei B eine neue Variable. Fiir die CFG G’ = (V U{B}, %, P",S) mit
P'=P U{A—=wB| - |wyB|lwi| - |wm, B—=u| - |u,|wB]| - |u,B}

gilt L(G) = L(G").

Beweis. L(G) C L(G'): Betrachte zundchst nur Linksableitungen von A ausgehend, bis zum
ersten Wort, dass kein A am Anfang hat. Dann gilt A =¢, w, uyq)---usq, fiir eine Funktion
[ A{lL...,k} — {1,...,n} (mit £ > 0) und ein r € {1,...,m}. Fiir G’ konnen wir eben-
falls herleiten A =7, wyuysqy---usp), wobei kein B mehr in w,ug(y - - - uyy) vorkommt. Sei
nun w € L(G) und S =7 w eine Linksableitung von w mit Grammatik G. Ersetze alle Ablei-
tungssequenzen von x1 Ary =7 T1Wr Up(1) - Up(r) T2 durch z1Azs =7, T1wrug() - S Uf () T2
AnschliefSend sind alle = -Ableitungsschritte auch = -Ableitungsschritte und daher gibt es
eine Ableitung S =7, w.

L(G') € L(G): Betrachte zundchst nur Rechtsableitungen von A ausgehend, bis zum ers-
ten Wort, dass kein B mehr hat. Dann gilt A =¢, w, ugq)---usp flr eine Funktion
fA{L...,k} — {1,....,n} (mit & > 0) und einr € {1,...,m}. Dann gibt es (eine Links-
ableitung) A =¢, wy uypyy - - ugr)- Seinunw € L(G') und S =¢, w eine Rechtsableitung von
w mit Grammatik G’. Ersetze alle Ableitungssequenzen von z1Azy =7, zw, Up(1) Up() T2
durch z1Azy = T1wrup) - upgz2. Anschlieend sind alle = -Ableitungsschritte auch
=@-Ableitungsschritte und daher gibt es eine Ableitung S =7, w. O
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5.2. Chomsky-Normalform

Die Chomsky-Normalform fordert eine spezielle Form aller Produktionen. Solche Normalfor-
men sind beispielsweise niitzlich, um Algorithmen auf Grammatiken zu formulieren und zu
analysieren, da man sich auf die spezielle Form der Produktionen einschranken kann und da-
her weit weniger Fille zu betrachten hat, als wenn man beliebige Produktionen zulasst.

Definition 5.2.1. Eine kontextfreie Grammatik G = (V,X, P,S) mit ¢ ¢ L(G) ist in Chomsky-
Normalform, wenn fiir A — w € P gilt: w = a € ¥ oder w = BC mit B,C € V.

Beispiel 5.2.2. Die Grammatik G = ({A},{(,),[,]},{A— (A) | O | [4] | [] | AA}, A) ist nicht in
Chomsky-Normalform (nur die Produktion A — A A passt zum vorgeschriebenen Format). Hinge-
genistG' = ({A,B,C,D,E,F,G},{(,),[,]},{A — BF | BC | DG |DE| AA,B — (,C —),D —
[, E —],FF — AC,G — AE}, A) in Chomsky-Normalform (und erzeugt die gleiche Sprache wie G).

Eigenschaften von Grammatiken in Chomsky-Normalform sind z. B., dass jeder Syntaxbaum
zu einer Ableitung eines Wortes w ein binarer Baum ist, und dass eine Ableitung von Wort w
genau 2|w| — 1 Ableitungsschritte benotigt.

Beispiel 5.2.3. Eine Linksableitung des (8-Zeichen langen) Wortes ([|([])) mit der Grammatik G’
ist mit den folgenden 15 Schritten moglich: A = BF = (F = (AC = (AAC = (DEAC =
(IBAC = (JAC = (|BFC = ([(FC = ([(ACC = (|(DECC = (|([ECC = (J(JCC =
(I(HC = ([J(1]))- Der Syntaxbaum dazu ist:

T
A C
A/ \A %
D/ \E B/ \F
! ) l SN\
[ ] ( A C
VAR !
TR

!
[ ]

Wir nehmen im folgenden an, dass ¢ ¢ L(G) und werden zeigen, dass jede solche kontextfreie
Grammatik in Chomsky-Normalform gebracht werden kann. Diese Umformung geschieht in
mehreren Schritten. Den ersten Schritt haben wir bereits in Algorithmus |1| gemacht, als wir
e-Produktionen entfernten.

)

5.2.1. * Entfernen von Einheitsproduktionen

Im nachsten Schritt mochten wir Produktionen der Form A — B entfernen, wobei A und B Va-
riablen sind. Diese sogenannten Einheitsproduktionen ,verlangern® nur die Ableitungen und
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es ist intuitiv klar, dass wir auf sie verzichten konnen, indem wir anstatt A = B = w abzu-
leiten direkt eine Produktion A — w zur Grammatik hinzufiigen. Allerdings muss man dieses
Ersetzen in der richtigen Reihenfolge tun (wenn w selbst eine Variable C'ist, ist das Hinzufligen
von A — C erst einmal nicht zielfiihrend) und Sonderfille (z.B. A —+ B und B — A) anders
behandeln. Der Algorithmus [5|leistet dies.

Algorithmus 5 : Entfernen von Einheitsproduktionen in einer CFG
Eingabe : Eine CFG G = (V, %, P, S)
Ausgabe : Eine CFG G’ ohne Einheitsproduktionen mit L(G) = L(G’)
Beginn
Erzeuge gerichteten Graph D = (V, E), sodass die Knoten den Variablen V/
entsprechen und es je eine Kante (A4, B) € E fiir jede Einheitsproduktion
A — B € P gibt;
solange es einen Zyklus (A1, Az), ..., (An—1,4,), (An, A1) € E gibt tue

P:=P\{A — Ay,..., A1 — Ap, A, — A1} ; /" entferne die zyklischen Regeln */

P := P[A;/As,...,A1/A,] ; /* ersetze alle Vorkommen von A; durch A; fiiri =2,...,n %/

V=V \{42,A4;s,...,4,}; /*16sche Aa, ..., An */

S := S[A1/As, ..., A1/A,]; /* ersetze Startsymbol durch Ay, falls es A;, 2 < i < n war */

E:=F\{(A1,42),...,(An-1,40), (An, A1) }; /* entferne Zyklus aus Graph */

E := FE[A1/As,..., A1/A,];  /*ersetze alle A; durch A, fiiri = 2,...,n in den Kanten */
Ende

Sortiere D topologisch und nummeriere die Variablen in V' durch (und benenne
entsprechend in E, P, S um), so dass gilt: A; — A; impliziert i < j;

SeiV ={Ai,..., A}

fiir i=k bis 1 tue

wenn 4; — A; € P dann
seien A; — wq, ..., A; — w,y, alle Produktionen mit A; als linker Seite;
P::PU{Ai—>w1,...,Ai—>wm};

Ende

Ende

Gib die so entstandene Grammatik als G’ aus;

Ende

Beachte, dass die Zyklen durch eine Tiefensuche auf D gefunden werden konnen.

Satz 5.2.4. Algorithmus |5 berechnet bei Eingabe einer CFG G mit = ¢ L(G) eine CFG &, die keine
Einheitsproduktionen hat, sodass gilt L(G) = L(G’). Wenn G keine ¢-Produktionen hat, dann hat
auch G' keine e-Produktionen.

Beweis. Wir zeigen:
1. Das Entfernen eines Zyklus verdndert die erzeugte Sprache nicht.
2. Das Entfernen einer Einheitsproduktion A; — A; in der riickwarts-laufenden fiir-Schleife
dndert die erzeugte Sprache nicht.

1. Sei G = (V,%, P,S) die Grammatik mit Zyklus A; — As,..., A1 — A, Ay — Ay
und G' = (V' %, P, S’) die Grammatik nachdem der Zyklus entfernt wurde. Sei o die
Substitution {A4; — A; |i €{2,...,n}}.
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e ,L(G) C L(G")": Wir zeigen: Fiir alle Satzformen wy,wy € (X U V)* gilt: Wenn
wy =¢ wy, dann o(wy) =7 o(wz). Sei wy =¢ we. Wenn n = 0, dann ist w; = we
und es gilt o(wy) =5, o(wi). Wenn n > 0, dann w; =¢ w) =% w,. Die Indukti-
onsannahme liefert o(w}) =, o(w2). Wenn w; =¢ w| mit einer Regel A; — A; aus
dem Zyklus, dann gilt o(w;) = o(w}) (und damit auch o(w;) =¢, o(w})) und mit
der Induktionsannahme o (w;) =, o(w2). Wenn w; = w} mit einer Regel B — w,
die nicht vom Zyklus stammt, dann gibt es die Regel o(B) — o(w) in G’ und es gilt
wy; = uBvund w] = vwv und o(wy) = o(u)o(B)o(v) =¢ o(u)o(w)o(v) = o(w))
und mit der Induktionsannahme folgt o (w1) =7, o(ws).

« ,L(G") C L(G):

Sei w € (X U V’)* eine Satzform mit w =¢, wo und wy € ¥*. Mit Induktion tiber n
zeigen wir w =, wy. Fliir n = 0 gilt w = wo und damit auch w = wy. Falls n > 0,
dannw =g w’ :g,_l wop. Die Induktionsannahme liefert v’ =, wy. Wennw =¢ v/,
dann gilt die Behauptung. Anderenfalls muss gelten w = uA;v und v’ = uo(w;)v
mit A; — w; € P.Dann gilt uAv =¢ -+ =¢ udjv =¢ uw;v =§ uo(w;)v =" wo.

Beachte, dass wir hierbei benutzen, dass gilt: vwv =7 uo(w)v fiir alle u,v,w € (¥ N
V)*, denn wir konnen durch Anwenden der Regeln jedes Vorkommen von 4; in w in
A umbenennen.

2. Die Korrektheit des Entfernens der Einheitsproduktionen folgt aus Lemma/5.1.1]

Schlief’lich miissen wir noch beobachten, dass das Verfahren terminiert und keine neuen Ein-
heitsproduktionen einfiihrt. Die Solange-Schleife terminiert, da mit jeder Elimination von Zy-
klen ein Zyklus entfernt wird und keine neuen Zyklen eingefiihrt werden. Die Fiir-Schleife ter-
miniert offensichtlich. Da die Produktionen entsprechend der topologischen Sortierung be-
handelt werden, werden keine Einheitsproduktionen eingefiihrt: Wenn A; — A; entfernt
wird, wurden bereits alle Einheitsproduktionen A; — A, entfernt, d.h. alle rechten Seiten
wi, . .., wy, der Produktionen fiir A; konnen nicht nur aus einer Variablen bestehen.

Der zweite Teil des Satzes gilt, da simtliche Schritte keine s-Produktionen einfiihren, sofern
die Eingabegrammatik keine e-Produktionen enthalt. O

5.2.2. x Herstellen der Chomsky-Normalform

Nach Entfernen der e-Produktionen und der Einheitsproduktionen, konnen wir die Chomsky-
Normalform herstellen, indem wir zuerst alle Terminalsymbole a, die in rechten Seiten vorkom-
men (aber deren rechten Seiten nicht nur aus a bestehen) durch A, ersetzen und Produktionen
A, — a hinzufiigen. AnschliefSend sind alle Regeln von der Form A — « oder Regeln der Form
A — Bji--- By, mit m > 1. Falls im zweiten Fall m > 2 gilt, dann miissen wir die Regel noch
zerlegen in mehrere Regeln (durch Einfithren von neuen Variablen). Algorithmus|6|formalisiert
diese Schritte.
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Algorithmus 6 : Herstellung der Chomsky-Normalform

Eingabe : CFG G mite ¢ L(G)

Ausgabe : CFG G’ in Chomsky-Normalform mit L(G) = L(G’)

Beginn
Entferne die e-Produktionen in G mit Algorithmus[Ijund entferne anschliefSend

die Einheitsproduktionen mit Algorithmus ;
Sei G’ = (V', %, P!, S’) die entstandene Grammatik;
fiir alle ¢ € X tue
/* Fiihre neue Variable A, fiir a ein, und ersetze Vorkommen von a durch das Nichtterminal  */

G = (V'UH{A}L, 2 {A = w[As/a] | A— w e P und |w| > 1}
WA—-w|A—we Pund|w| =1} U{A, — a},5)

Ende
/* Nun sind alle Regeln von der Form A — a oder A — By -+ - B,,, mitm > 2 */
fiiralle A — By --- B,, € P’ mit m > 2 tue

Seien (4, ..., C;,_s neue Variablen;

V' i=V'U{C,...,Cpha};

/* Ersetze in P’ die Produktion A — B - - - B,, durch neue Regeln */

P :=(P'\{A — By---Bp})

U{A — Blcl} U {Cz — B;11C541 ‘ fliri=1,...,m— 3} U {Cm,Q — Bmlem};

Ende
Ende

Theorem 5.2.5. Fiir CFGs G mit ¢ ¢ L(G) berechnet Algorithmus [] eine dquivalente CFG in
Chomsky-Normalform.

Beweis. Die Aquivalenz der erzeugten Sprache ergibt sich aus Satz fiir das Entfernen der
e-Produktionen, aus Satz[5.2.4/und aus Lemma[5.1.2|fiir die weiteren Schritte des Algorithmus
(Einfiihren von Produktionen fiir A — aund A — By - - - B,;,). Schliefilich verifiziert man leicht,
dass die Ausgabe-Grammatik in Chomsky-Normalform ist. O

Beispiel 5.2.6. Wir verwenden Algorithmus [6| zum Berechnen der Chomsky-Normalform fiir die
Grammatik Gy = ({A, B,C, D, S},{0,1}, Py, S) mit

Py={S—1A, A—- AB, A—- DA, A—e¢, B—0, B—~1, C - AAA, D — 1AC}.
Entfernen der e-Produktionen (siehe Beispiel liefert die Grammatik G, = (V, %, P;, S) mit

P={S—14, S—1, A—-AB, A—-B, A—- DA, A—-D, B—0, B—1,
C— AAA, C— AA, C—- A, D—1AC, D— 1A, D - 1C, D — 1}.

Wir wenden Algorithmus[5an, um Einheitsproduktionen zu entfernen. Der gerichtete Graph ist D =
({S,A,B,C,D},{(A,A),(A,B),(A,D),(C,A)}) und hat keine Zyklen. Wir erhalten daher:

P={S—1A, S—1, A-AB, A—-B, A—- DA, A—-D, B—0, B—1,
C— AAA, C— AA, C—- A, D— 1AC, D — 1A, D - 1C, D — 1}.

Topologisches Sortieren und Umbenennen der Variablen, sodass ,A; — A; impliziert i < j“ gilt,

erfordert eine Umbenennung, welche die Beziehungen ,,A < B, ,A < D", ,C < A“ erzeugt. Wir
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wdahlen die Umbenennung p mit p(C) = Ay, p(A) = Ag, p(B) = As, p(D) = A4, p(S) = As. Das
liefert uns Gs = ({ A1, Aa, A3, Ay, A5}, 3, Py, As) mit

P3 = {A5 — 1A2, A5 — 1, A2 — A2A3, A2 — A3, A2 — A4A2, A2 — A4, Ag — O, A3 — 1,
A1 — AQAQAQ, A1 — AQAQ, A1 — AQ, A4 — 1A2A1, A4 — 1A2, A4 — 1A1, A4 — 1}.

Nun lduft die Fiir-Schleife fiir i von 5 bis 1. Fiir i = 5,1 = 4,1 = 3 gibt es jeweils keine Produktion
der Form A; — Aj;. Fiir i = 2, wird Ay — Az ersetzt durch Ay — 0, Ay — 1, und Ay — Ay wird
ersetzt durch As — 1A5A1, Ay — 149, Ay — 1A und Ay — 1. Danach ist

P4 = {A5 — 1A2, A5 — 1, A2 — A2A3, A2 — 0, A2 — 1, A2 — A4A2, A2 — 1A2A1,
A2 — 1A2, AQ — 1A1, A3 — 0, A3 — 1, A1 — AQAQAQ, A1 — AQAQ, A1 — Az,
A4 — 1A2A1, A4 — IAQ, A4 — 1A1, A4 — 1}.

Fiir« = 1 wird A; — As ersetzt durch Ay — AxAs, Ay — 0, Ay — 1, A1 — AyAs, A1 — 1A5A4,
Ay — 1As und A1 — 1A;. Daher ist die Grammatik nach Entfernen der Einheitsproduktionen:
Gs = (Vs5,%, Ps, As) mit Vs = { Ay, Ag, A3, Ay, A5} und

P5 = {A5 — 1A2, A5 — 1, A2 — A2A3, A2 — 0, A2 — 1, A2 — A4A2,A2 — 1A2A1,
A2 — 1142, A2 — 1141, A3 — 0, A3 — 1, A1 — AQAQAQ, A1 — AQAQ, A1 — A2A3,
A1 — O, A1 — 1, A1 — A4A2, A1 — 1A2A1, A1 — 1A2, A1 — 1A1, A4 — 1A2A1,
A4 — 1A2, A4 — 1A1, A4 — 1}.

Nun wird Algorithmus|6|fortgesetzt und zundchst werden alle Terminalsymbole durch neue Produk-
tionen dargestellt: Dies seien By — 0 und B; — 1. Ersetzen aller Vorkommen von 0 durch By und
1 durch By in rechten Seiten mit Wortldinge > 1 ergibt daher:

P6 = {Bo — 0, Bl — 1, A5 — BlAQ, A5 — 1, A2 — A2A3, A2 — 07 A2 — 1, AQ — A4A2,
Ay — BlAQAl, Ay — BlAQ, Ay — BlAl, A3 — 0, Ag — 1, Al — AQAQAQ,
A1 — AQAQ, A1 — A2A3, A1 — 0, A1 — 1, A1 — A4A2, A1 — BlAQAl, A1 — BlAQ,
A1 — BlAl, A4 — BlAQAl, A4 — B1A2, A4 — BlAl, A4 — 1}

SchliefSlich werden alle rechten Seiten mit Linge > 3 durch Einfiihren neuer Variablen zerlegt, so-
dass wir als Ausgabegrammatik G; = (V7, %, P, As) in Chomsky-Normalform erhalten, wobei

Vz = {A1, Az, A3, Ay, A5, Bo, B1,C1, Ca, C3, Cy }

P7 = {BO — 0, Bl — 1, A5 — BlA27 A5 — 1, AQ — A2A3, AQ — O, AQ — 1, A2 — A4A2,
Ag — B1Ch C1 — AgAl, A2 — BlAQ, AQ — BlAl, A3 — 0, A3 — 1,
A1 — AQCQ, CQ — AQAQ, A1 — AQAQ, A1 — A2A3, A1 — 0, A1 — 1, A1 — A4A2,
Al — Bng, C4 — A2A1, Al — BlAg, A1 — B1A1, A4 — 3104, 04 — AQAl,
A4 — BlAQ, A4 — BlAl, A4 — 1}.

5.3. x Greibach-Normalform

Eine weitere Normalform fiir kontextfreie Grammatiken ist die sogenannte Greibach-
Normalform (benannt nach Sheila A. Greibach).

Definition 5.3.1. Ein CFG G = (V,X, P, S) mit ¢ ¢ L(G) ist in Greibach-Normalform, falls alle

Stand: 15. September 2022 62 D. Sabel, Skript FSK & TIMI,SoSe 2022



5.3. x Greibach-Normalform

Produktionen in P von der Form A — aB1By...Bjmitj >0, A, By,...,B; € V und a € ¥ sind.

Reguldare Grammatiken sind ein Spezialfall der Greibach-Normalform: Dort ist nur j = 0
oder j = 1 zugelassen. Umgekehrt kann man auch sagen: Jede regulare Grammatik (ohne e-
Produktionen) ist in Greibach-Normalform.

5.3.1. Herstellen der Greibach-Normalform

Algorithmus (7| fiihrt die Umformung einer CFG in Chomsky-Normalform in die Greibach-
Normalform durch. Die geschachtelten fiir-Schleifen fiir s und j eliminieren Produktionen der
Form A; — Ajumiti > j: Fir i > j, wird das Vorkommen von A; am Anfang der rechten Seite
durch Hineinkopieren der Regel fiir A; (d. h. deren rechten Seite) ersetzt, wobei alle Moglich-
keiten in Betracht gezogen werden miissen. Die Korrektheit dieser Ersetzung folgt aus Lem-
ma[5.1.1] Fiir den Fall A; — A;u wird die Elimination der Links-Rekursion, wie wir sie in Lem-
ma gesehen haben, angewendet. Nach Abschluss der geschachtelten fiir-Schleifen, sind
Regeln der Form A; — Aju nur noch moglich, wenn j > i gilt. Daher muss jede Regel mit A,
(der ,,groften Variablen®) als linker Seite von der Form A,, — u sein, wobei v nicht mit einer
Variablen (und daher mit einem Symbol aus X)) beginnt. Deshalb konnen wir sukzessive die Re-
geln fiir A,,, dann fiir A,,_;, u.s.w. hineinkopieren in Regel der Form A; — A;u (und A; durch
alle Moglichkeiten ersetzen): Nach dem Behandeln von A,,, kommt kein A,, mehr in der Form
A; — A,uvor, nach dem Behandeln von A4,,_; kommt kein A,,_; mehr in der Form 4, — A,,_1u
vor u.s.w., so dass am Ende keine Regeln mehr die Form A; — Aj;u hat. Die Korrektheit der
Ersetzungen folgt aus Lemma

Da die anfangliche Grammatik in Chomsky-Normalform, sind alle Regeln, die mit A; beginnen,
danach in Greibach-Normalform. Die im Rahmen der Elimination der Links-Rekursion einge-
fiihrten Regeln mit B; als linker Seite, hingegen miissen noch einmal durch hineinkopieren
der A;-Regeln behandelt werden, was in der letzten fiir-Schleife geschieht. Die Korrektheit der
Ersetzungen folgt erneut aus Lemma|5.1.1]

Fiir die Korrektheit des gesamten Algorithmus muss man verifizieren, dass die in den Kommen-
taren angegebenen Invarianten tatsdchlich erfiillt sind, und daher am Ende, simtliche Produk-
tionen entsprechend der Greibach-Normalform von der Form A — au mita € ¥,u € V* sind.

Insgesamt lédsst sich jede CFG (die nicht das leere Wort erzeugt) zundchst in Chomsky-
Normalform und anschliefSend mit Algorithmus 7| in Greibach-Normalform transformieren.
D. h. wir haben den folgenden Satz gezeigt:

Satz 5.3.2. Zu jeder CFG G mit ¢ ¢ L(QG) gibt es eine CFG G’ in Greibach-Normalform, sodass
L(G) = L(G') gilt.

Beispiel 5.3.3. Betrachte G = ({ A1, Az, A3}, {a,b,c,d}, P, A1) mit
P = {Al — A1A2 | a,

Ay — A1As | AgAs,
Az = Ase | d).

Beim Durchlaufen der doppelt-geschachtelten , Fiir “~-Schleifen, wird zundchst fiir i = 1 und j = 1
die Produktion Ay — A As ersetzt durch Ay — aB; | aund By — As | AsBy, d. h. danach ist die
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Algorithmus 7 : Herstellen der Greibach-Normalform
Eingabe : CFG G = ({A4,..., A}, X, P, A;) in Chomsky-Normalform mit e ¢ L(G)
Ausgabe : CFG ¢’ in Greibach-Normalform mit L(G) = L(G’)
Beginn
/* Ziel der geschachtelten Fiir-Schleife ist, dass es Regeln A; — A;u nur gibt, wenn j > i gilt. */
fiir i = 1 bis n tue
fiir j = 1 bisi — 1 tue
/* Ersetzen der Regeln A; — Ajumiti > j */
fiir alle A, — Aju € P tue
Seien A; — wy | --- | wy, alle Regeln in P mit A; als linker Seite;
Ersetze A; — Ajudurch A; - wiu| ... |wyuin P;
Ende
Ende
/* Ersetzen der Regeln A; — A;u */
wenn 4; — A;u € P dann
Wende Lemma an, um die links-rekursiven Regeln fiir A; zu ersetzen;
Sei B; die dabei neu erzeugte Variable;

Ende
Ende
/* Nun gibt es nur noch Regeln der Form A; — Aju mit j > i. */
/* Insbesondere gilt damit auch fiir alle Regeln A,, — u: u beginnt mit einem Zeichen aus X */
/* Ziel der nichsten Schleife: Ersetze alle Regeln A; — Ajumitj > */

fiir i = n — 1 bis 1 tue
fiiralle A; — Aju e P, j > i tue
Seien A; — wy | --- | wy, alle Regeln mit A; als linker Seite;
/* Beachte: Alle wy, . .., w,, fangen mit Zeichen aus X an, da Schleife absteigend lauft */
Ersetze A; — Aju durch A; - wiu | -+ | wyuin P;
Ende
Ende
/* Nun sind alle Regeln mit A;,7 = 1,...,n als linker Seite in Greibach-Normalform, behandle noch
die eingefiihrten Regeln mit B; als linker Seite */
fiir : = 1 bis n tue
fiir alle B; — Aju € P tue

Seien A; — w1 | --- | wy, alle Regeln mit A; als linker Seite;
Ersetze B; — Aju durch B; — wiu| -+ | wyuin P;
Ende
Ende
Ende
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Menge der Produktionen
P1 = {A1 — aB1 ‘ a,
Ag — A1 Az | A3As,
A3 — AgC | d,
Bl — AQ ‘ AgBl}.

Fiir i = 2 und j = 1 wird die Produktion Ay — A As ersetzt durch Ay — aByAs | aAs, d. h. die
Menge der Produktionen ist danach

Pz = {Al — a31 | a,
A2 — CLBlA3 ’ aA3 ‘ A3A3,
A3 — Agc | d,
B1 — A2 | AgBl}.

Fiir i = 3und j = 3 wird As — Ascersetzt durch As — d | dBs, Bs — c|c¢Bs, d. h. die Menge der

Produktionen ist danach
P3 = {Al — CLBl | a,
A2 — CLBlAg | CLA3 | A3A3,
Az —d | dBs,
By — Ay | AyBy,
Bg — C | CBg}.

Durchlaufen der ,Fiir i = n — 1 bis 1*-Schleife ersetzt Ay — A3As durch Ay — dAs | dBsAs, d. h.
die Menge der Produktionen ist danach

P4 = {Al — CLBl | a,
A2 — aBlAg ’ aA3 | dAg ‘ ngAg,
Ay — d| dBs,
By — As | Ao By,
B3 — C | CBg}.

Durchlauf der letzten ,Fiir “-Schleife ersetzt
e By — Ay durch By — aB1As | aAs | dAs | dB3As, und
e By — AyB; durch B, — aB1A3B, | aAsB; | dA3B; | dB3A3B;
was insgesamt die Grammatik G' = ({ A1, As, As, A4, B1, Bs},{a,b,c,d}, P', Ay) mit

P ={A; — aBy|a,
A2 — aBlAg ‘ aAg | dAg | ngAg,
Ag —d | ng,
Bl — aBlAg ’ aA3 | dAg ‘ ngAg | CLBlAgBl | aA3B1 ‘ dA3Bl | ngAgBl,
B3 — C ‘ CB3}.

als Ausgabe (in Greibach-Normalform) erzeugt.

5.4. x Widerlegen der Kontextfreiheit

In diesem Abschnitt lernen wir Hilfsmittel kennen, um zu zeigen, dass formale Sprachen nicht
kontextfrei sind.
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Als Vortiiberlegung beachte, dass ein Bindrbaum (ein Baum fiir den jeder Knoten 2 oder 0 Kinder
hat), mit > 2* Blittern stets einen Pfad der Linge mindestens & hat. Dies kann mit Induktion
iber k gezeigt werden: Fiir £ = 0 besteht der Baum nur aus einem Blatt und er hat einen Pfad
der Liange 0. Wenn k > 0, dann hat der Baum 2* Blétter und einer der beiden Teilbdume unter
der Wurzel hat mindestens 2! Blitter. Die Induktionshypothese liefert, dass dieser Teilbaum
ein Pfad der Lange > k — 1 hat. Verwende diesen Pfad und verlangere ihn um die Wurzel des
gesamten Baums. Der Pfad hat Lange > k.

Wir werden diese Voriiberlegung mehrfach im Beweis des folgenden Pumping-Lemmas fiir kon-
textfreie Sprache verwenden. Ahnlich zum das Pumping-Lemma fiir reguldre Sprachen (siehe
Lemma[4.9.1)), liefert dass Pumping-Lemma fiir CFLs ein notwendige Eigenschaft kontextfreier
Sprachen, die — kurz gesprochen — besagt, dass gentigend lange Worter kontextfreier Sprachen
»aufgepumpt“ werden konnen, ohne die Sprache zu verlassen. Im Gegensatz zu den reguldren
Sprachen, wird bei kontextfreien Sprachen an zwei Stellen gleichzeitig gepumpt:

Lemma 5.4.1 (Pumping-Lemma fiir CFLs). Sei L eine kontextfreie Sprache. Dann gibt es eine
Zahl n € Ns, sodass jedes Wort z € L, das Mindestldinge n hat (d. h. |z| > n), als z = wvwxy
geschrieben werden kann, so dass gilt:

o |lvz| >1
e Jvwz| <n

e fiirallei > 0: w'wz'y € L.

Beweis. Sei L eine kontextfreie Sprache und sei G = (V,%, P, S) eine CFG fiir L \ {¢} in
Chomsky-Normalform. Betrachte eine Ableitung und den zu-

gehorigen Syntaxbaum eines Wortes z mit |z| > 2IVl = n.Da G S
in Chomsky-Normalform ist, hat jeder Knoten im Syntaxbaum
genau 2 Kinder, bis auf den jeweils letzten Schritt in jedem Pfad
(der Produktionen der Form A — a anwendet).

Der Baum, ohne diesen letzten Schritt ist ein Bindrbaum mit
lw| > 2!VI Bldttern, der daher einen Pfad der Lange > |V'| haben
muss, der |V| + 1 Variablen benutzt.

Das rechts gezeigte Bild illustriert dies, wobei die grau mar-
kierte Schicht, die jeweils letzten Ableitungsschritte markie- 4

ren. Daher muss auf diesem Pfad mit |V| 4+ 1 Variablen mindestens eine Variable doppelt vor-

kommen. Wir wihlen die beiden tiefsten Vorkommen derselben Variablen, d. h. wir gehen den
Pfad von unten nach oben entlang, bis zum ersten Mal eine

Variable erneut vorkommt. O.B.d.A. sei dies die Variable A. S
Wenn wir nun die beiden Teilbdume betrachten, die jeweils
A als Wurzel haben, dann entsprechen diese den Ableitungen

von Teilworten von z, wobei das tiefere A ein Teilwort des Wor- A
tes des vom oberen A erzeugten Wortes ist. D. h. wir konnen <
das Wort z zerlegen in z = uwvwzy, wobei w das vom unteren A

A erzeugte Teilwort ist, vwxz vom oberen A erzeugt wird, und ‘
v und v die Teile von z sind, die aufSerhalb des vom oberen A
erzeugten Teilworts liegen. Y

Zundachstistklar, dass |w| > 1 gilt, da jede Variable einer Gram-
matik in Chomsky-Normalform nur solche Worte herleiten kann. Der Syntaxbaum vom oberen
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A hat unter der Wurzel zwei Teilbaume mit Wurzeln B und C. Nur einer der beiden Teilbdaume
enthalt den Teilbaum mit dem unteren A als Wurzel. Der an- S

dere Teilbaum leitet daher auch Zeichen her und daraus folgt,
dass |v| > 1 oder |z| > 1 (oder beides), vereinfacht geschrieben

lvxz| > 1, gelten muss. A
Da wir die tiefsten Vorkommen der gleichen Variablen A ge-
wahlt haben, muss der Pfad vom oberen A bis zur der Blattebe- A

ne eine Linge < |V| haben. Daraus folgt fiir das abgeleitete
Wort [vwz| < 2IVI = n.

SchliefSlich zeigt der Syntaxbaum, dass S =* uAy, A =* vAx U v o w Y

und A =* w. Die Ableitungen fiir A konnen wir daher beliebig z

austauschen: Zusammengefasst zeigt dies, dass gilt S =* wv'wz'y fiir alle ; € N. Im Baum
dargestellt fiir die Falle i = Ound i = 2:

S
A
A
I ] AI [ ]
U v Yy
——m
vow T
Ilustration fiir uv®waCy [lustration fiir uv?war?y

O]

Da das Pumping-Lemma keine hinreichende Eigenschaft fiir kontextfreie Sprachen liefert,
kann es nicht verwendet werden, um zu zeigen, dass eine Sprache kontextfrei ist. Es kann al-
lerdings verwendet werden, um zu zeigen, dass eine Sprache nicht kontextfrei ist.

Entsprechend konnen wir die Aussage des Pumping-Lemmas fiir CFGs passend formulieren:

Lemma 5.4.2 (Formulierung des Pumping-Lemmas fiir CFGs zum Widerlegen der Kontext-
freiheit). Sei L eine formale Sprache fiir die gilt: Fiir jede Zahl n € N+ gibt es ein z € L, das
Mindestlinge n hat (d. h. |z| > n), und fiir jede Zerlegung z = wvwxy mit jvwz| < n und |vx| > 1,
gibt es eini > 0, sodass wv'wz'y ¢ L. Dann ist L nicht kontextfrei.

Beweis. Lemmal5.4.1|besagt ,, L ist kontextfrei — L erfiillt die Pumping-Eigenschaft fiir CFLs".
Diese Implikation ist logisch dquivalent (da A =— B g.d.w. =B = —A) zu der Aussage
»L verletzt die Pumping-Eigenschaft fiir CFLs = L ist nicht kontextfrei®.

Die Aussage ,,L erfiillt die Pumping-Eigenschaft fiir CFLs“ kann als folgende pradikatenlogi-
sche Formel geschrieben werden:

IneNsg:Vze L:
(|lz| >n = Fu,v,w,z,y: (2 = wwway A |vz| > 1A jvwz| <n AV > 0: (wiwzly € L)))
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Wir formen die negierte Formel solange um, bis sie die Form der Aussage dieses Lemmas hat:

“(IneNso:VzeL:
(lz2| = n = Fu,v,w,z,y: (z =uwvwzy A |vz] > 1A Jvwz| <n AV >0: (w'wz'y € L))))

Vn €Nsg:3dz € L:

=(|z] > n = Ju,v,w,z,y: (z=wwzy A vz > 1A jvwz| <nAVi>0: (w'wz'y € L)))
Vn € Nsg:3JdzeL:

(lz] = nA=(Fu,v,w,z,y : (z = wwwzy A lvz| > 1A jvwz| <n AV >0: (w'wz'y € L))))
Vn €Nsg:3z € L:

(lz| = n A (Vu,v,w,z,y : ~(z = wowzy A jvz| > 1A jvwz| <n AV >0: (wwz'y € L))))
VneNsg:dze L:

(lz]| = n A (Yu,v,w,z,y : ~(z = wowzy A lve| > 1A jvwz| <n)V (Vi > 0: (wlwz'y € L))))
Vn €Nsg:3dz € L:

(lz| = nA (Vu,v,w,z,y : ~(z = wowzy A jvz| > 1A jvwz| <n)V (Fi >0: (wwa'y & L))))
Vn€e€Nsg:3dz e L:

(Jz] = n A (Vu,v,w,z,y : (z = wowzy A |vz| > 1A jvwz| <n) = (3 > 0: (wwa'y € L))))

[ S A

O]

Analog zur Verwendung des Pumping-Lemmas fiir reguldre Sprachen, ldsst sich auch das
Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen als Finden einer Gewinnstrategie eines Spiels ge-
gen einen Gegner formulieren:

Sei L die formale Sprache.
1. Der Gegner wihlt die Zahl n € N+,.
2. Wir wahlen das Wort z € L mit |z| > n.
3. Der Gegner wihlt die Zerlegung z = wvwzxy mit |vz| > 1 und |vwz| < n
4. Wir gewinnen das Spiel, wenn wir ein i > 0 angeben konnen, sodass uviwz'y & L.

Wenn wir fiir jede Wahl des Gegners das Spiel gewinnen konnen, dann haben wir gezeigt, dass
L nicht kontextfrei ist.

Satz 5.4.3. Die Sprache L = {a'b'c' | | € N} ist nicht kontextfrei.

Beweis. Wir verwenden das Pumping-Lemma fiir CFGs. Sei n € Nyo. Wir wihlen 2z = a"b"c".
Fiir jede Zerlegung » = vvwzy mit [vz| > 1 und |[vwz| < n ist vwz von der Form a’b’ oder b'c/
miti,j > 0,7 + j < n (vwz kann nicht a’s, b’s und ¢’s enthalten). Da |vx| > 1, enthélt |vz| im
ersten Fall kein ¢ aber mindestens ein a oder ein b und im zweiten Fall kein a aber mindestens
ein b oder ein c. Daher hat das Wort uv’wz’y = wwy im ersten Fall mehr Vorkommen von ¢
als von a oder b und im zweiten Fall mehr Vorkommen von « als von b oder ¢ und somit gilt
uwy & L. O

Satz 5.4.4. Die Sprache L = {a'b’c'd’ | i,j € N+o} ist nicht kontextfrei.

Beweis. Wir verwenden das Pumping-Lemma fiir CFGs. Sei n € N<y. Wir wihlen z = a"0"c"d".
Fiir jede Zerlegung » = wvwzy mit [vz| > 1 und |vwz| < n gilt, genau eine der folgenden
Moglichkeiten

1. vwz = a'b’

2. vwx = b'dd
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3. vwz = c'd’
mit jeweils 7,7 € Nund i + j < n. In jedem der drei Falle gilt uv w2’y = uwy & L:

1. Da |vz| > 1, enthilt vz mindestens ein a oder ein b. Dann gilt uwy = a* b/ ¢*d” und i’ < n
und/oder j' < n.

2. Da |vz| > 1, enthilt vz mindestens ein b oder ein c. Dann gilt uwy = a"b" ¢/’ d” und i’ < n
und/oder j' < n.

3. Da|vz| > 1, enthilt vz mindestens ein ¢ oder ein d. Dann giltt uwy = a™b"¢" d/’ und i’ < n
und/oder j' < n. O

Satz 5.4.5. Sei L eine formale Sprache iiber einem undren Alphabet (d. h. |X| = 1). Dann ist L
genau dann reguldr, wenn L kontextfrei ist.

Beweis. Wenn L reguldr ist, dann ist L auch kontextfrei. D. h. wir miissen nur zeigen, dass jede
kontextfreie Sprache L im Falle des undren Alphabets auch reguldr ist. O.B.d.A. sei ¥ = {a}
und L eine kontextfreie Sprache iiber X. Das Pumping-Lemma fiir CFLs zeigt: Es gibt eine Zahl
n € N+, sodass:

Jedes Wort «™ € L mit m > n lasst sich zerlegen als «” = wovwzy mit |vz| > 1,

lvwz| < n und fiir alle i € N: woiwa'y € L.
Dawu,v,w,z,y € {a}*, ist diese Aussage dquivalent zu folgender Aussage (in der die Reihenfolge
der Worte u,v,w,z,y getauscht ist):

Jedes Wort «™ € L mit m > n lasst sich zerlegen als « = wwyvx mit |vz| > 1,

lvz| < [vwz| < n und fiir alle s € N: vwyv'z® € L.
Da uwy von der Form «* und vz von der Form o' sein muss, ldsst die Aussage noch einfacher
formulieren:

Jedes Wort @™ € L mit m > n ldsst sich zerlegen als ™ = a*a! mitm = k + 1,

1 <1< nundfiir alle i € N: a¥a*! € L.
Jedes Wort aus L mit Mindestlinge n ldsst sich daher schreiben als a*a' mit 1 <1 < n.
Sei L; := {ala’™ | i € N}. Die Sprache L; (fiir festes n und j) ist regulir, denn der NFA mit
e-Ubergdngen M; = ({20, ..., zn1+;} 3, 6, 20, {zni45}) Mit6(2i,a) = {zip1 } fur 0 < i <nl4+j-1,
3(zj,€) = {zn1;} und 0(zn145,€) = {2;} akzeptiert L;.
Wir zeigen fj C Lfirj>nlunda’ € L:

Sei j > nlund o/ € L. Dannist fiir alle i € Nauch a/a*™ € L: Daa’ € Lund j > n,

gibt es [, k mit o’ = a¥a' und 1 <1 < n.Dan! =1 (n!/l) (I teilt tatsdchlich n!, weil

| < n), gilt fiir beliebiges i € N: a/ai™ = ghHHit(/) = kgl (+i+(n!/D)) ynd daher

istala’™ € L.
Umgekehrt gilt fiir jedes Wort " € L mit m > n!l: a™ € Zj (mit j > n!), wennm = j +i-nl.
D. h. wir konnen ein kleinstes j wiahlen, fiir das gilt j = m( mod n!).
Daraus folgt einerseits, dass alle Worte aus L mit Mindestldnge n! auch in einer der Mengen
L; liegen, und zudem, dass wir nur endlich viele solcher Mengen L; vereinigen miissen, um
alle Worte aus L mit Mindestldnge n! darzustellen: Es gibt hochstens n! verschiedene Reste
bei der Division durch n!. Daher gibt es eine Zahl ¢ € N, sodass die unendliche Vereinigung
U{L;j | &/ € L,j € N,j > n!} als endliche Vereinigung

Uil eLinl<j<ay = J{Ljl o/ € LjeNj = nl}
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dargestellt werden kann.

Nun konnen wir die gesamte Sprache L darstellen durch:
L={welL|lw<n}U| J{L,|a’ € L,nl <j<q}.

Jede der einzelnen Teilmengen ist eine regulédre Sprache (die erste, da sie eine endliche Sprache
ist, fiir die anderen Teilmengen existiert jeweils der NFA M;) und es werden nur endlich viele
Sprachen vereinigt. Daher ist L regular. O

Satz 5.4.6. Die Sprachen

Ly = {aP | pist eine Primzahl} Ly = {a"™ | nist keine Primzahl}
Lz = {a™ | n ist Quadratzahl} Ly ={a*"|neN}

sind allesamt nicht kontextfrei.

Beweis. Fiir alle vier Sprachen haben gezeigt, dass sie nicht reguldr sind (Satze [4.9.5|bis
und [4.12.5), alle sind iiber dem unédren Alphabet 3 = {a} definiert. Daher folgt mit Satz
dass die Sprachen auch nicht kontextfrei sind. O

Der Rest dieses Unterabschnitts (Ogden’s Lemma und dessen Konsequenzen und Anwendungen)
wird in der Vorlesung nicht behandelt und ist daher kein Priifungsstoff.

Eine Verallgemeinerung des Pumping-Lemmas fiir CFLs ist das sogenannte Ogden’s Lemma
(Ogd68) (benannt nach William Ogden)

Lemma 5.4.7 (Ogden’s Lemma). Sei L eine kontextfreie Sprache. Dann gibt es eine Zahl n € N+,
sodass jedes Wort z € L, das Mindestldnge n hat und in dem mindestens n Zeichen markiert sind,
als z = uwvwzxy geschrieben werden kann, so dass gilt:

o vz enthdlt mindestens ein markiertes Zeichen
o vwz enthdlt hochstens n markierte Zeichen

e fiiralle i > 0: ww'wa'y € L.

Beweis. Sei L kontextfrei und sei G = (V,X, P,S) eine CFG in Chomsky-Normalform mit
L(G) = L\ {c}. Betrachte eine Ableitung und den zugehorigen Syntaxbaum eines Wortes z,
so dass |z| > 2/VI+1 = p ist. Wir nehmen an, dass > n Zeichen in z markiert sind. Da G in
Chomsky-Normalform ist, hat jeder Knoten im Syntaxbaum genau 2 Kinder, bis auf den jeweils
letzten Schritt in jedem Pfad (der Produktionen der Form A — a anwendet). Wir wahlen einen
Pfad im Syntaxbaum von der Wurzel bis zu einem Blatt nach folgendem Verfahren aus: An ei-
nem Knoten A mit Kindern B und C (d. h. eine Produktion A — BC wurde angewendet), der
die Wurzel des Teilbaums zur Erzeugung von w4 = wgw¢ ist, wihle B wenn wg mehr markierte
Zeichen enthilt als w¢, anderenfalls wihle C. Wir nennen A einen Verzweigungsknoten, wenn
wp und we jeweils noch markierte Zeichen enthalten. Nach jedem Verzweigungsknoten ist die
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Menge der noch markierten Zeichen im Wort allerhochstens
halbiert (da wir den Pfad so wihlen, dass wir das Teilwort
mit meisten Markierungen wahlen). Daher gibt es mindestens
|V |+ 1 Verzweigungsknoten auf dem Pfad. Wir betrachten den
untersten Teilpfad davon (in einem Blatt endend), der genau
|V| + 1 Verzweigungsknoten hat. Auch auf diesem Pfad wird
eine Variable A € V doppelt besucht. Die mit A markierten
Knoten liegen iibereinander und induzieren daher das rechts
gezeigte Bild und eine Zerlegung z = uvwxy, sodass das obere- TR T '
re A den Teilbaum mit Blattmarkierungen vwz und das untere
A den Teilbaum mit Blattmarkierungen w erzeugt. Sei T, der
Teilbaum mit dem oberen A als Wurzel und 7,, der Teilbaum mit dem unteren A als Wurzel.
Der untere Teilbaum 7, kann nur im rechten oder im linken Unterbaum vom T, liegen.

Aber beide Unterbdaume enthalten noch markierte Zeichen (da das obere A ein Verzweigungs-
knoten ist). Daher folgt, dass vz mindestens ein markiertes Zeichen enthalt.

Der Pfad, den wir betrachten hat |V'| 4 1 Verzweigungsknoten. Daher hat der Pfad vom oberen
A aus ebenfalls maximal |V| 4 1 Verzweigungsknoten. Damit kénnen wir maximal 2/VI*1 = p
Zeichen markieren und daher hat das vom oberen A erzeugte Wort vwz hochstens n» markierte
Zeichen.

SchlieRlich gilt uv'wa’y € L(G) durch die gegebenen Ableitungen S =7 uAv, A = vAz und
A =4 w. O

Satz 5.4.8. Das Pumping-Lemma fiir CFLs ist ein Spezialfall von Ogden’s Lemma.

Beweis. Markiere alle Zeichen in z (anstelle von mindestens n), dann erhilt man das Pumping-
Lemma fiir CFLs. O

Beispiel 5.4.9. Die Sprache L = {a't’d’d’ | i € Nso,j € N} U ({b}*{c}*{d}*) erfiillt die
Pumping-Eigenschaft fiir CFLs. Wihle n = 4, sei z € L mit |z| > 4 mit z = a1 ---a),. Wenn
z € ({b}*{c}*{d}*) dann wihle die Zerlegung u = v = w = & T = a1y = az---a
Dann gilt z = wvwzy und w'wz'y = aly € ({b}*{c}*{d}*) fiir alle i € N. Wenn
z € {a'VWdId | i € Nsg,j € N} dann wihle die Zerlegung u = v = w = ¢, ¢ = a; = aq,
y = az - a,. Dann gilt z = vvwzy und w'waly = a'y € L fiiralle i € N.

Beispiel liefert eine Beispielsprache, fiir welche die Pumping-Eigenschaft erfiillt ist, die
aber nicht kontextfrei ist, was sich mit Ogden’s Lemma zeigen ldsst:

Satz 5.4.10. Die Sprache L = {a'b//d’ | i € Nxg,j € N} U ({b}*{c}*{d}*) ist nicht kontextfrei.

Beweis. Wir verwenden Ogden’s Lemma (Lemma|5.4.7). Sei n € N+ . Wir wahlen das Wort z =
ab™c"d" € L und markieren das Teilwort bc"d. Sei z = uvwzy, wobei vz mindestens eines und
vwz hochstens n markierte Zeichen enthilt. Dann enthilt das Teilwort vwz nicht alle Zeichen
b,c und d (da es ansonsten n + 2 markiert Zeichen enthielte). Daher ist uv?wx?y ¢ L, da dort
die Anzahl an b’s, ¢’s, und d’s nicht gleich sein kann, aber uv?wz?y mit einem a beginnt. O
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5.5. Abschlusseigenschaften kontextfreier Sprachen

Theorem 5.5.1. Die kontextfreien Sprachen sind abgeschlossen unter
o Vereinigung
» Produkt
» Kleeneschem Abschluss

Die kontextfreien Sprachen sind nicht abgeschlossen unter Schnitt- und Komplementbildung.

Beweis. Seien L; und L, kontextfreie Sprachen, G; = (V1, %1, P1,S1) und Gy = (Va, X9, P, S2)
CFGs mit L(G;) = L; fiiri = 1,2. O.B.d.A. gelte V; N V5, = ) (anderenfalls benenne eine der
Grammatiken um). Sei S eine neue Variable (S ¢ (V1 U 13)).

Sei G, die CFG definiert durch G, = (Vi U Vo U {S}, X1 U X, PLU P, U{S — 51| S2},9).
Offensichtlich gilt L(Gy) = L(G1) U L(G2) = L; U Ly. Daher sind die kontextfreien Sprachen
abgeschlossen beziiglich Vereinigung.

Sei G, die CFG definiert durch G, = (ViUVLU{S}, £1UXs, PLUP,U{S — 5152}, .5). Offensicht-
lich gilt L(G,) = L(G1)L(G2) = L;Ls. Daher sind die kontextfreien Sprachen abgeschlossen
beziiglich Produktbildung.

Sei G = (V, X, P, S), wobei wir annehmen, dass S auf keiner rechten Seite in P vorkommt (ist
dies der Fall, dann transformiere G durch Hinzufiigen eines neuen Startsymbols S, und einer
Produktion Sy — S).Sei S’ ¢ Vundsei G, = (VU{S}L X, (P\{S = ehu{s — ¢85 —
S, S — S§S§},5"). Dann gilt L(G.) = L(G)*. Das zeigt, dass kontextfreie Sprachen beziiglich
dem Kleeneschen Stern-Operator (der reflexiv-transitiven Hiille) abgeschlossen sind.

Die Sprachen L; = {a"b™c™ | m,n € N} und Ly = {a™b™c" | m,n € N} sind beide kontextfrei,
da sie von den CFGs G; = ({4, D, S}, {a,b,c},{S — AD,A — ¢ | aA,D — bDc|¢e},S) und
Go = ({C,D, S},{a,b,c},{S — DC,C — cC | e,D — aDb | e}, S) erzeugt werden. Allerdings
ist L1 N Ly = {a"b"c" | n € N5} nicht kontextfrei, was in Satz[5.4.3|gezeigt wurde. Daher sind
die kontextfreien Sprachen nicht abgeschlossen beziiglich Schnittbildung.

Nehme an, die kontextfreien Sprachen seien abgeschlossen bez. Komplementbildung. Seien
L1, Ly CFLs. Dann sind L; und L, CFLs und ebenso L; U L, kontextfrei. SchlieRlich folgt auch,
dass L1 U L, kontextfrei ist. Da L; U Ly = Ly N Lo folgt, dass die kontextfreien Sprachen abge-
schlossen bez. Schnittbildung sind, was ein Widerspruch ist. D. h. unsere Annahme war falsch,
die kontextfreien Sprachen sind nicht abgeschlossen bez. Komplementbildung.

O]

5.6. Effiziente Losung des Wortproblems: Der CYK-Algorithmus

Wir haben bereits einen Algorithmus behandelt, der das Wortproblem fiir Typ 1-, 2- und 3-
Sprachen l6st. Dieser war jedoch nicht effizient (sondern hat exponentielle Laufzeit in der Gro-
fSe der Grammatik). In diesem Abschnitt lernen wir den Algorithmus von Cocke, Younger und
Kasami (kurz CYK-Algorithmus) kennen (Coc69);|You67;; [Kas65), der das Wortproblem fiir kon-
textfreie Sprachen in polynomieller Zeit 16st.

Der CYK-Algorithmus arbeitet mit einer CFG in Chomsky-Normalform. Die Idee des Algorith-
mus kann zunéichst rekursiv beschrieben werden, indem der Test beschrieben wird, ob eine
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Variable ein bestimmtes Wort erzeugt. SchliefSlich gentigt es fiir eine CFG G = (V, X, P, S) und
ein Wort w zu priifen, ob das Startsymbol S das Wort w erzeugt. Die rekursive Beschreibung des
Tests ist:

Priife, ob Variable A das Wort w = a; - - - a,, erzeugt:
» Wennw = a € ¥, dann priifeob A — a € P

» Anderenfalls (Jw| > 1) kann A nur dann das Wort w erzeugen, wenn es eine
Produktion A —+ BC € P und einen Index 1 < i < n gibt, sodass B das Wort
ay - --a; und C das Wort a;41 - - - a,, erzeugt:

B/A\C

Qi1 an

al...ai

Daher priife fiir alle Produktionen A —+ BC € Pundalleimitl < i < n
rekursiv, ob B das Wort w = a; - - - a; und C das Wort a;.1 - - - a,, erzeugt.

Dieses so beschriebene rekursive Verfahren wird im CYK-Algorithmus mit dynamischer Pro-
grammierung und nicht-rekursiv umgesetzt, um einen effizienten Algorithmus zu erhalten.
Daher berechnet der Algorithmus Mengen V (i, j) C V, sodass V (i, j) die Variablen enthilt, die
das Wort a; - - - a; ;1 erzeugen. Die Berechnung der Mengen geschieht mit dynamischer Pro-
grammierung, indem man mit den einfachsten Mengen V'(i, 1) anfingt (diese kann man be-
stimmen, indem alle A € V einfligt, die das Symbol a; erzeugen, also es Produktionen A — a;
gibt) und anschliefSend die Lange j der Worte wachsen ldsst. Damit ist sichergestellt, dass die
zur Berechnung von V (i, j)-bendtigten Eintrdge alle bereits vorher berechnet wurden: Zur Be-
rechnung von V (4, j) muss man Mengen V (i, k) und V(i + k,j — k) mit 1 < k < j betrachten:

Gibt es Variablen B € V (i, k) und C € (Vij,;—) und eine Produktion A — BC,
dann gilt A € V(¢,j), denn B erzeugt a; - - - a;1;—1, C erzeugt a;yy - - a;y;—1 und
daher erzeugt A das Wort a; - - - a;4;—1.

Nach Berechnen aller Mengen muss man schlie8lich priifen, ob S € (V; ,,) gilt, um das Wortpro-
blem zu entscheiden. Algorithmus[8|gibt den CYK-Algorithmus in Pseudo-Code an. Die Laufzeit
wird durch die drei geschachtelten Fiir-Schleifen dominiert und kann mit O(n?-| P|) abgeschétzt
werden, wobei n = |w| und | P| die Anzahl der Produktionen der Grammatik ist.

Theorem 5.6.1. Das Wortproblem fiir kontextfreie Sprachen kann in Polynomialzeit entschieden
werden.

D. Sabel, Skript FSK & TIMI,SoSe 2022 73 Stand: 15. September 2022



5. Kontextfreie Sprachen

Algorithmus 8 : CYK-Algorithmus
Eingabe : CFG G = (V, %, P, S) in Chomsky-Normalform und Wort w = a; - - - a,, € ¥*
Ausgabe : Ja, wenn w € L(G) und Nein, wenn w ¢ L(G)
Beginn
fiir i = 1 bis n tue
| V(i,1)={AeV|A—a cP}
Ende
fiir j = 2 bisn — 1 tue
firi =1bisn+1—jtue
fiir k = 1 bis j — 1 tue
| V(i,j)=V(i,j))U{AeV |A— BCeP,BeV(ik),CeV(ii+k,j—k)}
Ende
Ende
Ende

wenn S € V(1,n) dann
| return Ja

sonst
| return Nein

Ende
Ende

Beispiel 5.6.2. Sei G = ({S, A, B}, {b,c,d}, P,S)mitP ={S —- AC, A— BE, A— BD, E —
AD, C — ¢, B— b, D — d}undw = bbddc. Wir fiihren den CYK-Algorithmus aus, um zu priifen,
obw € L(G) gilt:

Am Anfang ist die Tabelle | Nach Abarbeiten der ersten | Fiir j = 2 wird A € V(2,2)
V(i,j) leer: Schleife sind alle V(i,1)- | eingefiigt, da A — BD € P,
Eintrdge gefiillt: BeV(2,1)undD € V(3,1):
b b d d ¢ b b d d ¢ b b d d ¢
V@,j) 1. 2 3 4 5 V@i,j) 1 2 3 4 5 Vi,j) 1 2 3 4 5
1 1| B|B|D|D|C ‘ 1| B D |D|cC ‘
2 2 2
J 3 J 3 J 3
4 4 4
5 5 5
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Fiirj = 3wird E € V(2,3) | Fiirj = 4wird A € V(1,4) | Fiirj = 5wird S € V(1,5)
eingefiigt, da E — AD € P, | eingefiigt, da A — BE € P, | eingefiigt, da S — AC € P,
AeV(2,2)undD € V(4,1): | BeV(1,1)undE €V (2,3): | Aec V(1,4)und C € V(5,1):
b b d d ¢ b b d d ¢ b b d d ¢
Vg 1 2 3 4 5 Vg 1 2 3 4 5 Vi) 1 2 3 4 5
1 B B D D C ‘ 1 B B D D C ‘ 1 B B D D C ‘
2 A 2 A 2 A
il 3 E il 3 E il 3 E
4 4| A 4] A
5 5 5

Da S € V(1,5) gibt der Algorithmus Ja aus.

Wenn man sich in der Tabelle V(i,j) nicht nur die Variablen, sondern ebenfalls die da-
zugehorigen Produktionen merkt, kann man im Erfolgsfall auch recht einfach eine Ab-
leitung konstruieren, die w erzeugt. In Beispiel ist die zugehorige Linksableitung
S= AC = BEC = bEC = bADC = bBDDC = bbDDC = bbdDC = bbddC = bbddc.

5.7. Kellerautomaten

Endliche Automaten haben als wesentliche Beschriankung, dass sie nahezu keinen Speicher
besitzen. Die einzige Speichermoglichkeit sind die Zustande selbst und dies sind nur endlich
viele. Daher kann ein endlicher Automat z.B. eine Sprache der Form {w$w | w € {a,b,c}*}
nicht erkennen, da er nach dem Lesen von $ gespeichert haben miisste, welche Zeichen er vor-
her gelesen hat (um sie mit den kommenden Zeichen des Wortes w zu vergleichen).

Kellerautomaten erweitern das Automatenmodell um einen Speicher. Dieser ist sogar beliebig
grofS, aber er ist ein spezieller Speicher, namlich ein Keller (Stack, LIFO-Speicher, last-in-first-
out Speicher) auf den Zeichen eines Kelleralphabets von oben abgelegt und von oben gelesen
und entnommen werden konnen. Abb. illustriert den Kellerautomaten. Der Zustandsiiber-
gang (eine Aktion) hidngt bei endlichen Automaten nur vom nachsten Symbol der Eingabe und
dem aktuellen Zustand ab und liefert (eine Menge von) Nachfolgezustande(n). Beim Kellerau-
tomaten hiangt der Zustandsiibergang zusatzlich vom Kellerinhalt (dessen oberstem Zeichen)
ab und er liefert neben Nachfolgezustdnden auch einen dazugehorigen abgednderten Keller.

Definition 5.7.1 (Kellerautomat, PDA). Ein (nichtdeterministischer) Kellerautomat (PDA, push-
down automaton) ist ein Tupel M = (Z, %, T, 9, 29, #), wobei

» Z ist eine endliche Menge von Zustinden,
Y. ist das (endliche) Eingabealphabet,
I' ist das (endliche) Kelleralphabet,

d: (Zx (XU{e}) xT') = P.(Z x I'*) ist die Zustandsiiberfithrungsfunktion (oder nur
Uberfiihrungsfunktion)

e 29 € Z ist der Startzustand und
# € T ist das Startsymbol im Keller.

D. Sabel, Skript FSK & TIMI,SoSe 2022 75 Stand: 15. September 2022



5. Kontextfreie Sprachen

ap|az |az| --- |Gn Eingabeband
endliche \ Lesekopf (bewegt sich nur nach rechts)
Steuerung Zugriff auf Keller nur von oben
Ay
Az
A Keller

Abbildung 5.1.: Illustration des Kellerautomaten

Wenn (z/, By --- By) € 6(z,a, A) dann meint dies, dass der Kellerautomat vom Zustand z aus-
gehend, bei Eingabe von Zeichen a und oberstem Zeichen A auf dem Keller in den Zustand 2’
tibergehen kann und dabei A durch die Zeichenfolge B - - - By, ersetzt, sodass By ganz oben auf
dem Keller liegt. Abb. illustriert diesen Ubergang. Beachte, dass & = 0 moglich ist und in
diesem Fall das Symbol A vom Kellerspeicher geloscht wird.

Abbildung 5.2.: Illustration der Ausfiihrung des Schrittes (2', By - -- By) € §(z,a, A)

Die so definierten PDAs sind nichtdeterministisch und erlauben e-Ubergidnge AufRerdem gibt
es keine Menge von Endzustianden. Ein PDA akzeptiert, wenn die Eingabe ginzlich verarbeitet
wurde und der Keller leer ist. Initial startet der Kellerautomat mit dem Symbol # im Keller.
Befindet sich ein Kellerautomat in einer Berechnung, dann kann man Buchfiihren tiber den
aktuellen Zustand, die Resteingabe und den aktuellen Kellerinhalt. Formal wird dies durch eine
Konfiguration dargestellt:

Definition 5.7.2 (Konfiguration eines Kellerautomaten). Sei M = (Z,%,T, 4, zo, #) ein PDA.
Eine Konfiguration von M ist ein Tripel (z,w, W) mit z € Z, w € ¥*, W € I'*. Die Menge aller
Konfigurationen fiir M ist daher Z x ¥* x T'*.
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Fiir eine Konfiguration (z, w, W) ist z der aktuelle Zustand, w die Resteingabe und W der Inhalt
des Kellers, wobei das erste Zeichen von W ganz oben im Keller steht.

Wir definieren eine bindre Relation I- auf Konfigurationen, die den Ubergang von einer Konfi-
guration in eine nichste beschreibt:

Definition 5.7.3 (Transitionsrelation fiir PDA-Konfigurationen). Fiir einen PDA M =
(Z,%,T,0, 20, #) definieren wir -3y C (Z x ¥* x I') x (Z x ¥* x I'*) durch

e (zya1 - an, Ay Ap) by (2 a9+ an, WAs -+ Ay,) falls (2, W) € §(z,a1, A1) und

o (zyw, Ay Ap) by (25w, WAy--- Ay falls (2/, W) € §(z, ¢, Ay).
Mit %, bezeichnen wir (wie iiblich) die reflexiv-transitive Hiille von -, und mit \-, die i-fache
Anwendung von t,;. Wenn M eindeutig ist, lassen wir den Index M in \-; weg und schreiben +.

Definition 5.7.4 (Akzeptierte Sprache eines PDA). Sei M = (Z,%,T, 6, zo, #) ein PDA. Die durch
M akzeptierte Sprache L(M) ist definiert als

L(M):={weX"| (20,w,#) " (2,¢,¢) fiirein z € Z}.

Beispiel 5.7.5. Der folgende PDA M = ({20, 21},{a,b},{B,#},9, z0, #) akzeptiert die Sprache
{a'b’ | i € N}, wobei wir fiir § nur die Fille angeben, die zu nicht-leeren Mengen fiihren (d. h. in
allen anderen Fillen fiir i € {0,1}, ¢ € {a,b,e} und A € {B,#} ist 6(zi,c, A) = 0):

5(2070” #)Z{(Z()?B#)} 6(2()’673):{(21’8)} (5(2’1,8,#)2{(21,8)}
5(20,&,3) :{(Z07BB)} 5(21,b,B):{(21,8)} 5(20757#):{(2075)}

Der PDA M akzeptiert das leere Wort, denn (zo, e, #) b (20,¢, ). Der PDA M akzeptiert das Wort
a'bt fiiri > 0, da

(Z0>aibi>#> t (zovai_lbiaB#) H* (Z0>bi7Bi#) t (Zlabi_17Bi_1#) H* (21757 #) + (2116>6)'

Andere Worte w werden nicht von M akzeptiert, da einerseits jedes Verarbeiten eines Zeichen a ein
Kellerzeichen B auf den Keller legt, das selbst wieder nur durch Verarbeiten eines b’s abgebaut wer-
den kann (d. h. #,(w) = #(w) muss gelten), und andererseits das Wort mit a beginnen muss und
im Zustand zy nur weitere a’s verarbeitet werden konnen (da ein b im Zustand zy nicht verarbeitet
werden kann) und von der Form a*b* sein muss, da nach einem Wechsel von zy nach z, nur noch b’s
gelesen werden konnen.

Beispiel 5.7.6. Sei M = ({29, 21}, {a,b},{A, B,#},9, z0, #) mit

5(20,&, #) = {(z07A#)> (217#)} 5(2075>A) = {(ZlaA)}
5(207177 #) - {(207B#)7 (21, #>} 5(Z0757B) - {(21,B>}
5(207a7 A) = {(207AA)7 (Z17A)} 5(20)57 ) = {(Zla #)}
d(z0,b, A) = {(20, BA), (21, A)} d(z1,a,A) ={(z1,¢)}
d(z0,a, B) = {(z0,AB), (21, B)} d(z1,b, B) = {(z1,¢)}
9(20,b, B) = {(20, BB), (21, B)} d(z1,6,#) ={(21,8)}

und 6(z;, ¢, C) = 0 fiir alle anderen Fdlle mit i € {0,1}, ¢ € {a,b,e} und C € {A, B, #}.
Der PDA akzeptiert die Sprache L = {w € {a,b}* | wist Palindrom}. Da w ein Palindrom sein
muss, gibt es im Wesentlichen vier Moglichkeiten w = ¢, w = uu, w = uau, oder w = ubu (mit
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u € {a,b}*). Die Kellerzeichen A und B werden verwendet, um die gelesenen Zeichen von u zu
speichern (im Zustand z) und sie anschliefSend in umgekehrter Reihenfolge zum Verarbeiten von u
im Zustand z, zu entfernen. Die Ubergdnge von z zu z1 sind sowohl ohne Lesen eines Zeichens oder
mit Lesen genau eines Zeichens maoglich, was genau den Unterschied zwischen den Fdllen uu und
ucu mit ¢ € {a,b} ausmacht. Welcher Fall nun eingetreten ist, wird dem Nichtdeterminismus des
Automaten iiberlassen, der sich die richtige Position und die richtige Art und Weise vom Ubergang
von z zu z1 aussuchen muss. Tatsdchlich ist dieser Nichtdeterminismus notwendig: Es gibt keinen
deterministischen Kellerautomaten, der die Sprache L akzeptiert.

Z. B. gibt es fiir Eingabe abbba die folgende Transitionsfolge, bei der der richtige Zeitpunkt zum
Ubergang von zq zu z verpasst wird:

(z0, abbba, #) F (20, bbba, A#) - (z0,bba, BA#) F (20, ba, BBA#) & (20,a, BBBA#)
- (20,6, ABBBA#) - (z1,e, ABBBA#)

Ein erfolgreicher Lauf mit Eingabe abbba ist:

(20, abbba, #) - (20, bbba, A#) - (20, bba, BA#) F (21, ba, BA#) F (21,0, A#) F (21,2, #) F (21,6,2)

5.7.1. Akzeptanz durch Endzustiande

Eine alternative Definition der PDAs verwendet als zusitzliche Komponente Endzustiande und
definiert den Akzeptanzbegriff entsprechend anders. Wir werden in diesem Abschnitt zeigen,
dass diese Definition dquivalent zur bisherigen Definition ohne Endzustdnde und mit Akzep-
tanz durch leeren Keller ist, indem wir zeigen, dass beide Formalismen ineinander iiberfiihrbar
sind.

Definition 5.7.7 (PDA mit Endzustidnden). Ein (nichtdeterministischer) Kellerautomat mit End-
zustdnden (PDA mit Endzustdnden) ist ein Tupel M = (Z, %, T, 0, 20, #, E) wobei

» 7 ist eine endliche Menge von Zustinden,
Y. ist das (endliche) Eingabealphabet,
I' ist das (endliche) Kelleralphabet

d: Zx ((BU{e}) xTI') = P.(Z x I') ist die Zustandsiiberfithrungsfunktion (oder nur
Uberfiihrungsfunktion)

e 29 € Z ist der Startzustand,

# € T ist das Startsymbol im Keller und
» FE C Z ist die Menge der Endzustinde.
Ein PDA mit Endzustdnden akzeptiert die Sprache

L(M)=A{we X | (20,w,#) " (2,6, W) und z € E}.

Beachte, dass ein PDA mit Endzustanden auch bei gefiilltem Keller akzeptieren kann.

Lemma 5.7.8. Fiir jeden Kellerautomat mit Endzustdnden M kann ein Kellerautomat M’ (ohne
Endzustdnde) konstruiert werden, so dass gilt L(M) = L(M’).

Beweis. SeiM = (Z,%,T1,0, zo, #, E') ein Kellerautomat mit Endzustanden. Fiir die Transforma-
tion in einen dquivalenten PDA M’ ohne Endzustidnde miissen zwei Probleme gelost werden:
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e Der PDA M’ darf nicht in eine Konfiguration mit leerem Stack, leerer Eingabe und einem
Zustand z ¢ E laufen.

 Wenn M’ in einem Zustand » € F mit leerer Eingabe ist, muss M’ in die Lage versetzt
werden, den Keller zu leeren.

Beide Probleme werden dadurch gelost, dass M’ ein neues Kellersymbol erhilt, welches
unter alle Symbole in den Keller gelegt wird (mithilfe eines neuen Startzustands) und
es einen weiteren neuen Zustand gibt, der zum Leeren des Kellers benutzt wird. Sei
M = (ZU{z),zg}, 2, T U{$},0, 2, $) wobei ¢’ genau die Eintrdge enthalt, die durch die fol-
genden Regeln definiert werden:

1. §(2),e,$) = {(z0, #%)} und ¢’ (2(),a, X) = O fir allea € XU {e}, X € I" U {$} sonst.

2. §(z,a,A) Cd'(z,a,A) firallez € Z,ae {¥Uc}und A € T.

3. (zp,A) € §/(z,¢e,A) fiirallez € E, A e T U{$}.

4. (zp,e) € §'(zg,e, A) firalle A e T'U {$}.
Regel (1)) sorgt dafiir, dass vom neuen Startzustand z{, in den alten Startzustand z, iibergangen
wird, aber das Zeichen $ ganz unten im Keller liegt. Regel (2)) besagt, dass die alten Regeln von
M auch in M’ gelten. Regel (3)) sorgt dafiir, dass bei Akzeptanz von M in den neuen Zustand
zp gewechselt wird. Regel (4) sorgt dafiir, dass der Keller im Zustand zx komplett geleert wird,

damit M’ akzeptieren kann. Da der Keller nur im Zustand zy leer werden kann, gibt es keine
neuen Worter fiir die M’ akzeptieren kann.

Zusammengefasst zeigt dies die korrekte Konstruktion von M’. O

Lemma 5.7.9. Fiir jeden Kellerautomat M kann ein Kellerautomat mit Endzustdnden M’ konstru-
iert werden, so dass L(M) = L(M') gilt.

Beweis. Sei M = (Z,%,T,9, 29, #) ein Kellerautomat (ohne Endzustédnde). Fiir die Transforma-
tionen in einen dquivalenten PDA M’ mit Endzustanden fiigen wir einen Endzustand ein und
sorgen mithilfe eines zusatzlichen Kellersymbols dafiir, dass M’ nach Abarbeitung des Wor-
tes noch in den Endzustand wechseln kann. Sei M’ = (Z WU{z(, zg}, X, T U{$}, 0", 2(,, $, {zr}), s0O
dass ¢’ genau die Eintrdge enthalt, die durch die folgenden Regeln definiert werden:

1. 8'(2),€,%) = {(z0,#3)} und ¢’ (2, a, X) = O fir allea € YU {e}, X € T'U {$} sonst.
2. §(z,a,A) Co'(z,a,A) firallez € Z,ae {EUe}und A €T
3. (zm,e) € §/(z,¢,9) firallez € Z

Regel (1) sorgt dafiir, dass am Anfang das Symbol $ ganz unten im Keller liegt. Es verbleibt dort,
bis es durch Regel (3) entfernt wird (in diesem Fall hat M schon akzeptiert und A’ wechselt
in den Endzustand). Regel (2Z)) sorgt dafiir, dass alle Ubergidnge aus M auch in M’ verwendet
werden konnen.

Zusammengefasst zeigt dies die korrekte Konstruktion von M’. O

Lemmata und zeigen:

Satz 5.7.10. PDAs mit Endzustdnden und PDAs ohne Endzustinde (mit Akzeptanz durch leeren
Keller) sind dquivalente Formalismen.
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5.7.2. Aquivalenz von Kellerautomaten und kontextfreien Sprachen

Im Folgenden werden wir beweisen, dass Kellerautomaten genau die kontextfreien Sprachen
erkennen. Wir beweisen dies in zwei Teilen. Zunachst zeigen wir, wie man einen Kellerautoma-
ten fiir eine CFG (in Greibach-Normalform) konstruiert, der die von der Grammatik erzeugte
Sprache akzeptiert. Die Idee ist, dass der Kellerautomat, eine Linksableitung S =* w simuliert.
Da die CFG in Greibach-Normalform ist, ist die Linksableitung nach i Schritten von der Form
S =%ay---a;By - -- Bj. Fiir die Simulation auf dem PDA, startet dieser mit w als Eingabe und S
auf dem Keller. Nach ¢-Schritten erden auf dem dem Keller werden nur die Variablen B; - - - B;
gespeichert, wihrend a; - - - a; (als Prafix von w) von der Eingabe gelesen und verarbeitet wurde.

5.7.2.1. % Kontextfreie Sprachen werden durch Kellerautomaten erkannt

Satz 5.7.11. Jede kontextfreie Sprache wird durch einen Kellerautomaten erkannt.

Beweis. Sei L eine kontextfreie Sprache. Da L kontextfrei ist, gibt es eine CFG G = (V, X, P, S)
in Greibach-Normalform mit L(G) = L \ {e}. Sei M = ({z0}, 2, V, J, 20, S) ein PDA, sodass

0(z0,a,A) :={(20,B1--Bpn) | (A —aBy---By,) € P}

und falls € € L setze zusatzlich
(5(2’0, g, S) = {(Z(), E)}

In allen anderen Fillen sei §(zg, e, A) = 0.

Wir zeigen, dass L(M) = L gilt. Zunachst behandeln wir den Spezialfall, dass das leere Wort in
L liegt: Es gilt € € L genau dann, wenn (zo, ¢, S) F (20,¢,¢) und damit e € L(M).

Fiir die weiteren Félle zeigen wir, dass fiir alle i € N gilt:

S :iG ay ---a;By -+ - By, mit einer Linksableitung
genau dann, wenn
(20,a1 - - - a;w, S) F (20, w, By - - - Byy,) fiir alle w € *.

Daraus folgt dann offensichtlich u € L <= u € L(M) fir alle u € ¥*. Wir verwenden
Induktion iiber : zum Nachweis der Aussage. Fiir : = 0 gilt die Aussage. Fiir i« > 0 sei zu-
nichst S :>iG ay---a;By -+ B, eine Linksableitung. Da G in Greibach-Normalform ist, kann
diese geschrieben werden als S =51 a1---a;_1B;Bjt1-++ By =G a1---a;By -+ By, Wo-
bei B, — a;B1---B; € P als letzte Produktion angewendet wurde. Die Induktionsannah-
me zeigt, dass S =%5"' a1+ a;_1B;Bj+1 - By, genau dann, wenn (zg,a1 - - a;—1w, S) 1
(ZQ,’U), BxBjJrl <. Bk) Mit w = aiw’ und da (Zo, By--- B]) € 5(2’0, aj, BI), gllt ebenfalls
(20,a1---a;w', S) F (20,w’, By - - - By) fiir alle w'.

Nun betrachte die Riickrichtung. Sei (29, a1 - --a;w, S) F* (zo,w, By --- By). Dann muss der
letzte Schritt a; gelesen haben, d.h. die Folge lasst sich zerlegen in (z9,a; - - - a;w,S) F~!
(zo,aiw,BxBjH Bk) F (Z(],’LU,Bl Bk), wobei (Zo,Bl'“Bj) S 5(z0,ai,Bw). Dann
muss B, — a;B;---B; eine Produktion in P sein. Die Induktionsannahme liefert
S :>i51 ay - aj—1ByBji1 -+ By und wir konnen obige Produktion anwenden und erhalten
S:>6a1---aiBl---Bk. O
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5.7.2.2. % Kellerautomaten, die maximal 2 Symbole auf den Keller legen

. Bevor wir die Riickrichtung zeigen (jeder PDA akzeptiert eine kontextfreie Sprache), bewei-
sen wir einen Hilfssatz, der zeigt, dass es ausreicht, wenn ein PDA pro Schritt maximal zwei
Symbole auf den Keller legen darf.

Lemma 5.7.12. Fiir jeden PDA M = (Z,%. 1,6, zo, #) gibt es einen PDA M’ = (Z, 2, T, 0", 2o, #)
mit L(M) = L(M’), sodass gilt: Wenn (', By --- Bg) € 0'(z,a,A) (fiira € (¥ U {e})), dann ist
k<2

Beweis. Transformiere M in M’, indem §’ und IV konstruiert werden, sodass fiir alle A € T und
a € (X U {e}) genau die folgenden Regeln beachtet werden:
e (2/,B1--+Bg) €d(z,a,A),wenn (z/,By--- Bg) € §(z,a,A) und k < 2.
o falls (2, By -+ By) € §(2,a,A) mit k > 2, dann
- sei(z,CyBy) € §/(z,a, A), und
- fiurallei mit4 <i <k:d(z,¢,C;) = {(2,C;_1B;_1)}, sowie
- 8(z,6,03) ={(7/,B1B2)}
wobei C3,...,C, € I' neue Kellersymbole sind (diese werden jeweils neu erzeugt pro
ersetztem Eintrag).
Es gilt (z,aw, AW) B35, (2w, By -+ ByW) <= (z,aw, AW) Fy (2w, By - -+, ByW) und da
die neuen Uberginge nicht zum sofortigen Akzeptieren fiihren konnen, folgt, dass die Aquiva-
lenz (z,w,#) 3, (2,6,6) <= (z,w,#) Fip (2,€,¢) gilt. O

Bemerkung 5.7.13. Das letzte Lemma kann auch bewiesen werden, indem statt zusdtzlicher Kel-
lersymbole zusditzliche Zustdnde verwendet werden.

5.7.2.3. % Kellerautomaten akzeptieren kontextfreie Sprachen

Nun zeigen wir, dass wir fiir jeden Kellerautomaten, der die Bedingung aus dem vorherigen
Lemma erfiillt, eine kontextfreie Grammatik angeben konnen, welche die vom Automaten ak-
zeptierte Sprache erzeugt. Die wesentliche Idee des Beweises ist es, fiir die Variablen der Gram-
matik eine sogemannte Tripelkonstruktion zu verwenden: Die Variablen sind Tripel (2, A, z),
wobei z, 2’ Zustdnde des PDA und A ein Kellersymbol ist. Die Grammatik soll fiir eine solche
Variable genau die Worte w erzeugen, die den Automaten vom Zustand 2’ mit Kellerinhalt A in
den Zustand z durch Lesen von w tiberfiihren.

Satz 5.7.14. Kellerautomaten akzeptieren kontextfreie Sprachen.

Beweis. Sei M = (Z,%,T,4, z, #) ein PDA, sodass fiir alle (2/, By --- By) € d(z,a,A) (fiira €
(XU {e})) k < 2 gilt (was mit Lemma keine Einschrankung ist).
Sei S ein neues Symbol. Wir konstruieren die Grammatik G = (V, X, P, S) mit

V= {S} U {<Zi,A, Zj) ‘ Ziy 2j € Z, A€ F}
P= {S—(z,#2) |z€Z}
U {(z/,A,2) 2 a|(z,e) €(,a,A),ae X U{e},AeT}
U {(z,A,2) = a(?",B,z) | (?",B) € 6(z',a,A),z€ Z,ac XU{e}, AT}
U {(Z,A,2) = a2, B,21){(z1,C,2) | (2",BC) € §(',a,A),z,21 € Zyae LU{e},AeT}
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Wir beweisen im Folgenden die Aussage
(2, A, 2) =& w  genaudann, wenn (2w, A) i (2,¢,¢).

Da S — (z0, 4, z) € Pfolgtdaraus w € L(G) <= w € L(M),d.h. L(G) = L(M).

= Sei (A, z) :>6 w eine Linksableitung. Wir verwenden Induktion tiber i. Fiir i = 1 gilt
(2, A, z) =¢ w, was nur gelten kann, wenn die verwendete Produktion (2, 4, z) — a ist.
Dann gilt aber (z,¢) € §(2/,a, A) und damit auch (2, a, A) - (z, ¢, ¢). Fiir den Induktions-
schritt sei (2, 4, 2) =¢ u=5" w. miti —1>0

- Wennu =a € (¥ U{e}), dann kann i — 1 > 0 nicht gelten.

- Wenn u = a(2”, B, z), dann ist (2", B) € §(2',a,A) und u = a{2”,B,z) =1 aw’
mit w = aw'. Dann gilt (2", B,z) =1 ' und die Induktionsannah-
me liefert (2”,w',B) F3}, (z,6,¢). Mit (2”,B) € 6(2,a,A) zeigt dies
(2w, A) = (¢, aw’, A) Far (27,0, B) 3, (2,€,€).

- Wenn v = a(2’,B,z)(z1,C,z), dann ist (”,BC) € 6(z,a,A) und u =
alz", B, z1){(z1,C, z) =1 aw’ mit w = aw’. Dann gilt auch (2", B, z1) (2, C, z) =1
w' und es gibt Linksableitungen (2", B,z;) =7 wj und (z1,C,z) =F w| mit
j+1 < i—-1und v = wjw]. Fir beide konnen wir die Induktionsannahme
anwenden und erhalten (2", w(, B) F%, (z1,¢,¢) und (z1,w},C) 4, (z,¢,¢). Die
erste Konfigurationsfolge kann abgedndert werden: Wenn wir C' unten im Keller
einfiigen und w] an das Wort w(, anhdngen, ist der Ablauf immer noch mdglich
und endet mit dem Symbol C' im Keller und dem Restwort w| d.h. es existiert
(2", w', BC) F3; (z1,w],C). Anhdngen der anderen Folge von Konfigurationen lie-
fert (2”,w', BC) = (#",wjw}, BC) k3%, (z,e,¢). Da (2, BC) € §(2,a, A), zeigt dies
(2w, A) = (¢, aw’, A) Fa (27,0, BO) By (2,6, ¢€).

,<="1 Sei (2/,w, A) Iy, (z,e,). Wir zeigen (2/, A, z) =% w mit Induktion {iber :. Fiir i = 1 muss
gelten (z,e) € §(2/,w, A), was nur gelten kann fiir w = a € (¥ U {¢}) und damit gibt
es die Produktion (z’, A,z) — a € P und daher (2', A,z) =¢ a. Sei nun i > 1. Dann
(2, aw’, A) = (2" 0’ a) Fit (z,6,6) fiiri —1 > 0,a € SU{e} und a = ¢, o« = B oder
a = BC. Wir betrachten alle drei Falle fiir « einzeln:

- « = e: Dieser Fall ist nicht moéglich, da 7 — 1 > 0 nicht gelten kann.

- a = B.Da (2", v, B) Fi;' (z,¢,¢), liefert die Induktionsannahme (2", B, z) =% '
und es gilt (2/, A, z) — a(2", B, z) € P daher gilt (2, A, z) =%, aw’ = w.

- a = BC. Die Konfigurationsfolge (z”,w’, BC) ;' (z,¢,¢) kann zerlegt werden in
die Abarbeitung von B und die anschliefSende Abarbeitung von C, d. h. w' = wjw},
sodass (2", wjwh, BC) r—?w (z1,wh,C) 5, (2,e,e) mit j + k = i — 1. Aus dem ersten
Teil folgt (2, w}, B) l—{w (21,¢,¢),indem man C auf dem Keller und den Suffix w}, weg
lasst. Da j < iund k < 7, kann die Induktionsannahme auf (2", w}, B) D—{W (z1,€,¢€)
und (z1, wh, C) F%, (2,¢,¢) einzeln angewendet werden und liefert (2, B, 21) =% w}
und (z1,C,2) =¢ wy. Da (2 A,2) = (2",B,z21)(z1,C,2) € P,gilt (2, A, z) =¢
a(z", B, z1)(z1,C, z) = aw|(z1,C, z) =& awjwhy = w. O

5.7.2.4. Kellerautomaten und kontextfreie Sprachen

Satze[5.7.11Jund [5.7.14] zeigen:
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Theorem 5.7.15. Kellerautomaten erkennen genau die kontextfreien Sprachen.

Bemerkung 5.7.16. Die zu Theorem[5.7.15|zugehorigen Beweise zeigen auch, dass PDAs mit einem
Zustand auskommen, denn der in Satz|5.7.11|konstruierte PDA besitzt nur einen Zustand.

Beispiel 5.7.17. Betrachte den PDA aus Beispiel[5.7.5 M = ({zo, z1}, {a, b}, { B, #}, 0, z0, #) mit

5(207a #) = {(2073#)} 5(20767 B) = {(2175)} 5(21767#) = {(2175)}
5(2’0,@,3) {(Z07BB)} 5(21’1773):{(21’8)} 5(2()’57#):{(20’5)}

und 6(z;,a, A) = 0 fiir alle anderen Fille. Der Beweis von Satz konstruiert die Grammatik
G = (V,X,P,S) mit

V= {Sv <Z07 B7 z0>7 <ZOa Ba Zl>a <Zla Ba ZO>7 <217 Ba Zl>a <ZO7 #a Z0>7 <207 #a Zl>a <Zla #7 Z0>7 <21a #a Z1>}
P = {S — <207#7ZU>7S — <Z07#721> }
U {(20, B, 21) = b, (21, B, 21) = b, (20, #, 20) — €, (21, #, 21) — €}
(

U {(z0, #, z0) — a{zo0, B, 20){z0, #, 20), (20, #, 20) — a(z0, B, z1)(z1, #, 20)
(20, #,Z1> a(z0, B, 20) {20, #,Zﬁ,(zo,#,zﬁ—>G<ZO,B,Z1><21,#, 21)}
U {(z0, B, z0) = a{z0, B, 20) (20, B, 20), (20, B, z1) = a(z0, B, z0){20, B, 21),
(20, B, z0> a(zo, B, z1){z1, B, 20), (20, B, 21> alzo, B, z1)(z1, B, 21>}

Diese Grammatik kann man noch vereinfachen, indem man untersucht, welche Produktionen nie in
einer erfolgreichen Ableitung verwendet werden konnen:

* (20, B, z0) — a(zo, B, z1)(z1, B, 20), kann geldscht werden, da die Produktion u.a. (z1, B, zo)
erzeugt, es aber keine Produktion mit (z1, B, zo) als rechter Seite gibt.

e Nun kann (zy, B, z9) — a(zo, B, 20){20, B, 20), geloscht werden, da sie die einzige Regel mit
(z0, B, z0) als rechter Seite ist, aber auf der rechten Seite wieder ein (zy, B, zo) erzeugt. Daher
kann kein Wort mit ihr erzeugt werden.

* Nun konnen alle Regeln geldscht werden, die (zy, B, zo) erzeugen, da es keine Produktion
mehr gibt mit (z, B, zo) auf der rechten Seite. Dies sind: (zo, #, z0) — a(z0, B, z0){z0, #, 20),
<ZO) #7 Zl> - a’<Z07 B) Z0><207 #7 Zl> <ZOa Ba Zl> — CL(ZO, Ba ZO><ZO) B7 Zl>}

e Nun kann (zy, #, z0) — a(z0, B, z1)(z1, #, 20), geloscht werden, da es keine Produktion fiir
(21, #, 20) 8ibt.

{S — <207 #7 ZO>7

S_> <207#721>7
<ZQ,B Zl> — b

Es verbleiben (zy,#,20) — €, Mit Umbenennen, Streichen von nicht erreich-

baren Variablen und Entfernen von Einheitsproduktionen erhalten wir als Grammatik
G=1((S,A,B),{a,b},{S —e|aB,B — aBC | b,C — b},5)

Offensichtlich erzeugt B Worte der From a'*'b' und damit ist L(G) = {a'b’ | i € N}. Beachte, dass
bis auf S — ¢ ist G in Greibach-Normalform.
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SeiG' = ({S,A,B,C},{a,b},{S — aB,B — b| aBC,C — b},S), dann gilt L(G') = L(G) \ {¢}
und G’ ist in Greibach-Normalform. Der Beweis von Satz |5.7.11| konstruiert fiir G den PDA M =
({Zo}, ¥, XUV, 6, 2o, S) mit

5(2’0,&, S) = {(Zo,B)} (5(20,(), B) = {(ZQ,E)} (5(,20,(1,3) = {(Z(),BC)}
8(z0,b,C) ={(20,€)}  d(z0,¢,5) ={(20,€)} d(z0,d, A) =0 in allen anderen Fdillen

Der PDA M hat (wie bereits erwdhnt) nur einen Zustand und akzeptiert L(M) = {a'b" | i € N}.
Eine Konfigurationsfolge fiir die Eingabe aaabbb ist

(20, aaabbb, S) & (2o, aabbb, B) = (zo, abbb, BC') = (2o, bbb, BCC') = (20, bb, CC) = (20,b,C) = (20, ¢, ¢)

5.8. Deterministisch kontextfreie Sprachen

Fiir deterministische Kellerautomaten verwenden wir Automaten mit Endzustdnden. Wir er-
lauben jedoch weiterhin e-Ubergéinge. Damit der Ubergang trotzdem deterministisch bleibt,
darf ein e-Ubergang nur dann mdoglich sein, wenn bei gleichem obersten Kellersymbol kein
Ubergang bei Lesen eines Zeichens maglich ist. Die folgende Definition fiir deterministische
Kellerautomaten sichert dies zu:

Definition 5.8.1 (Deterministischer Kellerautomat, DPDA). Ein Kellerautomat mit Endzustdn-

den M = (Z,%,T,0, z9, #, E) ist deterministisch (ein DPDA) wenn fiir alle (z,a,A) € (Z,%,T)
gilt: |6(z,a, A)| + |0(z,¢, A)| < 1.

Die von DPDAs akzeptierten Sprachen heifsen deterministisch kontextfrei.

Satz 5.8.2. Die Sprache L = {w$w | w € {a,b}*} ist deterministisch kontextfrei.

Beweis. Sei M = ({z0, z1, 22}, {a, b, $}, {#, A, B}, 6, 20, #, {22} ), wobei

6(207 a, #) = {(ZO’A#)} 5('207 a, B) = {(ZO’ AB)} 5(20’ 5, #) = {(Zh #)}
5('207 b, #) = {(Zo, B#)} 5(2()’ b, B) = {(Zo, BB)} 5(217 a, A) = {(2175)}
d(z0,a,A) = {(z0, AA)} 5(20,9%,A) ={(z1,4)} d(z1,b,B) = {(z1,¢)}
(20,0, A) = {(Z()? BA)} 6(z0, 8, B) = {(217 B)} 6(z1,6,#) = {(2276)}

und 6(z;, ¢, C') = ( fiir alle anderen Falle mit (z;,¢,C) € {20, 21,22} % {a,b,$} x {#, A, B}. Der
PDA mit Endzustanden M erkennt L, denn vom Startzustand z, aus merkt er sich die gelesenen
Symbole w auf dem Keller (im umgekehrter Reihenfolge) (A fiir « und B fiir b), nach Lesen von
$ wechselt er in den Zustand z; und kann dort den Keller abbauen, indem er w verarbeitet. Im
Anschluss daran wechselt er mit dem untersten Kellersymbol in den akzeptierenden Zustand
z9. Offensichtlich ist M deterministisch (d. h. ein DPDA). O

Satz 5.8.3. Die Sprache L = {a'b’ | i € N>} ist deterministisch kontextfrei.
Beweis. Der PDA mit Endzustanden M = ({z, 21, 22}, {a, b}, {#, A}, 6, 20, #, {22}), wobei

d(20, a, #) = {(20, A#)} 6(z0,b, A) ={(z1,€)} (21,8, #) = {(22,€)}
0(z0,a,A) ={(20,AA)} d(z1,0,A) ={(z1,¢)}
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und §(z;, ¢, B) = () fiir alle anderen Falle mit (z;, ¢, B) € {z0, 21, 22} x {a,b} x {#, A} erkennt L
und ist deterministisch (d. h. ein DPDA). O

Fiir DPDAs ist jede Folge von Konfigurationen eindeutig, d.h. es gibt zu jeder Konfiguration
hochstens eine Nachfolgekonfiguration. Im Folgenden erwahnen wir einige wichtige Eigen-
schaften der deterministisch kontextfreien Sprachen, verzichten aber an dieser Stelle auf deren
Beweise:

Theorem 5.8.4 (Eigenschaften deterministisch kontextfreier Sprachen).

1. Das Wortproblem fiir deterministisch kontextfreie Sprachen kann in Linearzeit entschieden
werden.

2. Fiir deterministisch kontextfreie Sprachen gibt es eindeutige Grammatiken.

3. Deterministisch kontextfreie Sprachen sind unter Komplementbildung abgeschlossen.

Wihrend das Theorem besagt, dass deterministische kontextfreie Sprachen beziiglich Komple-
mentbildung abgeschlossen sind, gilt dies nicht fiir Schnittbildung und Vereinigung:

Satz 5.8.5. Deterministisch kontextfreie Sprachen sind nicht abgeschlossen beziiglich Vereinigung
und Schnitt.

Beweis. Schnittbildung kann widerlegt werden durch die Schneiden der Sprachen {a"b"c™ |
n,m € Ny} und {a"0"c¢™ | n,m € N5¢}, denn beide Sprachen sind deterministisch kontext-
frei, ihr Schnitt hingegen ist die Sprache {a™b"c" | n € N5}, die — wie bereits gezeigt, Satz[5.4.3]
— nicht kontextfrei ist.

Die Nichtabgeschlossenheit beziiglich Vereinigung ergibt sich aus der giiltigen Gleichung
LN Ly = Ly U Ly: Deterministisch kontextfreie Sprachen sind abgeschlossen beziiglich Kom-
plementbildung und bei Abgeschlossenheit beziiglich der Vereinigung wiirde auch folgen, dass
deterministisch kontextfreie Sprachen auch abgeschlossen gegen Schnittbildung wiren. Das
hatten wir aber gerade eben widerlegt. O

Der folgende Satz zeigt, dass das Schneiden mit einer reguldaren Sprache, die Menge der (deter-
ministisch) kontextfreien Sprachen nicht verlasst:

Satz 5.8.6. Der Schnitt einer (deterministisch) kontextfreien Sprachen mit einer reguldren Sprache
ist (deterministisch) kontextfrei.

Beweis. Sei M = (Z,%,T,6, 29, #, E) ein PDA mit Endzustdnden und M’ = (Z', %, ¢, 2, E’) ein
DFA. Wir definieren den Kellerautomaten M" = (Z x Z',X,T,6", (20, 2,), #, E x E') mit

* ((zk,2y,),B1-+-Bm) € §"((2i,2)),a, A) falls (2, By - - - Byy) € 0(2,a,A), ' (2,a) = 2z, und
e ((21,2}),B1-++Bp) € 8"((2i,2)),¢,A) falls (2, By - - Byyy) € 6(z,¢, A).

Dann gilt L(M") = L(M) N L(M’), denn M" simuliert den PDA M und den DFA M’ gleichzei-

tig, und akzeptiert nur dann, wenn beide Automaten akzeptieren. SchliefSlich ldsst sich leicht

priifen, dass M" ist deterministisch ist, wenn M deterministisch ist. O
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5. Kontextfreie Sprachen

5.9. Entscheidbarkeitsresultate

In diesem letzten Abschnitt des Kapitels priifen wir die Entscheidbarkeit verschiedener Proble-
me fiir die Klasse der Typ 2-Sprachen. Das Wortproblem haben wir bereits betrachte und mit
dem CYK-Algorithmus gezeigt, dass es fiir kontextfreie Sprachen effizient entscheidbar ist.

Auch die Frage, ob eine kontextfreie Grammatik die leere Sprache erzeugt ist entscheidbar:
Satz 5.9.1. Das Leerheitsproblem fiir kontextfreie Grammatiken ist entscheidbar.

(x) Beweis. Sei L ein kontextfreie Sprache gegeben durch eine kontextfreie Grammatik. Wir
konnen entsprechend Definition [3.2.4] priifen, ob ¢ € L gilt. Ist dies der Fall, dann ist L nicht
leer. Anderenfalls sei G = (V, X, P, S) eine CFG in Chomsky-Normalform mit L(G) = L. Algo-
rithmus [9markiert alle Variablen A € V fiir die gilt {w € X* | A =¢ w} # 0.

Algorithmus 9 : x Markierung der Variablen, die nichtleere Sprachen erzeugen
Eingabe : Grammatik G = (V, X, P, S) in Chomsky-Normalform
Ausgabe : Menge W C V aller Variablen, die nicht die leere Sprache erzeugen
Beginn
W:={Ae€V|A—a€Paci}
wiederhole
Was =W,
W:=Wuy U{A|A— BCe€P,BeWyu,CecWu}l;
bis W = W,y;

return W
Ende

Nach Ausfiihrung von Algorithmus [9) miissen wir nur testen, ob das Startsymbol S markiert
wurde (d.h. ob S € W gilt). O

Satz 5.9.2. Das Endlichkeitsproblem fiir kontextfreie Sprachen ist entscheidbar.

(%) Beweis. Sei G = (V,X, P,S) eine CFG in Chomsky-Normalform. Sei n die Zahl aus dem
Pumping-Lemma fiir CFGs (wir konnen n = 2!V setzen, wie der Beweis des Pumping-Lemmas
zeigt). Es gilt |L(G)| = oo genau dann, wenn es ein Wort z € L(G) mitn < |z| < 2n gibt:
« ,<=": Wenn es ein Wort z € L mit |z| > n gibt, dann zeigt, dass Pumping-Lemma fiir
CFGs (Lemma|5.4.1), dass alle Worte uviwz’y € L fiir i € N liegen - das sind unendliche
viele Worte.

» ,=—":Nehme an, die Aussage sei falsch, d. h. es gibt kein Wort > € L(G) fiirn < |2| < 2n,
aber trotzdem gilt | L(G)| = oc. Sei z € L(G) das kiirzeste Wort mit |z| > 2n. Das Pumping-
Lemma zeigt, dass es Worte u, v, w, z, y gibt mit z = wvwazy, |vz| > 0und |[vwz| < n, sodass
insbesondere uv’wz%y € L gilt. Da [uvwz'y| = |uwy| < |[uwvwzy| und juwy| > n gilt, war
z nicht minimal gewahlt, was einen Widerspruch darstellt.

D. h. wir konnen das Endlichkeitsproblem entscheiden, indem wir alle Worte w € ¥* der Linge
n < |w| < 2n aufzdhlen und mit dem CYK-Algorithmus testen, ob w € L(G) gilt. O

Es gibt wesentlich effizientere Verfahren, um das Endlichkeitsproblem zu l6sen (siehe z.B.
(Weg99)).
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5.9. Entscheidbarkeitsresultate

Die meisten anderen Fragestellungen (z.B. das Aquivalenzproblem und das Schnittproblem)
sind fiir kontextfreie Sprachen unentscheidbar.

5.9.1. x Ein entscheidbares Problem

Ein entscheidbares Problem ist die Frage, ob eine deterministisch kontextfreie Sprache dqui-
valent zu einer regularen Sprache ist. Sei die deterministisch kontextfreie Sprache L; durch
einen DPDA gegeben und die reguldre Sprache L, durch einen DFA. Dann priife, ob L; N Ly = ()
und L; N Ly, = (. Beides kann berechnet werden, da deterministische PDAs unter Komple-
mentbildung abgeschlossen sind und DFAs ebenso, ein deterministischer PDA fiir den Schnitt
konstruiert werden kann (siehe Satz und das Leerheitsproblem fiir CFLs entscheidbar ist.
SchlieRlich folgt aus L; N Ly = 0, dass Ly C Lo gilt, und aus L; N Ly =  folgt, dass Ly C L;
gilt. Damit kann L, = L, entschieden werden.
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6. Kontextsensitive und Typ 0-Sprachen

In diesem Kapitel behandeln wir Typ 1- und Typ 0-Sprachen und lernen die Turingmaschine
als Maschinenmodell kennen. Typ 0-Sprachen werden genau von den Turingmaschinen erfasst,
wahrend Typ 1-Sprachen von linear platz-beschrankten Turingmaschinen erfasst werden.

Wir erinnern an die Unterschiede zwischen Typ 2-, Typ 1- und Typ 0-Sprachen. Der Unterschied
zwischen kontextfreien (also Typ 2-) und kontextsensitiven (also Typ 1-) Sprachen besteht dar-
in, dass die linken Seiten der Produktionen bei kontextsensitiven Sprachen Satzformen sein
diirfen, wiahrend diese bei kontextfreien Sprachen nur einzelne Variablen sind. Der Unterschied
zwischen Typ 1- und Typ 0-Sprachen ist, dass fiir Produktionen ¢ — r der Typ 1-Grammatiken
|r| > |¢| gelten muss, d. h. Anwenden der Produktionen erlaubt es nicht, Worter zu schrumpfen.
Diese Grammatiken werden auch monotone Grammatiken genannt. In manchen Arbeiten und
Biichern werden kontextsensitive Grammatiken so definiert, dass alle Produktionen die Form
a1Aas — ajaszas haben miissen, wobei «; Satzformen sind und a3 # e gelten muss. Wir ver-
wenden (wie (Sch08)) die allgemeinere Definition, die jedoch die gleiche Menge an Sprachen
definiert.

6.1. x Die Kuroda-Normalform fiir kontextsensitive Grammatiken

Ahnlich zur Chomsky-Normalform fiir kontextfreie Grammatiken, gibt es die sogenannte
Kuroda-Normalform (benannt nach dem japanischen Linguisten Sige-Yuki Kuroda) fiir kon-
textsensitive Grammatiken:

Definition 6.1.1. Eine Typ 1-Grammatik G = (V, X, P, S) ist in Kuroda-Normalform, falls alle
Produktionen in P einer der folgenden vier Formen entsprechen:

A—a A— B A — BC AB — CD
wobeia € Yund A,B,C,D €V.

Die ersten drei Formate sind auch fiir kontextfreie Sprachen erlaubt (wobei Regelformat 1 und 3
die erlaubten Formate fiir CFGs in Chomsky-Normal sind). Die Kuroda-Normalform ,,erweitert”
kontextfreie Grammatiken daher um Regeln der Form AB — CD.

Satz 6.1.2. Sei L eine kontextsensitive Sprache mit e ¢ L. Dann gibt es eine Grammatik in Kuroda-
Normalform, die L erzeugt.

Beweis. Da L eine kontextsensitive Sprache ist, gibt es eine Typ 1-Grammatik G = (V, %, P, S)
mit L(G) = L. Wende Algorithmus[10|mit G als Eingabe an. Die Ausgabegrammatik G" erfiillt
die Aussage: Zunichst ist klar, dass die Ausgabe in Kuroda-Normalform ist, da nicht konforme
Produktionen durch konforme ersetzt werden. Wir begriinden, dass die einzelnen Modifikatio-
nen die erzeugte Sprache nicht verdndern:
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6.2. Turingmaschinen

Das Einfiihren der Produktionen A, — a und das Entfalten der Produktionen A — B;--- B,
kennen wir bereits von der Herstellung der Chomsky-Normalform fiir kontextfreie Grammati-
ken und es verdndert dort wie auch fiir kontextsensitive Grammatiken die Menge der ableitba-
ren Worte nicht.

Wir betrachten eine einzelne Ersetzung einer Regel A;---A,, — Bi---B, (n > m + 2) in
mehrere Regeln wie in Algorithmus [10|beschrieben. Sei G die Grammatik vor der Ersetzung
und G, die Grammatik danach. Ein Ableitungsschritt aA; - - - A, =¢, aB; - - - B,o/ kann mit
G in mehreren Schritten durchgefiihrt werden: a4, - - - A0/ =G, aB1D2As - Ayd :21’2
aBq--- BmlemO/ :>*Gl aBq--- anganloz/ =G aBq--- Bno/

Da die Variablen D; neu sind, und jede Variable D; nur einmal in einer linken Seite einer
Produktion vorkommt, muss jede Ableitung fiir ein Wort w € ¥* mit Grammatik G; samt-
liche neuen Produktionen in der gegebenen Art und Weise verwenden (anders konnen kei-
ne Terminalzeichen erzeugt werden), d.h. wenn aA; As¢/ =G, aBiDad/ :>’él w, dann las-
sen sich alle Ersetzungen von D; fiir i = 2,...,n — 1 in der Ableitung identifizieren und
es ergibt sich, dass o/ = A3--- A,a” gelten muss und sich die Ableitung umsortieren lasst
20 aA; - Apd” =8 By Bpo” =@ wmitk = ki + ky und ky > 0, was zeigt, dass
ady - Apd’ =6, aBy - By :>’§§1 w. Diese Riickiibersetzung in eine Ableitung fiir Gy kann
nun fiir die restlichen ks Schritte aB; - - - Bpo” :>’§§1 w wieder angewendet werden. Wichtig ist
hierbei, dass diese Ersetzung terminiert, was stimmt, da ky < k gelten muss. O

6.2. Turingmaschinen

Die kontextfreien Sprachen werden genau durch die (nichtdeterministischen) Kellerautomaten
erkannt. Typ 1- und Typ 0-Sprachen umfassen mehr Sprachen. Daher muss das Automatenmo-
dell auch mehr konnen. Die wesentliche Einschrankung des Kellerautomaten ist, dass Speicher
nur in Form eines Kellers zur Verfligung steht auf den der Zugriff nur von oben moglich ist.
Z.B. kann die Sprache {a’bc’ | i € Nso} nicht von einem Kellerautomaten erkannt werden,
da das Verifizieren, dass genau : b’s auf 7 a’s folgen, den aufgebauten Keller fiir die a-Symbole
leer rdumen muss, und daher die Anzahl : nicht mehr fiir das notige Verifizieren von 7 ¢’s zur
Verfiigung steht. Konnten wir den Keller von unten nach oben lesen, dann wire es leicht, die
Sprache {a‘b'c’ | i € N~} zu erkennen.

Daher betrachten wir als erweitertes Automatenmodell die 1936 vom britischen Informatiker
Alan Turing eingefiihrten Turingmaschinen. Ein informelles Schaubild zur Illustration ist in
Abb. Turingmaschinen besitzen als Speicher ein (unendlich langes) Band, welches gelesen
und beschrieben werden kann und der Zugriff des Schreib-Lesekopfes ist in beide Richtungen
moglich.

Die formale Definition fiir Turingmaschinen ist:

Definition 6.2.1 (Turingmaschine). Eine Turingmaschine (TM) ist ein 7-Tupel M =
(Z,%,1,0, 20,0, E) wobei

« Z ist eine endliche Menge von Zustanden,
» Y ist das (endliche) Eingabealphabet,
« I' D X ist das (endliche) Bandalphabet,
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6. Kontextsensitive und Typ 0-Sprachen

Algorithmus 10 : Herstellung der Kuroda-Normalform
Eingabe : Eine Typ 1-Grammatik G = (V, %, P, S) mite ¢ L(G)
Ausgabe : Eine Typ 1-Grammatik in Kuroda-Normalform die L(G) erzeugt.
Beginn
fiir alle o € X tue
/* Fiihre neue Variable A, fiir a ein, und ersetze Vorkommen von a durch das Nichtterminal  */

G := (VU{A,}, X, {{[As/a] — r[As/a] | € — r € P}, S);
Ende
/* Nun sind alle Regeln von der Form A — aoder A; -+ A,, — B1--- B, mit A;, B; € V */
firalle A — By --- B, € P mitn > 2 tue
Seien (1, ..., C,,_o neue Variablen;
Vi=VU{Ci,...,Ch2};
/* Ersetze in P die Produktion A — B; - - - B,, durch neue Regeln */
P:=(P\{A— By B,})

U{A — BlCl} U {CZ — Bi+1C541 | 1=1,...,n— 3} U {Cn_g — Bn_an};

Ende
firalle A,---A,, » By--- B, € Pmit(m > 2odern > 2)undn > m + 2 tue
Seien D, ..., D,_1 neue Variablen;
V.= VU{DQ, ceey Dn—l};
/* Ersetze Ay --- A,, — B --- B, durch neue Regeln */
P:=(P\{Ay---A,, — By---B,})
U{A1A2 — Bng} U {DiAi+1 — BiDi1 | 1=2,...,m— 1}
U{DZ — B; D1 ’ T=m,...,n — 2} U {Dn—l — Bn—an}

Ende
fiiralle A;--- A, — By --- B,41 € P mitn > 2 tue
Seien D, ..., D, neue Variablen;
/* Ersetze in P die Produktion A; --- A, — By -- - By4+1 durch neue Regeln */

V.= VU{DQ, .. .,anl};
P :(P \ {Al <Ay —> B Bn}) U {A1A2 — BlDQ}
U{DiAi+l — B;Di1 | 1=2,...,n— 1} U {Dn — Ban+1}

Ende
fiiralle A, --- A, — By --- B, € P mitn > 2 tue
Seien D, ..., D,_1 neue Variablen;
V.= VU{DQ, ce Dn—l};
/* Ersetze in P die Produktion A; --- A, — By -- - B, durch neue Regeln */

P 2:(P\ {Al Ay — By Bn}) @] {AlAQ — BlDz}
U{D;Aix1 — BiDip1 |i=2,...,n =2} U{Dy 14, — B, 1By}

Ende
Gebe die so entstandene Grammatik aus;
Ende
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6.2. Turingmaschinen

ap|azfasz| --- |ap| --- BandmitFeldern (nach links und rechts unbeschriankt)

< >

endliche\ Schreib-Lesekopf (Bewegung nach links/rechts moglich)

Steuerung

Abbildung 6.1.: Illustration der Turingmaschine

« fiir eine deterministische TM ist 6 : (Z xT') — (Z x ' x {L, R, N}) die Zustandsiiberfiih-
rungsfunktion (oder nur Uberfiihrungsfunktion) und fiir eine nichtdeterministische TM ist
§:(ZxT)— P(ZxT x {L,R,N}) die Zustandsiiberfiihrungsfunktion (oder nur Uber-
fiihrungsfunktion)

* 29 € Z ist der Startzustand,
e O eI\ X ist das Blank-Symbol
» FE C Z ist die Menge der Endzustinde.

Wir verwenden auch DTM bzw. NTM fiir die deterministische Turingmaschine bzw. nicht-
deterministische Turingmaschine.

Wir beschreiben den Zustandswechsel informell fiir die Uberfiihrungsfunktion ¢ und zunéchst
fiir die deterministische Turing-Maschine: Ein Eintrag é(z,a) = (2/,b,z) bedeutet, dass die
Turingmaschine im Zustand z bei Lesen des Zeichens a auf der aktuellen Position des Schreib-
Lesekopfes auf dem Band, in den Zustand 2’ wechselt, a durch b auf dem Band ersetzt und
den Kopf um eine Position nach links schiebt, falls z = L, um eine Position nach nach rechts
schiebt, falls x = R, bzw. den Kopf unverandert lasst, falls x = N (IV steht hier fiir neutral).

Fiir die nichtdeterministische TM gilt entsprechend, dass (2, b, z) € §(z, a) bedeutet, dass die
Turingmaschine vom Zustand z in den Zustand 2’ wechseln kann, wenn « auf der aktuellen
Position des Schreib-Lesekopfes auf dem Band steht, und sie dabei a durch b auf der dem Band
ersetzt und den Kopf entsprechend x bewegt.

Analog zu PDAs definieren wir Konfigurationen fiir Turingmaschinen, um deren aktuellen Zu-
stand einschliefilich Bandinhalt und Kopfposition zu beschreiben:

Definition 6.2.2 (Konfiguration einer Turingmaschine). Eine Konfiguration einer Turingmaschi-
ne ist ein Wort k € I'*ZT'*

Eine Konfiguration wzw’ entspricht dabei einer Turingmaschine im Zustand z, sodass auf dem
Band ww’ steht (links und rechts davon ist der Bandinhalt jeder Zelle des Bandes das Blank-
Zeichen ) und der Schreib-Lesekopf steht auf dem ersten Symbol von w’. Das Wort ww’ ist der
Bandabschnitt, der schon von der Turing-Maschine bearbeitet wurde (oder Teil der Eingabe
ist).

Initial befindet sich die TM im Startzustand z,, auf dem Band steht das Eingabewort und der
Schreib-Lesekopf steht auf dem ersten Symbol des Eingabewortsl}

Definition 6.2.3 (Startkonfiguration einer TM). Fiir ein Eingabewort w ist die Startkonfiguration
einer TM M = (Z,%,T,6, z0,0, E) das Wort zyw.

'Falls die Eingabe das leere Wort « ist, steht der Schreib-Lesekopf auf einem Blank-Symbol
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6. Kontextsensitive und Typ 0-Sprachen

Die Transitionsrelation einer Turingmaschine M wird als bindre Relation i, auf den Konfigu-
rationen von M definiert:

Definition 6.2.4  (Transitionsrelation fiir = Konfigurationen einer TM). Sei
M = (Z,%,T1,6,29,0, FE) eine TM. Die bindre Relation ,; ist definiert durch die folgenden
Fille (wobei §(z,a) = (', ¢, x) im Falle einer NTM meint (2, c,x) € 6(z,a)):
o by bpzay - an Fap by bpcas - an, wenn 6(z,a1) = (2/,¢,N), m>0,n>1,2¢ E
o by bpzag-an Fap by bpcZag - an, wenn 6(z,a1) = (2',¢, L), m>1,n>1,2¢ FE
e by bpzay - -ap Fap by bpcasz’as - ap, wenn d(z,a1) = (2',¢,R), m>0,n>2,2¢ E
o by---bpzay bay by b0, wenn 6(z,a1) = (2/,¢, R)undm > 0,2 ¢ E
e zay---apbp Z0cag - - ap, wenn 6(z,a1) = (2,¢, L)undn > 1,2 ¢ E
Mit-',, bezeichnen wir die i-fache Anwendung von - s, mit =, die reflexiv-transitive Hiille von - .

Wir verzichten manchmal auf den Index M und schreiben nur +, wenn die betrachtete Turingma-
schine eindeutig ist.

In allen Féllen verbieten wir Nachfolgekonfigurationen, wenn der aktuelle Zustand ein Endzu-
stand ist?l

Die ersten drei Fille von Definition sind die Standardfalle und unterscheiden sich dar-
in, ob der Schreib-Lesekopf neutral, nach links oder nach rechts wechselt. Der vierte Fall be-
schreibt den Fall, dass der Schreib-Lesekopf nach rechts wandert, aber das Band rechts vom
Schreib-Lesekopf noch nicht von der TM bearbeitet wurde: In diesem Fall wird ein Blank-
Symbol rechts neben dem Schreib-Lesekopf erzeugt. Der fiinfte Fall tritt ein, wenn die TM nach
links in den Bereich des Bandes kommt, der noch nicht bearbeitet wurde. Auch dann wird ein
Blank-Symbol eingefiigt, damit der Schreib-Lesekopf nach links bewegt werden kann.

Nun haben wir alle Definitionen eingefiihrt, um die akzeptierte Sprache einer Turingmaschine
zu definieren. Informell sind dies alle Worte, die als Eingabe verwendet, dazu fiihren, dass die
Turingmaschine einen akzeptierenden Zustand erreicht (bzw. im nichtdeterministischen Fall:
erreichen kann).

Definition 6.2.5 (Akzeptierte Sprache einer TM). Sei M = (Z,%,T, 6, 29,0, E) eine TM. Die von
M akzeptierte Sprache L(M) ist definiert als

L(M) :={weXf|Ju,vel* zeE: zwt) uzw}

Beachte, dass fiir alle Turingmaschinen der Form M = (Z,%,T,4, 20,00, E) mit 2, € E gilt
L(M) = ¥*, denn diese Turingmaschinen akzeptieren jede Eingabe sofort.

Das folgende Beispiel ist auch in (Sch08, S.75) zu finden:

2Es gibt verschiedene Varianten der Definition, wie sich eine Turingmaschine im Endzustand verhilt: Z. B. macht
(Sch08)) gar keine Annahme (sodass die Turingmaschine weiter rechnen diirfte), (HMUO6) treffen die Annahme,
dass die TM anhilt, wenn sie in einem akzeptierenden Zustand ist (was analog zu unserem Vorgehen ist). Eine
andere Moglichkeit ist es 6(g,a) = (g,a, N) fiir alle ¢ € E und a € T zu fordern, die Turingmaschine ist in
diesem Fall im Endzustand gefangen. SchliefSlich kann man auch § als partielle Funktion sehen, die fiir die Fille
0(q,a) mit ¢ € E undefiniert ist. Alle Formalismen sind dquivalent und ineinander iiberfiihrbar.
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6.3. Linear beschrdnkte Turingmaschinen und kontextsensitive Sprachen

Beispiel 6.2.6. Die Turingmaschine M = ({zg, 21, 22, 23}, {0,1},{0, 1,0}, 0, 20,0, {23 }) mit

5(20,0) = (20,0, R) 5(20, 1) = (ZQ, 1,R) 5(20,D) = (Zl,D,L)
5(21,0)—(2’2,1,L) 5(2’1,1):(21,0,L) (5(2’1,D)—(23,1,N)
(5(2’2,0) = (22,0, L) 5(2’2, 1) = (ZQ, 1,L) (5(,22,[]) = (Zg,D, R)
(5(2’3,0): (Zg,O,N) (5(23,1) :(2’3,1,]\7) 5(23,5): (Zg,D,N)

interpretiert ein Eingabewort w € {0, 1}* als Bindrzahl und addiert 1 hinzu. Im Startzustand z
lduft die Maschine nach rechts, ohne die Eingabe zu verdndern, bis sie das Blank-Symbol O] liest
und in den Zustand z, wechselt. In z, versucht sie 1 zur aktuellen Ziffer hinzu zu addieren: Gelingt
ihr das ohne Ubertrag (die Ziffer ist 0), wechselt sie in zy und lduft dann ohne weitere Verdinderung
zum Anfang und wenn sie das Blank-Symbol erkannt hat, wechselt sie in den Akzeptanzzustand zs.
Entsteht beim Addieren von 1 ein Ubertrag, so muss auch 1 zur néchsten Ziffer links davon addiert
werden. Daher verbleibt der Automat in Zustand z, und der Lesekopf wechselt nach links. Falls der
Ubertrag auch nach Lesen der gesamten Zahl noch entsteht (z. B. bei 1111 als Eingabe), so wird eine
neue erste Stelle durch den Fall 6(z1,0) = (23,1, N) hinzugefiigt: Die 1 ersetzt das Blank-Symbol
links von der Zahl, anschliefSend wird in den akzeptierenden Zustand zs gewechselt.

Betrachte z. B. die Zahl 0011 als Eingabe. Dann lduft die Turingmaschine wie folgt:

200011 F 029011 F 002911 = 001201 = 0011zp0 F 00121100 = 002,100 F 02,0000 - 22010000
2201010001 F Oz501000

6.3. Linear beschriankte Turingmaschinen und kontextsensitive Sprachen

Wir betrachten als ndchstes spezielle Turingmaschinen, die nur den Platz auf dem Band in
Anspruch nehmen, den die Eingabe zur Verfiigung stellt, d. h. diese Turingmaschinen verlas-
sen die Eingabe nie mit dem Schreib-Lesekopf. Wir nennen diese Turingmaschinen linear be-
schrinkte Turingmaschinen. Damit diese Turingmaschinen das rechte Ende der Eingabe erken-
nen konnen, markieren wir das letzte Symbol der Eingabe: Hierfiir verwenden wir eine Ko-
pie des Alphabets. Sei ¥ = {a1,...,a,} ein Alphabet, dann bezeichnen wir mit S das Alpha-
bet & = {ai,...,a,}. Eine Eingabe a; - - - a,,, auf dem Band der Turingmaschine wird dement-
sprechend als a; - - - a,,—1a,, dargestellt und die Turingmaschine arbeitet auf dem Alphabet
3 = X U 5. Beachte, dass wir das linke Ende des Bandes nicht markieren, da dies die Tu-
ringmaschine selbst kann, indem sie ganz am Anfang das aktuelle Symbol auf dem Band durch
ein gleichartiges aber markiertes Symbol ersetzt.

Definition 6.3.1. Eine NTM M = (Z,X U f],F,(S, 20,0, E') heifSt linear beschrankt (LBA,
linear bounded automaton), wenn fiir alle ay---a,, € X" und alle Konfigurationen uzv mit
20a1 -+ Qm—1Gm Fy wzo gilt: jJuv] < m.
Die akzeptierte Sprache eines LBA M ist

L(M):={a1 - am € X" | z0a1 -+ @10, iy uzv wobei u,v € T* und z € E}

Beachte, dass LBAs als nichtdeterministische Turingmaschinen definiert sind.
Im folgenden Abschnitt werden wir den Satz von Kuroda beweisen:

Theorem 6.3.2 (Satz von Kuroda). Kontextsensitive Sprachen werden genau von den LBAs er-
kannt.
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(*) Beweis. Dies wird durch Satze|6.3.3|und |6.3.6|gezeigt. O

6.3.1. x Beweis des Satzes von Kuroda
Satz 6.3.3. Jede kontextsensitive Sprache wird von einem LBA erkannt.

Beweis. Sei L eine Typ 1-Sprache. O.B.d.A. nehmen wir an, dass G = (V, X, P, S) eine Gram-
matik in Kuroda-Normalform ist. Wir konstruieren eine nichtdeterministische Turingmaschi-
ne, die als Bandalphabet I" zumindest (X U V) U SUVU ) C I verwendet. In den folgenden
Erlauterung erwdhnen wir das speziell markierte letzte Zeichen auf dem Band nicht explizit,
gehen aber davon aus, dass der LBA entsprechend Riicksicht darauf nimmt und notwendige
Ersetzungen macht bzw. definierte §-Ubergiange hat. Der LBA versucht (nichtdeterministisch)
aus einem Wort w € ¥* das Startsymbol S der Grammatik riickwarts herzuleiten, indem er
Produktionen ¢ — r € P riickwarts auf das Wort anwendet, d. h. der LBA sucht nach Vorkom-
men von r in der aktuellen Eingabe und ersetzt diese durch die linke Seite /. Fiir Produktionen
A — a,A - B, AB — CD verandern diese Ersetzungen die Wortlange nicht. Fiir den Fall
A — BC muss das Teilwort BC durch A ersetzt werden. Dies geschieht indem BC durch (A
ersetzt wird und anschliefSend werden alle Zeichen von links um 1 nach rechts verschoben.
Wenn auf dem Band ausschliefSlich das Startsymbol S steht, dann geht der LBA in einen akzep-
tierenden Zustand. Beachte, dass der LBA nichtdeterministisch ist, denn er kann einerseits frei
wihlen, welche Produktion aus P riickwarts angewendet wird und andererseits fiir eine feste
Produktion ¢ — r kann er eines von verschiedenen Vorkommen von r im aktuellen Bandinhalt
auswahlen.

Da G in Kuroda-Normalform ist, kann die Suche nach einer rechten Seite r, folgendermafSen
»programmiert” werden: Beginne links an der Eingabe und laufe diese durch. Speichere im ak-
tuellen Zustand, dass Symbol links vom Schreib-Lesekopf (d. h. fiir jedes Symbol in X gibt es
einen eigenen Zustand) und entscheide mit dem aktuellen Symbol, ob es eine passende Pro-
duktion gibt (da rechte Seiten von Produktionen in Kuroda-Normalform aus maximal 2 Zeichen
bestehen, geniigt dies).

Fiir Produktionen A — a und A — B wird das aktuelle Symbol durch A ersetzt, anschlie-
8end wird der nachste Schritt gestartet (d. h. es gibt einen Zustand, der den Schreib-Lesekopf
nach links fahrt). Fiir Produktionen AB — CD, wird B geschrieben und der Kopf nach links
wechseln, dann A geschrieben und der néachste Schritt gestartet. Fiir Produktionen A — BC
schreibe A und wechsele nach links, schreibe (], fahre ganz nach links und starte Prozedur zum
Verschieben der Zeichen nach rechts, solange bis die Liicke geschlossen ist. Diese Prozedur
funktioniert so, dass der Zustand zunichst das linkeste Symbol speichert, und anschliefSend
nach rechts liber das Band lauft und das gespeicherte Symbol mit dem gelesenen Symbol ver-
tauscht. Das Vertauschen wir beendet nachdem [J mit einem anderen Symbol vertauscht wird.

Da fiir alle Produktionen ¢ — r € P gilt |¢| < |r| werden nur Teilworte r durch gleichlange oder
kiirzere Teilworte [ ersetzt, daher kommt die Turingmaschine mit dem durch die Eingabe zur
Verfiigung gestellten Platz aus und kann als LBA programmiert werden. O

Bemerkung 6.3.4. Die Konstruktion im Beweis des letzten Satzes kann auch fiir beliebige
Typ 1-Grammatiken (die nicht notwendigerweise in Kuroda-Normalform sind) angepasst werden.
Die Suche nach einem Teilwort r wird dann komplizierter, da innerhalb der Zustdnde der TM kodiert
nicht nur ein Zeichen gespeichert werden muss, sondern maximal q — 1 Zeichen, wobei q die Linge
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der ldngsten rechte Seite aller Produktionen ist. Trotzdem reichen endlich viele Zustdinde dafiir aus
und die TM kommt mit linear beschrdnktem Platz aus (und kann daher als LBA konstruiert werden).

Fiir Typ 0-Grammatiken kann es Produktionen der Form ¢ — r mit |r| < |¢| geben, sodass ei-
nerseits mehr Platz benotigt wird und andererseits die Konstruktion der TM etwas aufwendiger
ist, da sie Platz schaffen muss (was aber trotz allem moglich ist). Daher kann man auch eine
NTM M (aber keinen LBA!) fiir Typ 0-Grammatiken G konstruieren, sodass L(M) = L(G) gilt.

Satz 6.3.5. Jede Typ i-Sprache (fiir i=0,1,2,3) wird von einer nichtdeterministischen Turing-
Maschine akzeptiert.

Wir betrachten nun die andere Richtung:

Satz 6.3.6. Sei M ein LBA. Dann ist L(M) eine kontextsensitive Sprache.

Beweis. Basierend aufdem LBA M = (Z, XU f), I', 0, z0,d, E) konstruieren wir eine kontextsen-
sitive Grammatik G, sodass L(G) = L(M) gilt. Die Idee fiir die Grammatik ist es, zundchst ein
beliebiges Wort aus X* zu generieren, dann den Ablauf der Turingmaschine auf diesem Wort
mithilfe der Grammatik zu simulieren, und schliefilich falls die Turingmaschine akzeptiert, das
Wort endgiiltig herzustellen. Damit das Ganze gelingt, wird zunidchst nicht nur das Wort aus
¥*, sondern gleichzeitig die Startkonfiguration der Turingmaschine erzeugt. Die gleichzeiti-
ge Erzeugung funktioniert, indem wir ganz spezielle Symbole fiir die Menge der Variablen der
Grammatik verwenden: Einerseits neue Variablen S und A und andererseits Tupel (die wir tiber-

einander schreiben) <Z> wobei v € ¥ und v € I" U (ZT"). Die unteren Komponenten der Tupel

sind entweder Bandinhalte oder ein Paar bestehend aus Zustand und Bandinhalt. Die Regeln
zur gleichzeitigen Erzeugung eines Wortes w € ¥* und der Startkonfiguration von M fiir das
Wort w sind:

Plzz{S—>A<g>|a€E}U{A—>A<Z>\aGE}U{A%<ZZa>|a€E}

Worte w € L(M) mit |w| < 2 konnen dadurch nicht erzeugt werden, diese werden durch extra
Regeln direkt aus S erzeugt (das sind nur endlich viele): Sei Py = {S — w | |w| < 2,w € L(M)}.
Fiir alle anderen Worte w = a;---a, € X*gilt S =p A <3”> =% < “ > <a2> e <f">

Qp, zZoal as A,
Lesen wir die obere Reihe des erzeugten Wortes, ist dies w und die untere Reihe entspricht der
Startkonfiguration zpa; - - - a,,_1a, von M fiir w.

Der nichste Regelsatz P, bildet die Transitionsrelation fiir A/ anhand der Definition von ¢ nach:

Alle diese Regeln operieren auf den Tupelsequenzen <Zl> e <Z”
1 n
von Buchstaben unverédndert (da sie nur die Konfiguration des LBA verandern). d. h. wenn wir

Regeln Py haben, dann kénnen wir den gesamten Regelsatz definieren durch

Py ::{<Z> <S> — <Z,> <:,> | a,b € ¥ und uv — v'v' € Py (mit u,v,u/,v' € TU (ZF))}

U{<a> — <a/> |a € Xundu — v € Py (mit u,u’ € T'U (ZF))}
u u

> und lassen die obere Folge
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Wir definieren nun Pynten:

pynten .—{cza — 2'cb | fiirallec € T'und (2/,b, L) € §(z,a)}
U{zac — bzlc| fiirallec e T'und (2/,b, R) € 6(z,a)}
U{za — zb | fiirallec € T'und (2/,b, N) € §(z,a)}

Es lasst sich priifen, dass aus wzw' F*, uz’'v/ auch wzw’ =% en w2'u’ folgt, wobei die Darstel-
M P ’
2

lung von z, 2’ entsprechend gedndert ist, d. h. sie tauchen in der Ableitung nur verbunden mit
einem Zeichen aus I" auf (hier mit dem ersten Zeichen von w’ bzw. v’).

Der dritte Regelsatz P; hat die Aufgabe nach Akzeptieren des LBA, aus den Tupelsequenzen
das Wort a; - - - a,, ZU erzeugen.

P3::{<Zl;>—>b|zeE,aeF,beZ}U{<Z>—>b\aer,bez}

i al o am am+1 am+2 “ee an * o i
Es gilt <b1> <bm> <me+1> <bm+2> <bn> =, a1---an. Beachte, dass die Regeln aus

P5 auch in Nicht-Zielzustdnden einzelne Tupel <Z“

> in a; umformen konnen, aber niemals ein
(]

a; . . a;
Tupel <zb> mit z ¢ E. Da die < b

i 204
aus X* herleiten.

Schliefilich sei G = ({S, A} U {<Z> lueX,vel'U (ZP)} 2, PhUPLUPU P3,5>. Dann

> Variablen der Grammatik sind, lasst sich daher kein Wort

gilt fiir alle w € ¥*: § = w genau dann, wenn w € L(M).

Des weiteren gilt, dass G eine kontextsensitive Grammatik ist, da es keine verkiirzenden Regeln
gibt. O

6.4. Turingmaschinen und Typ 0-Grammatiken

Satz 6.4.1. Die durch (allgemeine) nichtdeterministischen Turingmaschinen akzeptierten Sprachen
sind genau die Typ 0-Sprachen.

(%) Beweisskizze. Wir konnen die Konstruktionen aus dem Beweis von Satz[6.3.6/anpassen, um
fiir jede nichtdeterministische Turingmaschine eine Typ 0-Grammatik zu definieren, so dass
die erzeugte Sprache genau die von der NTM akzeptierte Sprache ist. Die Anpassungen sind:

Zusatzliche Tupel <i> fiir c € TUZT und $ ein neues Symbol, dass anzeigt, dass an dieser Stelle

kein Wort mehr steht. AnschliefSend konnen Konfigurationen dargestellt werden, die langer als
das Eingabewort sind, indem das Eingabewort mit $-Symbolen aufgefiillt wird, d. h. die Satzfor-

men fiir solche Konfiguration sind z. B. <a1> e <a"> < $ > e < 5 > < 5 >, wennaj - - - ay
& Cn Cn+1 ZiCm Cr

das Eingabewort war und c; - - - ¢;—12i¢p, - - - ¢, die Turingmaschinenkonfiguration ist. Im Re-

gelsatz P; miissen dann auch Regeln der Form < $’

(&
unnotigen Teile zu Loschen (diese Regeln sind dann vom Typ 0, aber nicht mehr kontextsensi-
tiv!). Diese Konstruktion und Satz|6.3.5|zeigen daher die Aussage. O

> — ¢ eingefiigt werden, die es erlauben die
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Da nichtdeterministische Turingmaschinen durch deterministische Turingmaschinen simu-
liert werden konnen, indem alle Berechnungsmoglichkeiten der NTM nacheinander von der
DTM durchprobiert werden, gilt der letzte Satz auch fiir deterministische Turingmaschinen
(Der Unterschied zwischen NTMs und DTMs kommt erst zum Tragen, wenn wir das Laufzeit-
verhalten betrachten, wie wir es spater im Kapitel zur Komplexitatstheorie machen werden).

6.5. » LBA-Probleme

Fiir LBAs ist die Frage, ob deterministische LBAs genau die gleichen Sprachen erkennen wie nicht-
deterministische LBAs bis heute ungeklirt (das sogenannte (erste) LBA-Problem). Das zweite
LBA-Problem ist die Frage, ob die kontextsensitiven Sprachen unter Komplementbildung ab-
geschlossen sind. Dieses Problem wurde 1964 von Kuroda formuliert und 1988 sowohl von Neil
Immerman als auch Rébert Szelepcsényi unabhingig gelost und iiberraschenderweise positiv
beantwortet:

Theorem 6.5.1 (Satz von Immerman und Szelepcsényi). Die kontextsensitiven Sprachen sind
abgeschlossen unter Komplementbildung.

Skizze. Sei L C ¥* eine kontextsensitive Sprache. Sei G = (V, %, P, S) eine Typ 1-Grammatik
mit L(G) = L. Wir konstruieren einen LBA, der L = ¥* \ L akzeptiert.

Sei w ein Wort aus X*. Der LBA berechnet zundchst die exakte Anzahl A € N der von S aus
erzeugbaren Satzformen der Lange n < |w|. Beachte, dass diese Zahl A nicht grofSer als (|V] +
|¥] 4+ 1)™ ist und daher in (k + 1) - n Bits dargestellt werden kann, welche auf das Band der LBAs
passen (indem Gruppen zu k + 1-Bits in einem Symbol zusammengefasst werden).

AnschliefSend wird jede Satzform u der Lange < |n| aus (V U £*) aufgezdhlt (aufSer w selbst)
und jedes mal iiberpriift, ob S =, u gilt. Dabei wird ein Zahler gefiihrt, der hochgezahlt wird,
falls S =¢ w gilt und gleich bleibt, falls die Ableitung nicht moglich ist. Wenn der Zahler die
Zahl A erreicht, akzeptiert der LBA: Dann wurden alle aus S ableitbaren Worte der Lange < n
aufgezahlt, ohne dass w darunter war. Also liegt w ¢ L und damit w € L.

Es bleibt noch zu klaren, wie die Zahl A berechnet wird. Sei A(m,n) die Zahl der Satzformen,
die in hochstens m Schritten aus S erzeugbar sind und deren Lange n nicht tiberschreitet (d. h.
Am,n) = {w € (VUD)* | |w| < n,S =" w}|). Wenn wir A(m,n) berechnen koénnen,
konnen wir auch A berechnen indem wir mit i = 0 starten, i jeweils um 1 erhéhen und stets
A(i,n) berechnen, bis A(i+1,n) = A(i, n) gilt (was passieren muss, da der Baum der moglichen
Ableitungen von S zu einer Satzform der festen Liange n endlich verzweigend ist, sind die Pfade
allesamt endlich).

Der Algorithmus zur Berechnung von A(m,n) startet mit A(0,n) = |{S}| = 1 und berechnet
result = A(m+1,n) durch Eingabe von A(m, n): Zunachst sei result = 0. Der Algorithmus zahlt
in einer dufSeren Schleife alle Satzformen u bis zur Lange n auf und in einer inneren Schleife
zahlt er erneut alle Satzformen v bis zur Lange n auf. Vor Beginn der inneren Schleife wird
ein Zahler count mit 0 initialisiert. In der inneren Schleife wird nichtdeterministisch tiberpriift
ob S =" y gilt (wenn ja, wird count um 1 erhoht) und ob v = u oder v = w gilt (wenn ja,
wird result um 1 erhoht). Nach Ablauf der inneren Schleife wird tiberpriift, ob count = A(m,n)
gilt. Ist dies nicht der Fall, wird diese nichtdeterministische Berechnung verworfen. Anderen-
falls war die Maschine auf einem richtigen nichtdeterministischen Pfad und hat in der inneren
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Schleife fiir alle in < m-Schritten aus S herleitbaren Satzformen v (das sind A(m,n) viele) ge-
priift, ob durch Verlangern mit = oder = (d.h. in < m + 1 Schritten) eine der Satzformen
herleitbar ist. d. h. result enthidlt den Wert A(m + 1, n). O
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7. Zusammenfassung und Uberblick

Wir haben in diesem Teil die formalen Sprachen und ihre Klassifizierung in Form der Chomsky-
Hierarchie kennengelernt. In diesem Kapitel geben wir iibersichtsartig an, welche Formalismen
und Resultate gelten.

Die folgende Tabelle gibt einen Uberblick iiber die Sprachklassen (einschlieRlich der determi-
nistisch kontextfreien Sprachen, die eine echte Teilmenge der Typ 2-Sprachen und eine echte
Obermenge der Typ 3-Sprachen sind), den dazu passenden Grammatiken, Automatenmodellen
und sonstigen Modellen, die wir kennengelernt haben.

Sprache | Grammatik | Automat | sonstiges

Typ 3 reguldare Grammatik endlicher Automat (DFA | regularer
und NFA) Ausdruck

deterministisch | LR(k)-Grammatik Deterministischer Kellerau-

kontextfrei tomat (DPDA)

Typ 2 kontextfreie Grammatik Kellerautomat (PDA) (nicht-
deterministisch)

Typ 1 kontextsensitive Gramma- | linear beschrinkte Turing-

tik maschine (LBA) (nichtde-

terministisch)

Typ 0 Typ 0-Grammatik Turingmaschine (determi-
nistisch und nichtdetermi-
nistisch)

Beachte, dass wir den Formalismus der LR(k)-Grammatiken nicht behandelt haben. Diese
Grammatiken spielen eine grofse Rolle im Compilerbau. Eine Definition ist z. B. in (Weg99) zu
finden. Die L R(k)-Grammatiken erzeugen genau die deterministisch kontextfreien Sprachen.

Trennende Beispiele zwischen den verschiedenen Sprachklassen sind:

 Die Sprache {a"b" | n € N} ist Typ 2 aber nicht vom Typ 3.

e Die Sprache {w € {a,b}* | wistPalindrom} ist Typ 2 aber nicht deterministisch-
kontextfrei.

 Die Sprache {a"b"¢" | n € N} ist Typ 1 aber nicht vom Typ 2.

 Die Sprache H = {M+#uw | die durch M beschriebene TM hilt bei Eingabe w} ist Typ 0
aber nicht vom Typ 1.
(Die Sprache H ist das Halteproblem, welches wir spdter noch genauer betrachten und
erlautern).

» Das Komplement von H ist nicht vom Typ O.

Beziiglich der Automatenmodelle zeigt die folgende Tabelle die deterministischen Varianten
und die nichtdeterministischen Varianten und beantwortet (soweit bekannt), ob die Modelle
dquivalent sind, d. h. genau dieselbe Sprachklasse akzeptieren:
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Deterministischer Automat H nichtdeterministischer Automat | dquivalent?

DFA NFA ja

DPDA PDA nein

DLBA LBA unbekannt
DTM NTM ja

Es gelten die folgenden Abschlusseigenschaften fiir die verschiedenen Sprachklassen:

Sprachklasse | Schnitt | Vereinigung | Komplement | Produkt | Kleenescher Abschluss
Typ 3 ja ja ja ja ja

deterministisch || nein nein ja nein nein

kontextfrei

Typ 2 nein ja nein ja ja

Typ 1 ja ja ja ja ja

Typ O ja ja nein ja ja

Die folgenden Entscheidbarkeiten gelten fiir die betrachteten Entscheidbarkeitsprobleme:

Sprachklasse | Wortproblem | Leerheitsproblem | Aquivalenzproblem | Schnittproblem
Typ 3 ja ja ja ja
deterministisch | ja ja ja nein
kontextfrei

Typ 2 ja ja nein nein

Typ 1 ja nein nein nein

Typ 0 nein nein nein nein

Die Komplexitdt des Wortproblems fiir die verschiedenen Sprachklassen ist:

Stand: 15. September 2022

Sprachklasse |

Typ 3, DFA gegeben lineare Komplexitat
deterministisch kontextfrei lineare Komplexitat
Typ 2, Chomsky-Normalform gegeben || O(n?)

Typ 1 exponentiell

Typ 0 unlosbar

100
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Teil II.

Berechenbarkeitstheorie

Stand: 15. September 2022 D. Sabel, Skript FSK & TIMI,SoSe 2022



8. Der intuitive Berechenbarkeitsbegriff

Jeder der schon einmal programmiert hat, hat ein Gefiihl dafiir, was mit einem Computerpro-
gramm berechnet werden kann, und eventuell auch dafiir, was mit einem Computerprogramm
nicht berechnet werden kann. Nachzuweisen, dass ein Problem nicht mit dem Computer berech-
net werden kann, erscheint jedoch ziemlich schwierig.

Diese Frage formal zu fassen, war das Anliegen einiger beriihmter Informatiker und Mathema-
tiker, insbesondere zu nennen sind Alan Turing und Alonzo Church.

Wir schrinken unsere Uberlegungen zunédchst auf natiirliche Zahlen und Funktionen iiber den
natiirlichen Zahlen ein und definieren einen formalen Begriff der Berechenbarkeit fiir solche
Funktionen. Ein Problem, das dabei entsteht, ist, dass wir argumentieren miissen, dass diese
Definition mit dem intuitiven Begriff der Berechenbarkeit {ibereinstimmt (beweisen konnen
wir das nicht, da der intuitive Begriff nicht formal definiert ist).

Definition 8.0.1 (Berechenbarkeit). Eine Funktion f : N* — N nennen wir berechenbar, wenn
es einen Algorithmus gibt (z.B. in Form eines Computerprogramms einer modernen Programmier-
sprache, wie C, Java, Haskell,...), welches f berechnet. D.h. wenn das Programm mit der Eingabe
(n1,...,ny) € NF startet, dann stoppt der Algorithmus nach endlichen vielen Berechnungsschritten
und liefert den Wert von f(ni,...,ny) als Ergebnis. Falls f eine partielle Funktion ist (d. h. nicht
fiir alle Eingaben definiert ist), dann soll der Algorithmus bei einer Eingabe (nq,...,ny) fir die
f(nq,...,ny) undefiniert ist, nicht anhalten, sondern unendlich lange laufen.

Beispiel 8.0.2. Der Algorithmus

Eingabe : Zahln € N
Beginn
solange true tue
| skip
Ende
Ende

berechnet die partielle Funktion f, : N — N, die fiir alle Eingaben undefiniert ist (man schreibt dies
auch als fi(x) = L).

Der Algorithmus

Eingabe : Zahlen ny,ns € N
Beginn
hllfz ni tng,
return hilf
Ende
berechnet die Funktion fs : (N x N) — N, welche die Summe der beiden Eingabezahlen berechnet

d-h. f2(z,y) =z +y).
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Beispiel 8.0.3. Betrachte die Funktion

1, falls n ein Prdfix der Ziffern der Dezimalzahldarstellung von  ist
faln) = 0, sonst
Z.B. gilt f3(31) = 1und f3(314) = 1, aber f3(2) = 0 und f3(315) = 0. Die Funktion f5 ist berechen-
bar, da man mit Ndiiherungsverfahren eine beliebige (aber feste) Anzahl der Dezimalzahldarstellung
von w genau berechnen kann und im Anschluss nur noch vergleichen muss.

Beispiel 8.0.4. Fiir die Funktion

1, falls n ein Teilwort der Ziffern der Dezimalzahldarstellung von 7 ist

fan) = { 0, sonst

ist es erst einmal unklar, ob sie berechenbar ist. Wenn wir alle Teilworte von 7 ausprobieren miissen,
konnen wir vermutlich keinen (anhaltenden) Algorithmus angeben.

Wenn wir jedoch wiissten, dass jede Zahl n irgendwann in 7 als Teilwort vorkommen muss (weil
die Ziffernfolge von 7 derart zufillig ist, dass sie jede Folge irgendwann erzeugt), dann wdre g auch
berechenbar, denn es wiirde gelten f4(n) = 1 fiir allen € N.

Beispiel 8.0.5. Fiir die Funktion

fs(n) =

{ 1, falls die Dezimaldarstellung von © das Wort 3™ mit m > n als Teilwort besitzt.
0, sonst

sieht die Frage der Berechenbarkeit zundchst genauso schwierig aus, wie fiir die Funktion f,. Aller-
dings ist dem nicht so, denn entweder gibt es fiir jedes n das Teilwort 3" in der Dezimaldarstellung
von 7 und f5(n) = 1 fiir alle n, oder es gibt eine Zahl m,, sodass 3™ noch als Teilwort vorkommt,
aber die Folgen 3™ fiir m > mg kommen alle nicht in der Dezimaldarstellung von 7 vor. Dann ist
fs(n) =1 fiirn > mgy und f5(n) = 0 sonst.

Welcher der beiden Fille nun zutrifft, wissen wir nicht. Aber einer der beiden Fdlle muss gelten und
in beiden Fdllen konnen wir einen Algorithmus angeben, der f5 berechnet.

Dabher ist f5 berechenbar.

Das letzte Beispiel zeigt, dass wir fiir das Entscheiden der Berechenbarkeit einer Funktion f
nicht unbedingt den geforderten Algorithmus, der f berechnet, angeben miissen. Wir miissen
nur zeigen, dass dieser existiert (bzw. nicht existieren kann). Daher ist unsere Definition der
Berechenbarkeit nicht konstruktiv und liefert nicht gleich den Algorithmus zur Berechnung.

Beispiel 8.0.6. Die Funktion

1, falls deterministische LBAs genau die gleichen Sprachen erkennen
fe(n) = wie nichtdeterministische LBAs
0, sonst

ist berechenbar, denn entweder hat das erste LBA-Problem eine positive Losung und fs(n) = 1 fiir
alle n € N, oder das LBA-Problem hat eine negative Losung und fs(n) = 0 fiir alle n € N. Daher
existiert ein Algorithmus der fg berechnet (wir wissen nur nicht, welcher von beiden der richtige ist).
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8. Der intuitive Berechenbarkeitsbegriff

Sei f" die Funktion

1, falls n ein Préfix der Ziffern der Dezimalzahldarstellung von r ist

Jin) = { 0, sonst

Wir hatten in Beispiel gesehen, dass die Funktion f™ berechenbar ist (dort hiefS diese
Funktion f3). Nun konnte man vermuten, dass jede Funktion f” fiir eine reelle Zahl r bere-
chenbar ist. Allerdings ist dem nicht so, denn es gibt {iberabzahlbar viele reelle Zahlen aber
nur abzdhlbar viele Algorithmen (bzw. Programme einer Programmiersprache). Fiir verschie-
dene reelle Zahlen r; # ro benotigen wir auch verschiedene Algorithmen zur Berechnung von
f™ und f (denn es muss einen Prifix n geben, sodass "' (n) # f"2(n)). Daraus folgt, dass
wir eine iiberabzdhlbare Anzahl an Algorithmen brauchten, die uns aber nicht zur Verfiigung
stehen. D.h. es muss reelle Zahlen r geben, sodass f” nicht berechenbar ist.

Im Folgenden werden wir verschiedene formale Definitionen (und Modelle) zur Berechenbar-
keit sehen. Einige davon wurden von Alan Turing und Alonzo Church in den 1930er vorge-
schlagen. Neben Berechenbarkeit anhand von Turingmaschinen (d. h. Turing-Berechenbarkeit)
lernen wir WHILE-Programme, GOTO-Programme, p-rekursive Funktionen und die darauf ba-
sierenden Berechenbarkeitsbegriffe kennen. Es hat sich (erstaunlicherweise!) gezeigt, dass alle
Begriffe ineinander iiberfiihrbar und dquivalent sind und daher denselben Begriff der Bere-
chenbarkeit definieren.

Da diese Aquivalenzen gelten und man bisher keinen machtigeren, sinnvollen Begriff der Bere-
chenbarkeit gefunden hat, geht man allgemein davon aus, dass man durch diese Formalismen
den Begriff der Berechenbarkeit gefunden hat. Das bedeutet insbesondere, wenn man von einer
Funktion gezeigt hat, dass sie nicht Turingberechenbar ist, dann geht man davon aus, dass sie
iberhaupt nicht berechenbar ist. Diese Uberzeugung fasst man unter der sogenannten Church-
schen These zusammen:

Churchsche These: Die Klasse der Turingberechenbaren (aquivalent WHILE-
berechenbaren, GOTO-berechenbaren, ;.-rekursiven) Funktionen stimmt genau mit
der Klasse der intuitiv berechenbaren Funktionen iiberein.

Wie bereits erwihnt, gibt es keinen Beweis der Churchschen These, da man den Begriff ,intuitiv
berechenbar” nicht formal fassen kann.

Stand: 15. September 2022 104 D. Sabel, Skript FSK & TIMI,SoSe 2022



9. Turings Modell der Berechenbarkeit

Wir haben die von Alan Turing vorgeschlagenen Turingmaschinen bereits in Kapitel [6|kennen-
gelernt. In diesem Abschnitt definieren wir zunédchst darauf aufbauend den Begriff der Turing-
berechenbarkeit einer Funktion. Im Anschluss betrachten wir Varianten von Turingmaschinen
und zeigen schliefSlich, wie man grofSere Turingmaschinen durch Komposition von kleineren
Turingmaschinen konstruieren kann.

9.1. Turingmaschinen und Turingberechenbarkeit

Wir wiederholen die wesentlichen Begriffe und Definitionen zu Turingmaschinen: Eine Turing-
maschine ist ein 7-Tupel (Z, %, T, 6, 29,0, E), wobei Z die endliche Menge der Zustédnde, 3 das
Eingabealphabet, I' O ¥ das Bandalphabet, zy € Z der Startzustand, OJ € (I" \ ¥) das Blank-
Symbol, £ C Z die Menge der Endzustdnde, und ¢ die Zustandsiiberfiihrungsfunktion (mit
0:(ZxT) = (ZxT x{L,R,N}) fiireineDTMund ¢ : (Z xI') - P(Z xI' x {L, R, N}) fiir
eine NTM) ist. Konfigurationen sind Worte der Form a; - - - ay,zam+1 - - - ay, Wwobeiay - - - a,, € T*
der entdeckte Teil des Bandinhalts ist, die endliche Steuerung der TM im Zustand z € Z ist und
der Schreib-Lesekopf der TM unter a,,,+1 steht.

Bisher haben wir Turingmaschinen verwendet, um Sprachen zu erkennen, und daher definiert,
wann eine Turingmaschine ein Eingabewort akzeptiert (siehe Definition[6.2.5). Fiir die Defini-
tion der Berechenbarkeit von Funktionen (auf den natiirlichen Zahlen, wie im letzten Kapitel)
passen wir die Definition an, indem wir neben der Akzeptanz auch die Ausgabe (auf dem Band
der Turingmaschine) beobachten. Wir geben auch gleich eine Definition an, die fiir Funktionen
auf Wortern einer formalen Sprache passend ist.

Definition 9.1.1. Sei bin(n) die Bindrdarstellung von n € N. Eine Funktion f : N* — N heifSt
Turingberechenbar, falls es eine (deterministische) Turingmaschine M = (Z,%,T', 0, zy, O, E') gibt,
so dass fiir alle ny, . .. ,n,, m € N gilt:

f(ni,...,ng) =mgdw. zpbin(ni)# ... #bin(ng) F* O... Oz bin(m)O. .. O mit 2z, € E.

Eine Funktion f : ¥* — X* heifst Turingberechenbar, falls es eine (deterministische) Turingma-
schine M = (Z,%,T, 9, 29,0, E) gibt, so dass fiir alle u,v € ¥* gilt: f(u) = v g.d.w.

zouH*0O...0z.00...Omit z, € E.

Eine Konsequenz (fiir beide Definitionen der Turingberechenbarkeit) ist: Falls f(nq,...,ng)
bzw. f(u) undefiniert ist, dann kann die Maschine in eine Endlosschleife gehen.

0.b.d.A. diirfen wir sogar annehmen, dass sie in diesem Fall stets in eine Endlosschleife geht: Ist
dies nicht der Fall, so kann leicht eine Turingmaschine konstruiert werden, welche die gleiche
Funktion berechnet und sich so verhilt.
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9. Turings Modell der Berechenbarkeit

Wir nehmen daher stets an, dass die f-berechnende Turingmaschine bei Eingabe
bin(ny)# ...#bin(ng) (bzw. u) in eine Endlosschleife geht falls f(ni,...,nx) (bzw. f(uw))
nicht definiert ist.

Beispiel 9.1.2. Die Nachfolgerfunktion f(x) = x + 1 fiir alle x € N ist Turingberechenbar. Wir
haben eine entsprechende Turingmaschine bereits in Beispiel [6.2.6 angegeben.

Beispiel 9.1.3. Die Identitdtsfunktion f(x) = «x fiir alle x € N ist Turingberechenbar: Fiir die
Turingmaschine M = ({20}, {0,1,#},{0,1,#0},6, 20,0, {z0}) mit §(z0,a) = (20, a, N) fiir alle
a € {0, 1,#,0} gilt: zgbin(n) F* zobin(n) fiir allen € N.

Die iiberall undefinierte Funktion ) ist Turingberechenbar, da die Turingmaschine M =
({z0},{0,1,#},{0,1, 4,0}, 6, 20,0, 0) mit 6(z0,a) = (20, a, N) fiir keine Eingabe akzeptiert (son-
dern stets in eine Endlosschleife geht).

9.2. Mehrspuren- und Mehrband-Turingmaschinen

Unsere bisher eingefiihrten Turingmaschinen haben ein Band, dass zur Eingabe, zur Verarbei-
tung, und zum Erzeugen der Ausgabe verwendet wird. In diesem Abschnitt betrachten wir zwei
Varianten von Turingmaschinen, die etwas mehr Moglichkeiten bieten und sich dadurch oft
»einfacher” programmieren lassen. Wir zeigen aber, dass sich die Varianten wieder auf die 1-
Band-Turingmaschinen zuriickfiihren lassen. Dies zeigt, dass die Varianten den Berechenbar-
keitsbegriff unverdandert lassen.

9.2.1. Mehrspuren-Turingmaschinen

Definition 9.2.1 (Mehrspuren-Turingmaschine). Fiir k € N ist eine k-Spuren-Turing-
maschine ein 7-Tupel M = (Z,%, T, 6, 20,0, E') wobei

» 7 ist eine endliche Menge von Zustinden,
Y. ist das (endliche) Eingabealphabet,
I' D X ist das (endliche) Bandalphabet,

« fiir eine deterministische TM ist § : (Z x T'*) — (Z x T'* x {L, R, N}) die Zustandsiiber-
fiihrungsfunktion und fiir eine nichtdeterministische TM ist 6 : (Z x T*) — P(Z x T'* x
{L, R, N}) die Zustandsiiberfiihrungsfunktion,

* 29 € Z ist der Startzustand,
e O eT'\ X ist das Blank-Symbol und
E C Z ist die Menge der Endzustidnde.

Verglichen mit der Definition einer herkommlichen (1-Band und 1-Spuren-TM) ist die Idee der
k-Spuren-TM. dass das Band der Turingmaschine in k tibereinander liegende Spuren geteilt ist.
Abb.[9.1lillustriert diese Idee:

Die Turingmaschine liest ein Tupel (ay,...,a;) und kann dementsprechend agieren. Fiir den
Begriff der Berechenbarkeit nehmen wir an, dass die Eingabe auf der ersten Spur der Mehrspu-
renmaschine liegt und alle anderen Spuren leer sind. Die Ausgabe wird ebenfalls von der ersten
Spur (in einem Akzeptanzzustand) entnommen.
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Spur 1 ai
Spur 2 az
Spur 3 as

S I N N N N I 73 B B

[

Schreib-Lese-Kopf

Abbildung 9.1.: Mehrspuren-Turingmaschine

Satz 9.2.2. Jede Mehrspuren-Turingmaschine kann auf einer 1-Band-Turingmaschine simuliert
werden.

Beweis. Verwende als Bandalphabet T' U I'*, als Eingabealphabet ¥ und als Blank-Symbol .
Beginnend mit einer Eingabe aus ¥*, kann die Mehrspurendarstellung erzeugt werden, indem
jedes Symbol a € ¥ aus der Eingabe durch das k-Tupel (a,0, . . . ,[0) ersetzt wird. AnschliefSend
kann jeder Berechnungsschritt der Mehrspurenmaschine auf der 1-Band-Maschine simuliert

werden und schliefSlich die Ausgabe erzeugt werden, indem jeder Eintrag (aq, ..., ax) durch a;
ersetzt wird. Die Akzeptanz der Simulation ist dieselbe und auch die Turingberechenbarkeit
bleibt dieselbe. O

Beispiel 9.2.3. Das folgende Beispiel ist in dhnlicher Weise in (HMUO6) zu finden. Wir program-
mieren eine Turingmaschine, welche die Sprache {wcw | w € {a,b}"} erkennt. Dafiir verwenden
wir 2-Spuren und verzichten auf das Erstellen und Entfernen der 2-Spurendarstellung zu Beginn
und am Ende. Stattdessen geben wir direkt eine 2-Spuren-Turingmaschine an, welche die Sprache
{w(c, D)w | w € {(a,0), (b,0)} "} akzeptiert. Die Ideen dabei sind:

 Die Eingabe wcw auf Spur 1 wird nur gelesen, aber nicht verdndert.

» Aufder zweiten Spur wird nur das Blank-Symbol und das Symbol v' zum Markieren von Buch-
staben auf Spur 1 verwendet.
» Das Markieren geschieht Zeichenweise von links nach rechts: Ein Zeichen wird im linken w
markiert, dann im rechten w gesucht und dann dort markiert, usw.
Wir verwenden Zustinde Z = {zy, 214, 216, 224, 226, 23, - - - , 29 }. Dabei ,speichern® die Zustinde
21a, Z1bs 224, 22p das gelesene Zeichen (a oder b). Der Zustand zg ist der einzig akzeptierende, der
Zustand zq wird als Miillzustand verwendet (zum Verwerfen) und z ist der Startzustand. Die Uber-
gangsfunktion ¢ ist wie folgt definiert:
e (20, (5,0)) = (215, (s, V), R) fiir s € {a, b} markiert das linkeste unmarkierte Zeichen s im
linken w, dabei wird s im Zustand z,; gespeichert. Die Suche nach s im rechten w startet.
e §(z1s, (¢,0)) = (215, (',0), R) fiir s,s' € {a,b} um nach rechts zu bis zum Zeichen c zu
laufen (alle tibersprungenen Zeichen sind unmarkiert).

e 0(z1s, (¢,0)) = (225, (¢,0), R) mit s € {a, b} fiir den Fall das c erreicht wurde.

o 0(z2s, (8", V) = (225, (8, V'), R) mit 5,5 € {a,b}, um zum ersten unmarkierten Symbol im
rechten w zu gelangen.
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9. Turings Modell der Berechenbarkeit

d(zas, (s,0)) = (z3,(s,v), L) mit s € {a,b}. Das erste unmarkierte Symbol im rechten w
wurde gefunden und stimmt mit dem gesuchten Zeichen tiberein.

3(z3, (8,v)) = (23, (s,v'), L) mit s € {a, b} zum nach links laufen zum c.

d(z3, (¢,0)) = (24, (¢,0, L)) wenn c wieder erreicht wurde. Das Zeichen links vom ¢ bestimmt
nun den weiteren Verlauf.

d(z4, (5,0)) = (25, (s,0), L) mit s € {a,b}: Links vom c stand kein markiertes Zeichen und
es wird mit zs fortgefahren.

d(z4, (s,v)) = (26, (s,0), R) mit s € {a,b}: Links vom c stand ein markiertes Zeichen. Dann
muss gepriift werden, ob rechts vom c alle Zeichen markiert sind. Das macht Zustand z.
d(zs5, (s,00)) = (25, (s,0), L) mit s € {a, b} setzt die Suche nach dem ersten markierten Zei-
chen im linken w fort.

d(zs5, (s,v)) = (20, (s,v), R) mit s € {a,b}: Das erste markierte Zeichen im linken w wurde
gefunden. Nun kann rechts davon mit dem Startzustand z, fortgefahren werden.

d(z6, (¢,0)) = (27, (¢,0), R). In zg steht der Schreib-Lesekopf direkt auf dem c und die TM
sucht nun im rechten w nach unmarkierten Zeichen.

d(z7,(8,v)) = (27,(s,v), R) fiir s € {a,b} setzt die Suche nach unmarkierten Zeichen im
rechten w fort.

d(z7,(0,0)) = (28, (0,0), N): Alle Zeichen im rechten w waren markiert. Die TM geht in
den akzeptierenden Zustand zs.

d(zs, (s,t)) = (28, (s,t), N) fiir s € {a,b,c}, t € {{J, v} verbleibe akzeptierend.

d(zi, (s,t)) = (29, (s,t), N) fiir alle anderen Fille verbleibe oder wechsele in den verwerfenden
Zustand.

Ein Lauf der Turingmaschine fiir das Wort abcab ist:

abcalb a bcab ab cab abc ab
20 [ Zla = Zla 22a
OO0o0oonO v 0000 v O 00O v OO o0
ab cab a bcabd abcab a bcalbd
= z3 24 Z5 H 20

v O Ovad v odv d v OoovQd v odv d
ab cab abc ab abca b abc ab
[ Z1b Z9b Z9b z3

v Vv Ov O v v O v O v vaov O v v QO v v
ab cab a bcab cab abc ab
F z3 Z4 [ 26 z7

v v Ov v ve viovy v v Ov v v v O v v
abca b abcab O abcab O
[ 27 - 27 z8

v vaOv v vviov vy O vviovy O

9.2.2. Mehrband-Turingmaschinen

Als néchstes betrachten wir als Erweiterung der 1-Band-Turingmaschinen, die Mehrband-
Turingmaschinen. Diese verwenden mehrere Bander, wobei jedes Band einen eignen Schreib-
Lesekopf hat. In jedem Schritt kann jeder dieser Kopfe in eine der Richtungen L, R, N unabhin-

gig von den anderen Kopfen bewegt werden.
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9.2. Mehrspuren- und Mehrband-Turingmaschinen

pandt | | [ ] L P PP F F F b T |

Tl. Schreib-Lese-Kopf

and2 | | [ ] P P L P F F b J |

TZ. Schreib-Lese-Kopf

ands | | [ L P P P F 0 b J |

TS. Schreib-Lese-Kopf

gande | | [ L PP P P P F b § |

Tk. Schreib-Lese-Kopf

Abbildung 9.2.: Illustration der Mehrband-Turingmaschine

Eine Illustration der Mehrband-Turingmaschine ist in Abb.[9.2|zu finden.

Definition 9.2.4 (Mehrband-Turingmaschine). Fiir k € N ist eine k-Band-Turingmaschine
ein 7-Tupel M = (Z,%,T, 0, 29,0, E') wobei

» 7 ist eine endliche Menge von Zustinden,

» Y ist das (endliche) Eingabealphabet,
I’ D X ist das (endliche) Bandalphabet,

« fiir eine deterministische TM ist § : (Z x T*) — (Z x T* x {L, R, N}*) die Zustandsiiber-
fiihrungsfunktion und fiir eine nichtdeterministische TM ist 6 : (Z x T*) — P(Z x T'* x
{L, R, N}*) die Zustandsiiberfiihrungsfunktion

» 29 € Z ist der Startzustand,
e O eI\ X istdas Blank-Symbol
E C Z ist die Menge der Endzustidnde.

Zur Berechnung (von Funktionswerten) nehmen wir fiir die k-Band-TM an, dass die Eingabe
auf dem ersten Band steht und alle anderen Biander leer sind.

Theorem 9.2.5. Jede Mehrband-Turingmaschine kann von einer 1-Band TM simuliert werden.

Beweis. Sei M eine k-Band-TM. Wenn k = 1, dann ist dies eine 1-Band-TM und die Aussage ist
trivial. Anderenfalls (k¢ > 1) verwenden wir eine 2 - k-Spuren-TM um M zu simulieren. Dabei
reprasentieren jeweils 2 aufeinanderfolgende Spuren ein Band von k. Sei 7 ein Band von M,
dann speichert die erste dazugehorige Spur den Inhalt von Band : und die zweite Spur speichert
die Position des i-ten Schreib-Lesekopfs von M, indem sie an der entsprechenden Position
ein * auf die Spur schreibt (und alle anderen Eintrage mit dem Blank-Symbol belegt). Abb.
illustriert diese Darstellung.

Fiir eine Eingabe w € ¥* auf dem Eingabeband der Mehrband-Maschine, erzeugt die 1-Band-
Maschine fiir dieselbe Eingabe die Darstellung mit 2k-Spuren und simuliert anschliefSsend die
Berechnungsschritte. Bei Akzeptanz der Mehrband-TM transformiert sie die Spurendarstellung
in die Darstellung der Ausgabe.
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9. Turings Modell der Berechenbarkeit

Band 1 | ap || ay || ag || as || ayq || as || ag | Spur 1 ap | a1 | a2 | as | as | as || as
1. Schreib-Lese-Kopf Spur 2 ololol+|ololo
Band2| bo || by || ba || bs || by || bs || be | Spur 3 bo | b1 | b2 | b3 | ba | b5 | bs
2. Schreib-Lese-Kopf Spur 4 ojloflojojo|ao *
S K2 I N 2 I e N I I
k. Schreib-Lese-Kopf Spur 2k ofl«(jojo|jlo|jof|o

k-Band-TM Simulation mit 2k-Spuren

Abbildung 9.3.: Simulation der Turingmaschine mit k-Bdndern

Zur Simulation eines Berechnungsschrittes auf der Mehrband-TM liest die 1-Band-TM zu-
nédchst einmal komplett den verwendeten Bandbereich von links nach rechts und speichert da-
bei (durch Zustdnde) die Kopfpositionen aller £ Kopfe. Im Anschluss ,weif$“ sie, welchen Schritt
die Mehrband-TM machen will, und macht alle Anpassungen auf allen Schichten (Anpassen der
Bandinhalte und der Kopfpositionen). Im Anschluss kann der nachste Schritt starten. O

9.3. *« Modulare Konstruktion von Turingmaschinen

In diesem Abschnitt verwenden wir sowohl 1-Band-Turingmaschinen als auch die eingefiihrten
Mehrband-Turingmaschinen, um einfache Rechenoperationen auf diesen zu ,,programmieren®.
Insbesondere verwenden wir die Komposition von Turingmaschinen, um aus Turingmaschinen
fiir ganz einfache Operationen, Turingmaschinen fiir komplexere Operationen zu konstruieren.

9.3.1. Notation

Wir verwenden dieselbe Notation wie (Sch08), um bestimmte Turingmaschinen zu bezeich-
nen. Wenn M eine 1-Band-Turingmaschine ist, dann schreiben wir M (i, k) fiir die k-Band-
Turingmaschine (mit ¢ < k), welche die Operationen von M auf dem 7. Band durchfiihrt und
alle anderen Bander unverandert lasst. Wenn £ nicht von Bedeutung ist (aber in jedem Fall grof
genug gewdhlt wurde bzw. gewéhlt werden kann), schreiben wir statt M (i, k) oft einfach M (7).

9.3.2. Einfache Rechenoperationen

In Beispiel haben wir eine Turingmaschine angegeben, die zur Eingabe (einer Zahl in
Bindrdarstellung) 1 dazu addiert und das Ergebnis auf dem Band zu Verfiligung stellt. Wir be-
zeichnen diese Turingmaschine ab sofort mit ,Band := Band+1". Entsprechend der vorher ein-
gefiihrten Notation bezeichnet dann ,Band := Band+1°(¢) die k-Band-Turingmaschine (k > i),
welche die Nachfolgerfunktion fiir den Wert auf Band i berechnet. Wir schreiben dies kiirzer
als ,Band i := Band i + 1°. Wir fiihren weitere Bezeichnungen fiir Turingmaschinen an, die al-
lesamt einfach zu konstruieren sind (wir geben die konkreten Maschinen nicht an und lassen
deren Konstruktion als Ubungsaufgabe).

Mit ,Band ¢ := Band ¢ — 1" bezeichnen wir die k-Band-Turingmaschine (k > i), die eine (ange-
passte) Subtraktion von 1 auf Band ¢ durchfiihrt, wobei die Anpassung ist, dass wir 0 — 1 = 0
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definieren. Mit ,Band i := 0“ bezeichnen wir die Turingmaschine, welche den Inhalt auf Band :
mit der Zahl 0 (jeweils in Binardarstellung) {iberschreibt. Mit ,Band 7 := Band ;" bezeichnen wir
die k-Band-Turingmaschine (k > 7 und k& > j), welche die Zahl von Band ; auf Band : kopiert
(und den Inhalt von Band i dabei liberschreibt).

9.3.3. Komposition von Turingmaschinen

Seien M, = (Zl, Z, Fl, 51, 21, |:|, El) und My, = (Zl, Z, FQ, (52, 29, D, Eg) k—Band—Turing—
maschinen. Mit M ; M5 bezeichnen wir jene Turingmaschine, welche M; und Ms nacheinander
ausfiihrt: Seien Z; und Z, paarweise disjunktﬂ Dann ist

My; My = ((Z1 U Z),3,T1 UTg, 6, 21,0, Ey)
mit

51(Z, (al, e ,ak)) falls z € 73 \E1 und (al, ce ,ak) € F’f
5(2’, (al,...,ak)): 52(2, (al,...,ak)) falls = € Z5 und (al,...,ak) EFIS
(22, (CL1, . ,ak),Nk) falls 2 € F; und (al, ce ,ak) S F]f

Die Maschine M;; M, fiihrt erst M; aus, und - falls diese in einem Endzustand » € E; ist,
wechselt sie in den Startzustand von M, um diese anschliefSend auszufiihren.

Mithilfe der Hintereinanderschaltung konnen wir z.B. die Turingmaschine

.Band := Band+3" als ,Band := Band+1%; ,Band := Band+1; ,Band := Band+1"°

konstruieren.

Wir verwenden (analog zu (Sch08))) folgendes Flussdiagramm, um die Hintereinanderschaltung
My ; M5 zu notieren:

start > M, > Mo > stop

Die ,Band := Band-+3“-Maschine kann entsprechend durch das Flussdiagramm

start

!

,Band := Band +1°
l

,Band := Band +1°
l

,Band := Band +1°

!

stop

reprasentiert werden. Beachte, dass die Konstruktion der Hintereinanderschaltung es auch
ermoglicht, die Verkettung zyklisch zu konstruieren. Z.B. kann die eingefiihrte Konstruktion
leicht angepasst werden, um fiir Turingmaschinen M, ..., M,, den folgenden Zyklus zu kon-
struieren:

! Anderenfalls benenne eine der Zustandsmengen und Maschinen konsistent mit frischen Namen um.
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9. Turings Modell der Berechenbarkeit

start > My > Mo > e > M,

Zunichst scheint diese Konstruktion wenig sinnvoll, da (wie das Flussdiagramm schon zeigt)
die konstruierte Maschine nicht anhalt.

Aber wir werden diese bald zusammen mit der Verzweigung verwenden, um den Zyklus nur in
manchen Fillen zu verwenden und damit Schleifen zu repriasentieren.

Seien My, My, M» Turingmaschinen. Dann wird eine ,Verzweigende Fortsetzung” je nach Er-
gebnis des Laufs der Turingmaschine M, durch das folgende Flussdiagramm dargestellt, wobei
zp1 und zp 2 die Endzustande von M, seien:

start
ZF1 l ZF2
T
M1 M2
l l
stop stop

Die Konstruktion dazu fiigt entsprechende Uberginge

(5(ZF71, (al, . ,ak)) = (207]\/[1, (al, . ,ak),N) und 5(21:’72, (al, . ,ak)) = (ZO,M27 (al, . ,ak),N)

ein, wobei § die neue Ubergangsfunktion ist und zo 5;, den Startzustand von M; (fiir i = 1,2)
bezeichnet.

Ein Beispiel fiir die Turingmaschine M in der vorherigen Konstruktion ist die Turingmaschine
die Zusténde {9, 21, ja, nein} hat und die Ubergangsfunktion

d(z0,a) = (nein,a,N) fira#0
(5(20,0) = (21,0, R)
d(z1,a) = (nein,a,L) fira#0
(z1,0) = (ja,0,L)

verwendet, wobei ja und nein Endzustinde sind und z, der Startzustand ist. Die TM priift, ob
das Band eine 0 enthilt oder nicht. Dementsprechend nennen wir die Maschine ,Band=0?“ und
schreiben ,Band i = 07 anstelle von ,Band= 07“(7).

Verwenden wir die Verzweigung zusammen mit der ,Band =0?“-Maschine und dem Bilden von
Zyklen, so konnen wir fiir eine beliebige Turingmaschine M eine Turingmaschine mit folgen-
dem Flussdiagramm konstruieren:

start
Ja ‘l' w newm
l_ ,Band i = 07
stop M
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9.3. % Modulare Konstruktion von Turingmaschinen

Die Turingmaschine M wird solange immer wieder aufgerufen, bis das i. Band die Zahl 0 ent-
hilt. Die Maschine nennen wir nun ,WHILE Band 7 # 0 DO M".

Diese Ausfiihrungen zeigen schon, dass wir Programme einer einfachen imperativen Program-
miersprache mit Zuweisungen, Verzweigungen und Schleifen durch Turingmaschinen simulie-
ren konnen. Im nichsten Kapitel werden wir diese Konstruktionen verwenden, um drei grund-
satzliche imperative Programmiersprachen beziiglich der induzierten Berechenbarkeitsbegrif-
fe auch im Vergleich zur Turingberechenbarkeit zu untersuchen.
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10. « LOOP-, WHILE-, und GOTO-Berechenbarkeit

In diesem Kapitel betrachten wir drei einfache imperative Programmiersprachen: LOOP-
Programme, WHILE-Programme und GOTO-Programme. Fiir alle drei Sprachen definieren wir
neben ihrer Syntax auch die operationale Semantik, d. h. wie Programme der Sprache ausge-
fiihrt werden. Im Anschluss zeigen wir, dass WHILE- und GOTO-Programme den selben Bere-
chenbarkeitsbegriff induzieren, der aquivalent zur Turingberechenbarkeit ist, wahrend LOOP-
Programme einen schwicheren Berechenbarkeitsbegriff induzieren (d. h. nicht jede Turingbe-
rechenbare Funktion ist auch LOOP-berechenbar).

10.1. LOOP-Programme

10.1.1. Syntax von LOOP-Programmen

Die Syntax von LOOP-Programmen kann durch die folgende kontextfreie Grammatik beschrie-
ben werden. Sie werden durch die CFG (V, X, P, Prg) erzeugt, wobei:

V. = {Prg, Var,Id, Const}

¥ = {LOOP,DO,END,z.0,...,9,;,:=,+,—}
P = {Pr¢g — LOOP Var DO Prg END
| Prg; Prg

| Var := Var 4+ Const
| Var := Var — Const
Var — T

Const — Id
Id — 0]1|...]9]|1Const|2Const| ... 9Const}
Daher erzeugt das Nichtterminal Var die Worte z, z1, zo, . . ., d. h. einen Variablennamen aus

einer abzahlbar unendlichen Menge von Namen. Das Nichtterminal Const erzeugt die Konstan-
ten der LOOP-Programme (alle natiirlichen Zahlen).

Programme konnen durch das LOOP-Konstrukt der Form LOOP x; DO P END (wobei P ein
Programm ist), durch Sequenzen P;; P, oder durch Zuweisungen z; := x; + cbzw. z; :== z; — ¢,
wobei ¢ eine Konstante ist, gebildet werden.

10.1.2. Semantik von LOOP-Programmen

Zur Modellierung des Speicherzustandes, d.h. der Belegung der Variablen mit Werten, definie-
ren Variablenbelegungen:

Definition 10.1.1 (Variablenbelegung). Eine Variablenbelegung p ist eine endliche Abbildung
mit Eintrdgen x; — n mit x; ist Variable und n € N. Wir definieren die Anwendung einer Varia-
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10.1. LOOP-Programme

blenbelegung p auf eine Variable x; als

V. [ n, wennz;—nep
plei) { 0, sonst

Wir schreiben p{x; — m} fiir die Abbildung, die an der Stelle fiir x:; so modifiziert wurde, dass sie
x; auf m abbildet und sich ansonsten wie p verhdilt, d. h.

p(zj), wennzj # x;
. '% . —
plai = mj(z;) { m, wennz; = x;

Die Semantik von LOOP-Programmen kann als Abfolge von Berechnungsschritten — auf

Paaren (p, P) beschrieben werden, wobei p eine Variablenbelegung und P ein LOOP-Programm
oder ein ,leeres” Programm ¢ ist.

Definition 10.1.2 (Berechnungsschritt w). Die Definition eines Berechnungsschrittes fiir eine
Variablenbelegung p und ein LOOP-Programm ist:

o (pyzi:=xj+c) — (p',e) wobei p' = p{z; — n}undn = p(x;) +c

s (p,xi =15 —c) — (p',e) wobei p' = p{z; — n} und n = max(0, p(z;) — ¢)

. / /. / / /
PP o (. Pl Pa) wenn (p. Pr) oo (/. PY) und P # ¢

ps P Po) — (o, Py) wenn (p, P1) — (¢',€)

LoopP

(
(p
(
(p,LOOP z; DO P END) — (p, P;...; P)

p(z;)-mal

Wir schreiben Hﬁ fiir 0 oder beliebig viele Berechnungsschritte.

Beispiel 10.1.3. Wir betrachten das Programm

To:=x1 + 1;
LOOP x5 DO x5 := 23 + 1 END

und die Variablenbelegung {x1 — 2}. Dann gilt:

({.1‘1 — 2},.7)2 :=1x1 + 1;LOOP 25 DO x5 := 23 + 1)
— {1'1'—>2 $2'—>3} LOOP 23 DO x5 :=$3+1)

LOOP
da({l’ll—>2}l'2—l’1+1) ({$1i—>2l‘2i—>3} )

m ({.’El'—>2,l‘2l—>3},l‘3.—$3—|—1,$3.—:L‘3+1,x3.—1‘3+1)
E) {1‘1'—>2$2'—>3$3l—>1} 3::$3+1'$3::$3+1)
da({x1+—>2x2r—>3}x3 —$3+1) ({$1F—>2$2!—)3£€3i—>1} )

— ({a:l»—>2:c2b—>3x3n—>2}a:3—x3+1)
da({l’ll—)Q To — 3, x3»—>1} T3 —x3—|—1) o0 ({$1'—>2 To — 3, l‘3l—>2} )
— ({z1 2,29 — 3,23 — 3},¢)
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10. % LOOP-, WHILE-, und GOTO-Berechenbarkeit

10.1.3. LOOP-Berechenbarkeit

Definition 10.1.4 (LOOP-berechenbare Funktion). Eine Funktion f : N¥ — N heifst LOOP-
berechenbar, wenn es ein LOOP-Programm P gibt, sodass fiir alle n1, . ..,n; € N und Variablen-
belegungen p = {x1 > nu, ...,z — ny} gilt: (p, P) m* (p',e)und p'(z0) = f(n1, ..., ng).

Obige Definition zeigt, dass das LOOP-Programm die Eingaben dadurch empfingt, dass die
Variablen z1,...,z; mit den entsprechenden Werten belegt sind. Es liefert die Ausgabe
f(nq,...,ni) als Wert der Variablen x.

Beispiel 10.1.5. Die Funktion f(x1) = z1 + c ist LOOP-berechenbar. Das Programm x := x1 + ¢

belegt dies, denn ({x1 — n1},z0 := 1 + ¢) — ({xo = n1 + ¢,x1 — ni},e) fiirallen; € N.

10.1.4. Eigenschaften von LOOP-Programmen und der LOOP-Berechenbarkeit

Satz 10.1.6. Alle LOOP-Programme terminieren.

Beweis. Dies gilt, da die Anzahl der ﬁ—SChritte begrenzt ist. Wir zeigen: Fiir alle (p, P) gibt
es eine Zahl jp, € Nund ein p’ mit (p, P) mﬂﬂp (0, e).
Beweis mit Induktion iiber die Struktur von P.

* Induktionsbasis: Fiir (p, z; := z; & ¢) wird genau 1 Schritt benotigt.

« Fiir Sequenzen P;; P, und beliebige p, o’ liefert die Induktionshypothese jp, , und jp,

sowie p’ und p”, sodass (p, P; P») WJ'PM (0, Ps) Eﬂl’w/ (p”,€) und daher ist jp, =

jP1,p + ng,p’-
* Fiir LOOP z; DO P END liefert die Induktionshypothese Zahlen jp ,, und Variablenum-
gebungen po, ..., p,+1, sodass fiir jede Variablenumgebung p; gilt:

(p1,LOOP z; DO PEND)

—— (p1, P;...; P) —IPm P;...;P) —IPn Py £

LOOP (p1, P;  P) LOOP (p2, P; i P) LOOP LOOP " (pns1s€)
T ot 4 _ p1(zs)

mit n = py(x;). Daher ist jLoopz; D0 PEND,p; = 1+ D 11" JPp;- O

Eine Konsequenz ist, dass alle LOOP-berechenbaren Funktionen totale Funktionen sind. Allei-
ne daher ergibt sich, dass es Turingberechenbare Funktionen gibt, die nicht LOOP-berechenbar
sind. Z.B. die liberall undefinierte Funktion. Wie wir sehen werden, gibt es intuitiv berechen-
bare Funktionen, die total sind, und trotzdem nicht LOOP-berechenbar sind (ein Beispiel ist
die sogenannte Ackermannfunktion).

Wenn wir die Eingabevariablen kennen, dann konnen wir problemlos auch einen Befehl kodie-
ren, der x; := causfiihrt, indem wir z; := xz,,+cverwenden, wobei z,, keine der Eingabevariablen
ist und an keiner anderen Stelle im Programm verwendet wird. Der Begriff der Berechenbar-
keit, sorgt dann dafiir, dass z,, nicht in der initialen Variablenbelegung vorkommt und daher
p(zy,) = 0 gilt. Ebenso konnen wir den Befehl z; := z; kodieren, indem wir z; := x; + 0 ver-
wenden. Daher verwenden wir beide Befehle als Kurzschreibweise. Ebenso verwenden wir fiir
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10.1. LOOP-Programme

Programm P die Schreibweise IF x; = 0 THEN P END fiir das Programm

Tn =1
LOOP z; DO z,, := 0 END;
LOOP z,, DO P END

wobei z,, eine Variable ist, die nicht in P und nicht in der Eingabe vorkommt. Beachte, dass

(p, Zn := 1;LOOP z; DO ,, := 0 END; LOOP z,, DO P END) —* (p{z,, ~ 1}, P)

LOOP

falls p(z;) = 0 und

(p, xpn := 1;LOOP z; DO z,, := 0 END; LOOP z,, DO P END)
—* (p{zy — 1}, 2z, := 0;LOOP z,, DO P END)
——

LOOP
p(z;) mal

—* (p{zn — 0},LOOP z,, DO P END)

LoopP

—* (plan 5 0},)

falls p(z;) > 0 gilt.
Analog schreiben wir IF z; = 0 THEN P, ELSE P, END fiir

Tn = 1;

Ty = 1;

LOOP z; DO z,, := 0 END;
LOOP zx, DO z,, := 0; P, END;
LOOP z,, DO P, END

wobei z,,, z,,, Variablen sind die nicht in der Eingabe vorkommen und auch sonst nicht im Pro-
gramm verwendet werden.

Auch kompliziertere if-then-else-Bedingungen konnen entsprechend kodiert werden. Wir ver-
wenden diese Abkiirzungen daher, ohne sie explizit zu kodieren (und tiiberlassen dies als
Ubungsaufgabe).

Die Operation zum Addieren zweier Variablen schreiben wir als z; := z; + ;. Diese kann durch
das folgende Programmstiick simuliert werden:

z; = 2;; LOOP z; DO z; := x; + 1 END
Dies zeigt auch, dass die Additionsfunktion f(z1,x2) = z1 + 22 LOOP-berechenbar ist.

Wird konnen andere Rechenoperationen (wie Multiplikation, mod (zur Berechnung des Rests
einer ganzzahligen Division mit Rest), div (zur Berechnung des ganzzahligen Anteils einer
ganzzahligen Division mit Rest), etc.) entsprechend definieren (wobei wir die Definitionen so
anpassen,dass sie im Fall der Division durch 0 definiert sind und z.B. 0 als Ergebnis liefern) und
verwenden diese im folgenden.

D. Sabel, Skript FSK & TIMI,SoSe 2022 1 17 Stand: 15. September 2022



10. % LOOP-, WHILE-, und GOTO-Berechenbarkeit

10.2. WHILE-Programme

10.2.1. Syntax der WHILE-Programme

WHILE-Programme erweitern LOOP-Programme um ein WHILE-Konstrukt, d.h. WHILE-
Programme werden durch die kontextfreie Grammatik (V, X, P, Prg) erzeugt, wobei:

V. = {Prg, Var,Id, Const}
> = {WHILE,LOOP,DO,END,z,0,...,9,;,:=,+,—}
P = { Prg —  WHILE Var # 0DO Prg END
| LOOP Var DO Prg END
| Prg; Prg
| Var := Var + Const
| Var := Var — Const
Var — T
Const — Id
Id — 0]1|...]9]|1Const|2Const| ... 9Const}

10.2.2. Semantik der WHILE-Programme

Die Semantik von WHILE-Programmen wird definiert durch die schrittweise Ausfiihrung mit
Schritten (p, P) — (o', P") wobei p, p’ Variablenbelegungen sind, P ein WHILE-Programm

ist und P’ ein WHILE-Programm oder das leere Programm ¢ ist. Die meisten Regeln sind ana-
log zur Semantik der LOOP-Programme. Im Wesentlichen neu sind zwei neue Regeln fiir die
Auswertung des WHILE-Konstrukts.

Definition 10.2.1 (Berechnungsschritt —>) Seien p, p' Variablenbelegungen und P, P WHILE-

WHILE
Programme oder das leere Programm e. Ein Auswertungsschritt —— ist definiert durch die folgen-
WHILE

den Fdille:

o (pyzi:=xj+c) — (p',e) wobei p' = p{z; — n}undn = p(z;) +c
p,Ti = Tj — C) — (p',e) wobei p' = p{z; — n} und n = max(0, p(z;) — ¢)

(

(p, Pr; P2) —— (p/, PY; P2) wenn (p, Pr) —— (p', Py) und P{ # ¢
* (p, P1; P2) —— (p', P2) wenn (p, P1) —— (p',€)

(p,

* (p,LOOP z; DO P END) (,0, P;...;P)
W
plxi)-mal
e (p, WHILE z; # 0DO P END) (p, e)wenn p(z;) =0

(p, WHILE 7, # 0 DO P END) —— (p, P; WHILE ; # 0 DO P END) wenn p(a;) # 0

Wir schreiben m* fiir 0 oder beliebig viele Berechnungsschritte.

10.2.3. WHILE-Berechenbarkeit

Definition 10.2.2 (WHILE-berechenbare Funktion). Eine Funktion f : N* — N heifft WHILE-
berechenbar, wenn es ein WHILE-Programm P gibt, sodass
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e fiiralleny,...,n; € N, sodass f(nq,...,ny) definiert ist: Fiir Variablenbelegung p = {x1 —
Ni,y..., Tk — ngt &ilt (p, P) W* (p',e)und p' (o) = f(nq,...,nk).

e Falls f(ni,...,ny) nicht definiert ist, so stoppt das Programm P nicht, d. h. fiir alle i € N gibt
es ein p', sodass (p, P) ml (o', P").

Da jedes LOOP-Programm P auch ein WHILE-Programm ist, und fiir (p, P) — (o', P") auch
(p, P) — (¢, P') gilt, folgt:

WHILE

Satz 10.2.3. Jede LOOP-berechenbare Funktion ist auch WHILE-berechenbar.

Wir hitten sogar das LOOP-Konstrukt aus der WHILE-Sprache herauslassen konnen, denn
LOOP z; DO P END kann durch das Programm

T 1= Ty

WHILE z,,, # 0DO z,,, :== z,, — 1; PEND
wobei z,, nirgends sonst vorkommt, simuliert werden.
Theorem 10.2.4. Jede WHILE-berechenbare Funktion ist auch Turingberechenbar.

Beweis. In Abschnitt[9.3 haben wir gezeigt, dass die Konstrukte der WHILE-Programme (ohne
LOOP-Konstrukt) durch Komposition von Mehrband-Turingmaschinen simuliert werden kon-
nen. Dabei liegen die einzelnen Variablen x; jeweils auf Band i der Mehrband-Turingmaschine.
Die LOOP-Konstrukte konnen vorher mit der bereits vorgeschlagenen Konstruktion in LOOP-
freie WHILE-Programme transformiert werden. O

10.3. GOTO-Programme

10.3.1. Syntax der GOTO-Programme
GOTO-Programme werden durch die CFG (V, X, P, Prg) erzeugt, wobei:

V. = {Prg, Var,Id, Const}
by {GOTO, HALT,IF, z,0,...,9,;,:=,+,—}
P = { Prg — My : Var := Var + Const
| Mg : Var .= Var — Const
| M]d : GOTO M[d
| M]d - IF Ty = 0 GOTO M]d

| M4 : HALT
| Prg; Prg
Var — T
Const — Id
Id — 0]1|...]9]|1Const|2Const| ... 9Const}

Die einzelnen Befehlszeilen von GOTO-Programmen sind mit Marken M; : versehen. Wenn
die Markierung unwichtig ist, lassen wir diese manchmal weg. Als Nebenbedingung (au-
f8erhalb der kontextfreien Grammatik) fordern wir, dass die einzelnen Programmzeilen mit
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10. % LOOP-, WHILE-, und GOTO-Berechenbarkeit

paarweise verschiedenen Markierungen markiert sind. Wir konnen Markierungen konsistent
umbenennen, sodass wir davon ausgehen konnen, dass ein GOTO-Programm von der Form
My : Ay;...; M, : A, ist. Dies nennen wir ein normalisiertes GOTO-Programm.

10.3.2. Semantik der GOTO-Programme

Die Semantik von GOTO-Programmen wird definiert durch die schrittweise Ausfiihrung mit
Schritten (p, P) fo, (p', P")wobei p, p’ Variablenbelegungen und P’ ein GOTO-Programm oder
das leere Programm e ist, und Py das urspriingliche GOTO-Programm ist.

Definition 10.3.1 (Berechnungsschritt Gf—io>). Sei P, ein normalisiertes GOTO-Programm, p eine

Variablenbelegung und P ein GOTO-Programm. Dann ist ein Berechnungsschritt % durch die
folgenden Fiille definiert:
o (p, Mz = xp+ ¢ P) (plz; — n], P), wobei n = p(zy) + ¢

GOTO

M;:zj =z, +c) % (plz; — nl,e), wobei n = p(z) + ¢

M;:zj =z, —c;P) % (p[zj — n], P), wobei n = max(0, p(z1) — ¢)

My:Aq;...;Mp:Ap .
— (py My : Ag; ... My - Ay)wennl <i<n

Mi:Aq;..;Mp:An
_—

GOTO

p, M; : GOTO Mj,)

p, M; : GOTO Mjy; P) (p, My : Ag;...; My - Ap)wennl <i<n

M;i:Aq1;..;Mp:An
S —

(
(
o (p,M; i @ := mp — ¢) — (plz; > ], &), wobei n = max(0, p(xy) — )
(
(
( GOTO

,M; : IF z, = 0 THEN GOTO My; P)
1<i<nundp(z,)=0
e (p,M; : IF x, = 0 THEN GOTO M)
lgzgnundp(xr):()
* (p, M; : IF x, = 0 THEN GOTO M}; P) % (p, P) wenn p(z,) # 0

(p, My, : Ag;...; M, : A,) wenn

M;i:Aq;..;Mp:An
_—

GOTO

(p, My : Ag;...; M, : A,) wenn

* (p, M; : IF z, = 0 THEN GOTO Mk) (p, ) wenn p(z,) # 0

(p, M; : HALT; P) 2% (p, M; - HALT)

GOTO
Py
(p,e) =~ (p,€)

Beachte, dass der Fall M, : HALT nicht definiert ist, da dann kein weiterer Berechnungsschritt
erfolgt. Der letzte Fall (p, ) AN (p, ¢) ist dafiir, dass ein Programm, welches nicht HALT aus-
fiihrt, nicht anhalt.

Wir schreiben L fiir 0 oder beliebig viele Berechnungsschritte und —> fur genau i Be-
rechnungsschrltte (mit dem Programm F;).

10.3.3. GOTO-Berechenbarkeit

Definition 10.3.2 (GOTO-berechenbare Funktion). Eine Funktion f : N* — N heifst GOTO-
berechenbar, wenn es ein normalisiertes GOTO-Programm P gibt, sodass
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e fiiralleny,...,n; € N, sodass f(nq,...,ny) definiert ist: Fiir Variablenbelegung p = {x1 —
ni.ag o md it (p, P) —— (o HALT) und p/(z0) = f(n1, ..., mp).
s Falls f(n1, ..., nk) nicht definiert ist, so stoppt das Programm P nicht, d.h. fiir alle i € N gibt

)

es p' und P’ sodass: (p, P) SN (o', P

GOTO

10.4. Aquivalenz der WHILE- und GOTO-Berechenbarkeit

Jedes WHILE-Programm kann durch ein GOTO-Programm simuliert werden, denn

o Zuweisungen z; := xj, + cund z; := x;, — c und Sequenzen P;; P, konnen auch als GOTO-
Programm formuliert werden (durch zusitzliche Markierungen).

o LOOP-Schleifen konnen durch WHILE-Schleifen ersetzt werden
 jede WHILE-Schleife WHILE z; # 0 DO P END kann durch

M - IF x; = 0 THEN GOTO M;
P’

Mj—l : GOTO Ml;

Mj :

simuliert werden, wobei P’ das zu P zugehorige GOTO-Programm ist.
Sei Py, ein WHILE-Programm und P das oben beschriebene GOTO-Programm. Dann gilt:
Falls (p, Pw) m* (p',e), dann (p, Pg) %* (p",HALT) mit p'(x9) = p"(z0). Dies
kann per Induktion iiber die gegebene Folge von Berechnungsschritten bewiesen werden (wir

lassen den genauen Beweis hier allerdings weg). Genauso kann gezeigt werden, dass aus
. ; . Pg "
Vi € N (p, Pw) —* (pi, Pw.i) auch Vi € N: (p, Pa) —= (¢}, Pai)-

Damit folgt, dass alle WHILE-berechenbaren Funktionen auch GOTO-berechenbar sind.

Sei My : Ay;...; M, : A, ein normalisiertes GOTO-Programm, sodass x; nicht als Variable
darin vorkommt. Das folgende WHILE-Programm simuliert das GOTO-Programm:

Ty = 1;
WHILE z;; # 0DO
IF x5, = 1 THEN P; END;

IF z,; = n THEN P, END;
END

wobei P; das folgende Programm ist:
cxj=xp+caoyi=ay+ Lfalls A, =2 =2+ ¢
s xji=xp—coyi=xy+ L falls A, =25 :=xp — ¢
o )7 := j falls A; = GOTO M;
 IF z;, = 0 THEN x, := j ELSE x); := z); + 1 END, falls A; = IF x;, = 0 THEN GOTO M
e x5 := 0falls A, = HALT
Dabei ist IF-THEN-ELSE wie vorher demonstriert, mittels LOOP-Konstrukten kodiert.
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Sei My : Ay;...; M, : A, ein normalisiertes GOTO-Programm und P das oben beschriebene
WHILE-Programm. Es lisst sich priifen, dass aus (p, M) : Ay;...; M, : A,) %
(p',HALT) auch (p, P) ——"* (p"{znr — 0}, ) mit p'(zo) = p"(z0). folgt.

WHILE
Ebenso gilt, dass aus Vi € N : (p, My : Ay;...; M, : A,) %
(p’ P) —>i (p;,f’;) fOIgt

WHILE

Damit folgt, dass jede GOTO-berechenbare Funktion auch WHILE-berechenbar ist.

(pi, P;) auch Vi € N :

Theorem 10.4.1. WHILE- und GOTO-Berechenbarkeit sind dquivalente Begriffe. D.h. jede
WHILE-berechenbare Funktion ist auch GOTO-berechenbar und umgekehrt ist jede GOTO-
berechenbare Funktion auch WHILE-berechenbar.

Satz 10.4.2. WHILE-Programme bendtigen nur eine WHILE-Schleife.

Beweis. Dies zeigen die Ubersetzungen: Ubersetze erst das WHILE-Programm in ein GOTO-
Programm und anschliefSsend tibersetze das GOTO-Programm in ein WHILE-Programm. Dieses
erzeugt nur eine WHILE-Schleife. O

10.5. Simulation von Turingmaschinen mit GOTO-Programmen

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass GOTO-Programme Turingmaschinen simulieren kon-
nen und konnen schliefSlich damit folgern, dass Turingberechenbare Funktionen auch GOTO-
berechenbar sind.

Die wesentliche Idee dabei ist, Konfigurationen der Turingmaschine mit Zahlen darzustellen,
die in Programmvariablen abgelegt sind. Dazu betrachten wir zunédchst, wie wir den nichtleeren
Teil des Bandinhalts (der ein Wort {iber I'* ist) in eine Dezimalzahl konvertieren konnen.

10.5.1. Darstellung von Worten als natiirliche Zahlen

Fir ein Bandalphabet I' = {ay,...,a,,} identifizieren wir die Zeichen a; mit ihrem Index .
Worte a;, - - - a;, identifizieren wir daher mit der Folge (i; .. .14,). Umgekehrt konnen wir aus
Folgen (i ...1i,) wieder das Wort a;, - - - a;, rekonstruieren.

Sei (i; ...1iy) eine solche Folge und sei b > m. Wir fassen a;, - - - a;,, als Zahlen im Stellenwert-
system zur Basis b auf, wobei ay, . . ., a,, Ziffern dieses Systems sind, wobei a; die i-wertige Ziffer
ist (damit kommt O-wertige Ziffer nicht vor, aus diesem Grund wahlten wir b > m).

Dann kann der Dezimalwert von «a;, - - - a;, berechnet werden als
n
(iy -+ in)p = Zij X
J=1

Zur Berechnung von (iy - - - i,,) aus einer natiirlichen Zahl (d.h. zur Berechnung der Umkehr-
funktion von (- - -);) teilt man die Dezimalzahl wiederholt mit Rest durch die Basis b bis kein
Rest mehr entsteht. Man erhalt daher Reste r,...,r,. Diese werden der Zahl (7, ---rg) zur
Basis b zugeordnet und reprasentieren daher das Wort a,., - - - ay,.
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Beispiel 10.5.1. Sei I' = {(1,0, 1} sodass a; = O,as = 0,a3 = 1. Betrachte das Wort (11100,
d.h. ajasagasa;. Sei die Basis b = 4. Dann identifizieren wir 01100 mit der Folge (13321) und
(13321), = (13321)4 = 1544+ 3543+ 3542+ 2541 +154% = 256+ 3%64+3x16+2x4+1%1 = 505
Umgekehrt ergibt

505/4 = 126 Rest1

126/4 = 31 Rest2

31/4 7  Rest3

7/4 1 Rest3

1/4 = 0  Restl

und daher ergibt dies die Zahl (13321) zur Basis b, welche das Wort ayasasaza; = 01100 reprd-
sentiert.

10.5.2. Darstellung von TM-Konfigurationen mit GOTO-Programmvariablen
Eine Konfiguration der TM uiber I' = {a, . .., an, } schreiben wir als
a'll e a‘znzka“]l .. aj

m

und stellen diese im GOTO-Programm durch 3 Variablen z,, =, z, dar, wobei

Tp = (7/1 .. 'Ln)b
z, = k
s = (Jm- - J1)b

Beachte, dass wir fiir x5 die umgekehrte Reihenfolge der Ziffern verwenden.

Im Wesentlichen miissen wir fiir die TM-Simulation mit GOTO-Programmen nun Berechnun-
gen implementieren, die fiir 6(zy, aj,) = (2, a5, Q) mit @ € {N, L, R} entsprechende Aktuali-
sierungen der Variablen z,,, ., z; berechnen, so dass diese dem Transitionsschritt entsprechen.
Wir geben entsprechende GOTO-Programme an, die wir mit P(k, ji) (flr §(zj, a;, )) bezeichnen.
Wir betrachten verschiedene Fille.

e Falls §(zy,aj,) = (21, a;, L), dann ist die Transition
iy o Qg 2y - Qg 1 Qg v QG 2104, QGG - GG,

falls n > 0. Wir betrachten den Spezialfall n = 0 spéter.
Beziiglich der Zahlendarstellung gilt daher:

- x, muss auf den Wert [ aktualisiert werden

- x, muss von (iy - - - in)p zU (1 - - - in—1)p aktualisiert werden

- 2, MUSS VON (Jy, - - - 51)p ZU (G - - - J25"in )p aktualisiert werden
Das Programm P(k, j;) sei dann:

Ty =1

Ts = x5 div b;
Ts:=bxxs+j';

Zs :=b* x5+ (x, mod b);
Tp = xp divd
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Eine Erlduterung dazu ist: Wir erhalten 4,, durch Berechnung von z,, mod b. Abschneiden
der letzten Stelle von xz, bewerkstelligen wir durch xz,, div b. Fiir z; schneiden wir erst
die letzte Stelle ab (mit z, := z, div b), und fiigen ;' als letzte Stelle hinzu (durch die
Zuweisung zs := b * x5 + j') und anschliefSend fiigen wir 4,, als letzte Stelle hinzu (durch
die Zuweisung zs := b x x5 + (z, mod b)).
Fiir den Grenzfall

ZEQgq v Qg = leajl Tt dy

m

setze zuerst ), := r; wobei O = q, und fithre dann das Programm fiir den allgemein Fall
aus.

o Falls 6(zx, aj,) = (z,a;, N), dann ist die Transition

m

Ay« A, 2 Agy * - Ay F Qgy ** - A, Z1AG gy - * - A

und beziiglich der Zahlendarstellung gilt daher:

- z, muss auf den Wert [ aktualisiert werden

- 1z, bleibt unverdndert.

— 2y MUSS VON (Jyy, - - - 51)p ZU (Jm - - - j2Jj’)p aktualisiert werden
Das Programm P(k, j1) sei dann:

x, =1
Ts = x5 div b;
Ts i =bxxs+j

e Falls §(zy, aj,) = (2, a4, R), dann ist die Transition
Qjy =00 A4y, R Qg * 0 - Ay F Ay + 00 Ay, A 2] Ay~ gy s

falls m > 1. Beziiglich der Zahlendarstellung gilt daher:
- xz, muss auf den Wert [ aktualisiert werden
— Xp MUSS von (iy - - -in)p ZU (i1 - - - inj’)p aktualisiert werden
- Zs MUSS VON (Jy, - - - J1)p ZU (4 - - - J2)p aktualisiert werden
Das Programm P(k, j;) sei dann:

T, =1
zpi=bxxp+ j';
Ts = Tsdivd

Fiir den Fall m = 1 gilt
Qjy * - a’inzka’jl - Ay = G/ina;'ZlD

In diesem Fall sei P(k, j;) das Programm

T, =1

— 0.
Tp i =b*xxp+J';
Tg:i=T

wobei O = q,.
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10.5. Simulation von Turingmaschinen mit GOTO-Programmen

Beachte, dass wir die Sonderfille ,abfragen” konnen, indem wir testen, ob z,, bzw. z; den Wert
0 hat.

Insgesamt wird eine TM durch das folgende GOTO-Programm simuliert, welches seine Ein-
gaben in den Programmuvariablen z, ...,z erwartet und seine Ausgabe in der Variablen z,
ablegt: Das Programm gliedert sich in drei grofse Abschnitte:

M1 1P1;
MQ:PQ;
Ms : P3

Programm P; erzeugt fiir die eingegebenen Variablenwerte in z1, . . ., z; deren Bindrdarstellung
und anschliefSend die Darstellung der TM-Konfiguration. Programm P3 verwendet die Darstel-
lung der Endkonfiguration, um die Ausgabe in der Ausgabevariablen z( zu erzeugen. Wir geben
beide Programme nicht explizit an, da sie mit einfachen mod- und div-Berechnung durchge-
fiihrt werden konnen.

Programm P fiihrt schrittweise die Berechnung der Turingmaschine durch (wir verwenden zur
besseren Darstellung, Markierungen M ;, die durch Umbenennen wieder in die M;-Form ge-
bracht werden konnen):

My : Tq := Ts mod b;
IF (z, =1) and (z, = 1) THEN GOTO 1/, ;;
IF (z, = 1) and (z, = 2) THEN GOTO 1/, ;

IF (z. = ¢q) and (z, = m) THEN GOTO M, ,,

Ml,l . P{,l;
GOTO Ms;

Mo : P{,23
GOTO Mos;

My m - Pé,m
GOTO M,

Die Programmabschnitte P; ; sind GOTO M3, wenn z; ein Endzustand und ansonsten P(i, j)
(wie oben bereits festgelegt).

Insgesamt zeigt dieses GOTO-Programm:

Satz 10.5.2. GOTO-Programme konnen Turingmaschinen simulieren. Jede Turingberechenbare
Funktion ist auch GOTO-berechenbar.

Theorem 10.5.3. Turingberechenbarkeit, WHILE-Berechenbarkeit und GOTO-Berechenbarkeit
sind dquivalente Begriffe.

Beweis. Das folgt aus den vorher gezeigten Sdtzen und Theoremen. Das folgende Schau-
bild zeigt die gezeigten Implikationen, wobei wir der Vollstandigkeit halber, auch die LOOP-
Berechenbarkeit auffiihren:
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Turingberechenbar Satz » GOTO-berechenbar

Theorem %)rem

WHILE-berechenbar

Satz

LOOP-berechenbar
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11. % Primitiv und p-rekursive Funktionen

In diesem Kapitel betrachten wir zwei weitere Formalismen, um Berechenbarkeit darzustel-
len. Anstelle von imperative Kern-Programmiersprachen oder konkreten Maschinenmodelle
betrachten wir mit rekursiven Funktionen einen eher mathematischen Begriff. Wir fiihren pri-
mitiv rekursive Funktionen und sogenannte y-rekursive Funktionen ein und werden im Ver-
lauf des Kapitels zeigen, dass die ersteren genau die LOOP-berechenbaren Funktionen darstel-
len, wahrend die p-rekursiven Funktionen dquivalent zu den Turingberechenbaren Funktionen
sind.

11.1. Primitiv rekursive Funktionen

Wir definieren die primitiv rekursiven Funktionen, um in Anschluss daran zu zeigen, dass diese
genau durch die LOOP-Programme berechnet werden.

11.1.1. Definition der primitiv rekursiven Funktionen

Definition 11.1.1 (Primitiv rekursive Funktion). Eine Funktion f : N* — N ist primitiv rekursiv,
wenn sie der folgenden induktiven Definition geniigzﬂ

* Jede konstante Funktion f mit f(x1,...,x) = ¢ € N ist primitiv rekursiv.
» Die Projektionsfunktionen m; mit 7¥(x1, ..., x)) = x; sind primitiv rekursiv.
e Fiir k = 1: Die Nachfolgerfunktion succ(x) = = + 1 ist primitiv rekursiv.

e Wenng: N™ — N,h; : N° - N, ... hy,, : N¥ = N primitiv rekursiv sind, dann ist auch f
mit f(x1,...,25) = g(hi(z1,...,2k)s ..., A (1, ..., x)) primitiv rekursiv.

e Wenn g : N*~! — Nund h : N**' — N primitiv rekursiv, dann ist auch f mit

g(x27"'7xk)7 wenn xq =0
h(f(xy — 1, z9,...,2), 21 — 1, 2o, ..., x), SONSt

f(xl,...,xk):{

primitiv rekursiv.

11.1.2. Einfache Beispiele und Konstruktionen primitiv rekursiver Funktionen

Die Projektionsfunktionen zusammen mit der Komposition erlauben die Konstruktion pri-
mitiv rekursiver Funktionen, welche Komponenten eines Tupels entfernen, vertauschen und
verdoppeln. Z.B. ist fiir primitiv-rekursives ¢ : N* — N auch f : N* — N mit

ID.h. die Menge der primitiv rekursiven Funktionen ist die kleinste Menge von Funktionen, die alle genannten
Eigenschaften erfiillt
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11.  Primitiv und p-rekursive Funktionen

f(n1,n2,n3) = g(ng, n3, ng, ne) primitiv rekursiv, da f durch
f(n1,n2,n3) = g(m3(n1, na, n3), 75 (n1, n2, n3), (N1, N2, N3), T8 (N1, N2, M3))

dargestellt werden kann.

Fiir den rekursiven Fall muss die Rekursion nicht notwendigerweise durch das erste Argument
laufen, da man mithilfe der Projektionen, der Komposition sowie zusatzlicher Hilfsfunktionen
auch ein anderes Argument nehmen kann. Allgemein kann fiir 1 <i < k

e D1, T falls ; =
f(mh ;xk) _ {g(fl'l, y Ly 17xl+lﬂxk)7 alls x; 0

h(f(:rh s Ti—1, T4 — ]_,Z'i+1, s ,ZL’k),fL’l, sy Ti—1, Tf — 17$i+17 s 7xk)7son5t
durch f(z1,...,2x) = f'(xs, 21 ..., Ti—1,Tit1, ..., x) dargestellt werden, wobei
/

g (zo,...,xz1),fallszy =0

f’(xl;---al’k) = {h/( /7 ’ )7
(f (ml —1,z9... ,xk),xl —1,29,... ,xk),SOHSt

g (x1,...,xk—1) = g(wo, ..., T T1, Tit1,. .., Tk)
h'(a:l, e 7~75k+1> = h(iL’l,xQ, ey Ly, X1 — 1,:62‘4_1, e ,xk)

Daher verwenden wir die Rekursion auch fiir andere Argumente (d.h. nicht nur fiir das erste).

Beispiel 11.1.2. Die Additionsfunktion add(x1,x2) = x1 + o ist primitiv rekursiv, da sie durch

To, falls ;1 =0

add(z1, v2) = { succ(add(zy — 1,22)), sonst

definiert werden kann. Beachte, dass wir hierbei fiir die Definition der primitiven Rekursion fiir g
und h die Funktionen g = 7 und h(z1, 2, x3) = suce(ms (21, v2, x3)) verwendet haben. Wir geben
im Folgenden die Funktionen g und h nicht immer explizit an.

Beispiel 11.1.3. Fiir die Addition z, + x2 haben wir x1-mal die Nachfolgerfunktion auf x> ange-
wendet. Fiir die Erstellung einer Multiplikationsfunktion x1 * xo kann man analog verfahren und
x1-mal x5 zu 0 addieren:

mult(z1, ) = 0, falls x1 = 0

DT add(mult(zy — 1,29), 2),  sonst
Die Differenz x1 — x» ist nicht primitiv rekursiv, da wir den undefinierten Fall ;1 < xo nicht
behandeln konnen. Allerdings ist die angepasste Differenz (die z; — zo = 0 setzt, falls 21 < z)
primitiv rekursiv:

Beispiel 11.1.4. Die Funktion sub : (N x N) — N sei definiert durch:

sub(a: z ) _ Z1, falls o =0
bl pred(sub(xi,xo — 1)) sonst
wobei
_ 0, falls x1 =0
pred(a:) = { z1 — 1, sonst
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11.1. Primitiv rekursive Funktionen

Beachte, dass wir fiir sub die Rekursion im zweiten Argument angewendet haben. Da pred primitiv
rekursiv ist, ist damit auch sub primitiv rekursiv.

11.1.3. Primitiv rekursive Funktionen zur Godelisierung von Tupeln natiirlicher
Zahlen

In diesem Abschnitt beschiftigen wir uns damit, wie wir Tupel von natiirlichen Zahlen
(x1,...,xz)) bijektiv in die natiirlichen Zahlen (d.h. jedem Tupel wird bijektiv eine natiirliche
Zahl zugeordnet) abbilden konnen. Das Ziel dabei ist es, primitiv rekursive Funktionen zu er-
stellen, die diese Abbildung und die Umkehrabbildung realisieren.

Im Rahmen des Abzahlschemas fiir Paare natiirlicher Zahlen haben wir bereits in Kapitel
Funktionen gesehen, die Paare natiirlicher Zahlen in die natiirlichen Zahlen abbilden.

Nun verwenden wir den Ansatz aus (Sch08) und verwenden die folgende Funktion, die Paare
aus (N x N) bijektiv in die natiirlichen Zahlen einbettetﬂ:

1
clz,y) = (x—l—g?/—l— >+x

Z.B. zeigt die folgende Tabelle die Werte von ¢(z, y) fir z,y € {0,...,5}:

ywe| O 1 2 3 4 5
0 0O 1 3 6 10 15
1 2 4 7 11 16 22
2 5 8 12 17 23 30
3 9 13 18 24 31 39
4 14 19 25 32 40 49
5 20 26 33 41 50 60
. . . e . 0 n+1 n
Die Funktion c ist primitiv rekursiv, da < 2) = 0und ( 5 ) = ( 2) +n.
Um ein beliebiges k& + 1-Tupel (xy,...,zx) in eine natiirliche Zahl injektiv abzubilden, kon-
nen wir die Funktion ¢ wiederholt anwenden. Wir definieren dies durch den Operator (-), der
definiert ist als: (xq,...,zx) = c(zo,c(z1,...,c(z,0)...)). Da die Komposition von primitiv

rekursiven Funktionen wieder primitiv rekursiv ist, ist auch (-) primitiv rekursiv.

Um aus einer mit (-) erzeugten natiirlichen Zahl wieder die urspriinglichen Zahlen des Tu-
pels zu gewinnen, geniigt es Funktionen left und right zu haben, die left(c(z,y)) = =
und right(c(x,y)) = y berechnen: Dann konnen wir Funktionen d; programmieren, sodass

di((zo,...,zK)) = x;:

dofx) = lefi(a)
di(xz) = left(right(x))
di(x) = left(right(right...right(z)...))

7 mal

2Zur Erinnerung: Der Binomialkoeffizient ,n iiber &“ fiir n, k € N ist definiert als (Z) = #Lk)‘ falls k£ < nund

n
(k) =0 falls £ > n.
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Es bleibt zu zeigen, dass die Funktionen left und right existieren und primitiv rekursiv sind.
Hierfiir benotigen wir auch primitiv rekursive Pradikate. Wir nennen ein Pridikat primi-
tiv rekursiv, wenn die ihm zugeordnete 0-1-wertige charakteristische Funktion primitiv re-
kursiv ist. Statt Pradikate direkt zu verwenden, benutzen wir im Folgenden direkt die 0-1-
wertige charakteristische Funktion, d.h. k-stellige Pradikate P, @ seien Funktionen der Form
P,Q:NF - {0,1}.

Der beschrinkte Maximum-Operator mazp : N¥ — N fiir ein k-stelliges Pradikat P : N¥ —
{0,1} sei definiert durch

max{z; <n | P(xy,x2,...,2%)}, wennesein( < z; <ngibt
mazp(n,ro,..., o) := mit P(xq,z2,...,2%) = 1.
0, sonst
D.h. der mazp(n,xs,...,z;)-Operator sucht nach einem maximalen Wert xz;, sodass
P(x1,...,xy) erfiillt ist und z; nicht grofSer als n ist.

Wenn P primitiv rekursiv ist, dann ist auch maz p primitiv rekursiv:

0, wennz; =0
mazp(xy, ..., o) = ] T1, wenn P(xy,...,z,) =1
mazp(x; — 1, z9,...,x), sonst

Aquivalent dazu ist die Definition:

0, wenn z; = 0
mazp(r1,...,2x) = { mazp(ry — 1,20, ..., 74)
+P(x1,...,x) % (r1 — mazp(x; — 1,29,...,2k)), sonst

Analog kann man einen beschrinkten Existenztest existsp : N¥ — {0, 1} programmieren, der
fiir ein gegebenes Pradikat P : N* — {0,1} und eine Zahl n priift, ob es ein x; mit 0 < x; < n
gibt, sodass P(z1,xa,...,z) erfillt ist:

P(0,x9,...,zk), wennx; =0
existsp(x1,...,x5) = < 1, wenn P(xy,...,z,) =1
existsp(x1 — 1, x9,...,x), sonst
bzw. dquivalent dazu ist:
0, wennz; =0
existsp(x1,...,2x) =  P(x1,...,7%) + ezistsp(zy — 1,...,71)
—P(x1,...,x) * existsp(x; — 1,...,x), sonst

Sei eqe(m, z,y) das Pradikat, dass testet, ob ¢(z, y) = m gilt. Das Pradikat eqc ist primitiv rekur-
siv: Berechne zunichst ¢(z, y) und anschliefSend vergleiche m mit dem erhaltenen Wert (durch
primitive Rekursion).

Nun konnen wir die Funktionen left und right definieren: Die Idee dabei ist, die folgende Im-
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11.1. Primitiv rekursive Funktionen

plementierung zu verwenden:

lefttn) = max{z <n|3Jy<n:c(z,y)=n}
right(n) = max{y <n|3Jzx <n:c(z,y) =n}

D.h. mit ,Durchprobieren® wird jeweils nach dem richtigem Wert fiir « bzw. y ,,gesucht®. Da die
Abbildung c¢(z, y) bijektiv ist, gibt es fiir festes n nur genau ein Wertepaar (z, y) sodass c¢(x,y) =
n gilt. AufSerdem gilt, dass x < ¢(x,y) und y < ¢(z,y). Daher geniigt es, die Werte bis n fiir =
und y zu testen.

Die Darstellung mit den zuvor definierten beschriankten Operatoren (und zusatzlichen Pradi-
katen Py, P>, Q1, Q2) ist:

left(n) = mazp (n,n)
Pi(z,n) = existsp,(n,z,n)
Poly,2im) = eqeln,z,y)
right(n) = Tmazg,(n,n)
Q1(y,n) = existsg,(n,y,n)
Qolz,ym) = eqeln,z,y)

Daher sind left und right primitiv rekursiv.

11.1.4. Aquivalenz von LOOP-berechenbaren und primitiv rekursiven Funktionen

Sei P ein LOOP-Programm und p eine Variablenbelegung, sodass (p, P) ——* (p/,¢). Sei-

LOOP

en xg,x1,...,r, alle vom Programm P verwendeten Variablen (auch solche, die nicht in
p vorkommen). Dann ist die von P berechnete Funktion vollstindig durch eine Funktion
gp({zo, ..., xn)) = (x, ..., x}) (wobei z = p/(x;)) beschrieben.

Wir zeigen zundéchst, dass gp primitiv rekursiv ist.

Lemma 11.1.5. Fiir jedes LOOP-Programm P ist die zugehorige Funktion gp primitiv rekursiv.

Beweis. Wir zeigen, dass fiir jedes Teilprogramm @ die zugehorige Funktion g¢ primitiv rekur-
siv ist und verwenden strukturelle Induktion.

* Basis: Falls @ eine Zuweisung z; = z; & c ist, dann muss fiir die zugehorige Funktion g¢
gelten: gg((mo,...,my)) = (mo,...,mi—1,mj = ¢,m;,...,my). Diese Berechnung kann
durch gg(z) = (do(2), ..., di—1(x),dj(x) + ¢,di+1(x), ... d,(z)) dargestellt werden und da
Komposition, Addition, angepasste Subtraktion, (-), und d; primitiv rekursiv sind, ist auch
g¢ primitiv rekursiv.

» () ist eine Sequenz Q1; Q2. Dann liefert uns die Induktionshypothese primitiv rekursive
Funktionen g, und g, und gg(z) = 9, (90, (z)) ist primitiv rekursiv, da die Komposition
primitiv rekursiver Funktionen wieder primitiv rekursiv ist.

» () ist von der Form LOOP x; DO P END. Dann liefert uns die Induktionshypothese ei-
ne primitiv rekursive Funktion gp und wir konstruieren g¢ so, dass gp dem Wert von z;
entsprechend oft angewendet wird:

go(x) = run(d;(x), )
(nx) — x, fallsn =0
= gp(run(n —1,z)) sonst
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11.  Primitiv und p-rekursive Funktionen

Die Funktion run ist primitiv rekursiv und damit ist ebenfalls g primitiv rekursiv. O
Satz 11.1.6. Jede LOOP-berechenbare Funktion ist primitiv rekursiv.

Beweis. Sei f : N¥ — N LOOP-berechenbar. Dann gibt es ein LOOP-Programm P, sodass fiir
p = A{x1 — ni,...,zx — ng} gilt (p, P) H}* (p',e) und p'(z9) = f(n1,...,n;) und es gilt
f(ni,...,nk) =do(gp((0,n1,...,n,0,...,0))).Da{-), dg und gp primitiv rekursiv sind, ist auch
f primitiv rekursiv. 0

Satz 11.1.7. Jede primitiv rekursive Funktion ist LOOP-berechenbar.

Beweis. Induktion iiber den Aufbau der primitiv rekursiven Funktion:

» Wenn f eine konstante Funktion, die Nachfolgerfunktion oder eine der Projektionsfunk-
tionen ist, dann ist diese auch LOOP-berechenbar (es ist leicht ein entsprechendes LOOP-
Programm anzugeben).

e Wenn f eine Komposition f(z1,...,2;) = h(g1(z1,...,2%), .., gn(z1,...,2)) ist, dann
liefert die Induktionshypothese LOOP-Programme P, und Py 1,. .., Py, die h, gi,...,0n
berechnen. Wir konnen das Programm fiir f nach dem Schema

Y= g1(T1, -, k)55 Yn = Gn(T1, -, k) 0 = h(Y1, -2, Yn)

konstruieren. Fiir das genauere Vorgehen werden die Programme P, 1, ..., Py, P, so ab-
gedndert, dass sie auf disjunkten Variablenmengen arbeiten und entsprechende Varia-
bleninhalte verdoppelt (wir lassen diese Details hier weg, {iberzeugen uns aber davon,
dass ein entsprechendes Programm erstellt werden kann).

 fistrekursiv, d.h.

g(xzo, ..., zK) wennz; =0
h(f(:nl —1,29,... ,wk),:rl —1,29,... ,:Ek) sonst

flxy,. ... xx) = {

wobei g : N*-1 — Nund h : N¥t! — N primitiv rekursiv sind. Dann erhalten wir durch
die Induktionshypothese LOOP-Programme P,, P, die g und h berechnet.

Damit erstellen wir das Programm fiir f nach dem Schema

y:=0;zo := g(x2,...,2;); LOOP 21 DOy := y + 1; 20 := h(xg,y, x2,...,xr) END

Die Satze(11.1.6/und|11.1.7|zeigen:

Theorem 11.1.8. Die primitiv rekursiven Funktionen sind genau die LOOP-berechenbaren Funk-
tionen.

11.2. u-Rekursive Funktionen

In diesem Abschnitt erweitern wir die Definition der rekursiven Funktionen um dem pu-
Operator, was zu den p-rekursiven Funktionen fiihrt. Wir argumentieren im Anschluss, dass
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11.2. p-Rekursive Funktionen

die p-rekursiven Funktionen mit den WHILE-berechenbaren Funktionen (und damit u.a. auch
mit den Turingberechenbaren und den GOTO-berechenbaren) Funktionen iibereinstimmen.

Der p-Operator ,sucht® nach einer kleinsten Nullstelle einer gegebenen Funktion 4. Wenn die-
se jedoch nicht existiert (entweder da i keine Nullstelle hat, oder da i undefiniert ist fiir Werte,
die kleiner als die Nullstelle sind), dann ist auch der p-Operator angewendet auf 4 undefiniert:

Definition 11.2.1 (u-Operator). Sei h : N¥t1 — N eine (partielle oder totale) Funktion. Dann ist
(puh) : N¥ — N definiert als

n falls h(n,x1,...,xx) = 0 und fiir alle m < n:
(ph)(x1,...,2K) = h(m,x1,...,xy) ist definiert und h(m, x1,...,x;) > 0.
undefiniert, sonst

Wie die folgende Definition festlegt, werden die p-rekursiven Funktionen genauso wie die pri-
mitiv rekursiven Funktionen konstruiert, wobei zusatzlich der p-Operator verwendet werden
darf:

Definition 11.2.2 (u-rekursive Funktion). Die Menge aller p-rekursiven Funktionen sei die
kleinste Menge, so dass gilt:

« Jede konstante Funktion f mit f(x1,...,xzx) = ¢ € Nist u-rekursiv.

» Die Projektionsfunktionen 7% mit «¥(x1, ..., xx) = x; sind p-rekursiv.

 Die Nachfolgerfunktion succ(x) = x + 1 ist u-rekursiv.

e Wenng : N™ — N, hy : N - N,... hy : N¥ = N p-rekursiv sind, dann ist auch f mit
flxy,..o xg) = g(hi(xr, ..oy 2k),s ooy (21, - . ., k) ) p-rekursiv.

e Wenn g : NF=' — Nund h : N¥*' — N p-rekursiv, dann ist auch f mit

| g(ma, ... y) wennx; =0
f(ﬁfl, o ’xk) - { h(f(l‘l —1,29,... ,(L'k),l'l —1,29,... ,l'k) sonst
p-rekursiv.
o Wenn h : N¥*t1 5 N py-rekursiv ist, dann ist auch f = uh p-rekursiv.

Satz 11.2.3. Jede WHILE-berechenbare Funktion ist u-rekursiv.

Beweis. Wir erweitern den Beweis von Satz|11.1.6, und betrachten nur den Fall einer WHILE-
Schleife (alle anderen Fille sind komplett analog zum Beweis von Satz|11.1.6).

» Falls P ein WHILE-Programm der Form WHILE z; # 0 DO @ END ist, dann liefert die
Induktionshypothese eine y-rekursive Funktion gg fiir Q. Wir definieren:

gp(e) = run(u(run)(z),)
runi(n,z) = di(run(n,z))

run(n,z) = {

Z, fallsn =0
go(run(n —1,z)) sonst

Die Funktion run(n, z) fihrt n-mal die zum Schleifenkorper zugehorige Funktion g¢ aus.
Mit p(run;)(x) wird berechnet, wie oft die Schleife minimal durchlaufen werden muss, bis

D. Sabel, Skript FSK & TIMI,SoSe 2022 133 Stand: 15. September 2022



11.  Primitiv und p-rekursive Funktionen

x; den Wert 0 hat. Divergiert die Schleife, so ist u(run;) undefiniert und dementsprechend
gp undefiniert.
O

Satz 11.2.4. Jede u-rekursive Funktion ist WHILE-berechenbar.

Beweis. Bis auf den p-Operator ist der Beweis analog zum Beweis von Satz|11.1.7| Wir betrach-
ten daher nur diesen neuen Fall.
» Sei f mit dem p-Operator definiert, d.h. f = uh fiir eine Funktion h. Dann liefert die
Induktionshypothese ein WHILE-Programm P, welches h berechnet. Wir konstruieren
P nach dem folgenden Schema:

o := 0;
y:=h(0,z1,...,2,);
WHILE y # 0 DO

xo:=x0+ L;y := h(xo,...,Ty)
END

Hierbei werden die Berechnungen fiir i (z, . . ., z,,) durch das Programm P, durchgefiihrt.
Die WHILE-Schleife berechnet den minimalen Wert, sodass h(xo, ..., z,) = 0 gilt. Wenn
dieser nicht existiert, so terminiert die Schleife nicht. Dies entspricht gerade der Berech-
nung von zh. O

Theorem[10.5.3|und Satze[11.2.3 und[11.2.4]zeigen:

Theorem 11.2.5. Die u-rekursiven Funktionen entsprechen genau den WHILE-berechenbaren
(und damit auch den GOTO- und Turingberechenbaren) Funktionen.

Stand: 15. September 2022 134 D. Sabel, Skript FSK & TIMI,SoSe 2022



12. x Schnell wachsende Funktionen: Die
Ackermannfunktion

In diesem Kapitel betrachten wir die von Wilhelm Ackermann in 1920er Jahren vorgeschlagene
sogenannte Ackermann-Funktion (Ack28), die extrem schnell wichst. Wir geben sie in einer
von Rézsa Péter (Pét35) vereinfachten Variante an. Wir zeigen schliefSlich in diesem Kapitel,
dass die Ackermannfunktion nicht LOOP-berechenbar (und damit auch nicht primitiv rekursiv)
ist, aber WHILE-berechenbar ist. Da die Ackermannfunktion total ist, zeigt dies, dass die Klas-
se der totalen p-rekursiven Funktionen echt grofier ist als die Klasse der primitiv rekursiven
Funktionen.

Die Ackermann-Funktion a : (N x N) — N sei definiert als

y+1, fallsz =0
a(z,y) = < a(r —1,1) fallsz #0undy =0
a(x —1,a(x,y — 1)) fallsz>0undy >0

Einige Werte von a(x, y) zeigen, wie schnell die Werte der Ackermannfunktion riesig grof$ wer-
den:

pfof1]2] 3 | 4
o123 13
123|513 65533
21347129 205536 _ 3
314|5] 9| 61 |a(3,20653%6 —3)
45]16[11]125| a(3,a(4,3))

Die Ackermannfunktion ist total, denn die Rekursion terminiert stets: Entfaltet man die dritte
Zeile jeweils fiir das zweite Argument, so erhilt man

a(z,y) = (a(z — L,a(x — 1,a(x — 1,...,a(x — 1,1)...))))
y+1—mal

Da a(x,y) fiir x = 0 terminiert und mit dem eben gezeigten alle rekursiven Aufrufe (nach ei-
nigen Schritten) das erste Argument echt verkleinern, folgt mit Induktion, dass a(z,y) stets
terminiert.

Intuitiv ist klar, dass man a(x, y) berechnen kann, und dies auch mit einer iiblichen modernen
Programmiersprache tun kann. Wir zeigen, dass « WHILE-berechenbar ist.

Satz 12.0.1. Die Ackermannfunktion a ist WHILE-berechenbar.

Beweis. Der Beweis erstellt ein WHILE-Programm, welches die rekursive Berechnung, durch
eine Berechnung mit einer WHILE-Schleife und einem Stack bewerkstelligt. Der Stack ist eine
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12. x Schnell wachsende Funktionen: Die Ackermannfunktion

Folge von Zahlen nq, ..., ng, 0, wobei n; ganz oben liegt und die 0 am Ende den Stackboden dar-
stellt. Wir stellen den Stack durch zwei Variablen dar: Die erste heif$t stacksize und speichert
die Stackgrofie, die zweite namens stack speichert den Stackinhalt indem wir die Kodierungs-
funktion (-) auf ihn anwenden. Wir geben zunachst an, wie wir verschiedene Stack-Operationen
als WHILE-Programm implementieren:

* push(z, stack) legt die Zahl x oben auf den Stack. Als WHILE-Programm erstellen wir
hierfir stack := ¢(x, stack); stacksize := stacksize + 1;.

e 1 := pop(stack) entfernt das oberste Element vom Stack und setzt x auf dessen Wert. Als
WHILE-Programm z := left(stack); stack = right(stack); stacksize := stacksize — 1;

» stacksize # 1 priift ob der Stack nicht nur 1 Element enthalt. Als WHILE-Programm kon-
nen wir eine solche Abfrage formulieren.

Das Programm zur Berechnung des Wertes von a(z, y) in der Variablen result hat dann folgende

Form:
stack := 0; stacksize := 0;

push(z, stack);

push(y, stack);

WHILE stacksize # 1 DO
y := pop(stack);
x := pop(stack);

IFz=0
THEN push(y + 1, stack);
ELSE
IFy=0

THEN push(z — 1, stack); push(1, stack)
ELSE push(xz — 1, stack); push(z, stack), push(y — 1, stack);
END
END
END
result := pop(stack);

Zur Begriindung der Korrektheit: In der WHILE-Schleife werden die aktuellen Werte von y und
x als oberste Elemente des Stacks gelesen. Je nachdem welcher Fall der Ackermannfunktion
zutrifft wird fortgefahren: Wenn = = 0, dann wird y + 1 als Ergebnis auf den Stack gelegt. Wenn
dies der letzte Aufruf von a(z’, y’) war, enthalt der Stack nur dieses Ergebnis und die WHILE-
Schleife ist danach beendet. Anderenfalls steht das Ergebnis einer rekursiven Berechnung da-
durch auf dem Stack zur Verfiigung. Im Fall y = 0 werden neue Werte fiir x und y (d.h. z — 1 und
1) auf den Stack gelegt und der nédchste Schleifendurchlauf startet damit die Berechnung von
a(z —1,1). Im allgemeinen Fall wird y — 1, z, « — 1 auf den Stack gelegt: Der ndchste Schleifen-
durchlauf startet damit die Berechnung von a(z, y—1) und deren Ergebnis m liegt anschliefsend
auf dem Stack. Dadurch startet im Anschluss die Berechnung von a(m,x — 1). O

Wir zeigen nun, dass die Ackermannfunktion nicht LOOP-berechenbar ist. Zundchst beweisen
wir einige Eigenschaften:

Lemma 12.0.2. Die folgenden Monotonie-Eigenschaften gelten fiir die Ackermannfunktion a:

1. y<a(z,vy)
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a(z,y) < alz,y+1)

Falls y < o/, dann gilt a(z,y) < a(z,y’)

a(z,y+1) <a(z+1,y)

a(z,y) < alx + 1,y)

Falls x < 2’ und y < 3/, dann gilt auch a(z,y) < a(2’, /)

S Lk b

Beweis. 1. Wirverwenden Induktion iiber das geordnete Paar (z, y) und die lexikographische
Ordnung fiir Paare. Falls z = (0,0), dannist 0 < 0+1 = a(0, 0). Fur den Induktionsschritt
sei (z,y) > (0,0). Die Induktionshypothese ist, dass v’ < a(z’,y’) fiir alle (2/,¢') < (z,y).
Falls y = 0, dann gilt a(z,0) = a(z — 1, 1) und mit der Induktionshypothese ist 1 < a(x —
1,1). Daher gilt 0 < 1 < a(z,y). Falls y > 0, dann gilt a(z,y) = a(z — 1,a(z,y — 1)) und
mit der Induktionshypothese angewendet fiir das Paar (z — 1,a(z,y — 1)) folgt a(z,y —
1) < a(x — 1,a(x,y — 1)) und mit nochmaligen Anwenden fiir das Paar (z,y — 1) folgt
y—1<a(z,y—1)und somity — 1 < a(x,y — 1) < a(z — 1,a(z,y — 1)), was aquivalent zu
y<a(z,y—1) <alx—1,a(zx,y — 1)), ist. Damit folgt y < a(x — 1,a(z,y — 1)) = a(z,y).

2. Wenn z = 0 ist, dann gilt a(0,y) = y+1 < y+ 2 = a(0,y + 1). Firz > 0 gilt a(z,y +
1) = a(z — 1, a(z, y)) aus der Definition der Ackermannfunktion. Mit Punkt[1|folgt daraus
a(z,y) < alz,y+1).

3. Dieser Teil folgt fast direkt aus Punkt[2] Verwende Induktion iiber ' —y: Wenn ¢/ —y = 0,
dann gilt y = ¢’ und die Behauptung gilt. Falls 3/ — y > 0, dann betrachte 3y’ = ' — 1. Die
Induktionshypothese zeigt a(z,y) < a(z,y”), day’ > y gelten muss (und damit y” < y).
Punktzeig‘( a(z,y") < a(z,y'), woraus a(z,y) < a(x,y’) folgt.

4. Wir verwenden Induktion tiber y. Wenn y = 0, dann gilt a(z+1,0) = a(z, 1) per Definition
von a. Fiir y > 0 liefert die Induktionsannahme a(z,y) < a(z + 1,y — 1). Aus Punkt/[l]
folgt y < a(z,y) und damit auch y + 1 < a(z,y) < a(z + 1,y — 1). Aus Punkt 2] folgt
a(z+1,y—1) < a(z +1,y) und damit y + 1 < a(x + 1, y). Schlieflich folgt mit Punkt[3]
und der Definition von a: a(z,y + 1) < a(z,a(x + 1,y)) = a(z + 1, y)

5. Esgilt a(z,y) < a(z,y + 1) mit Punkt[2Jund a(z,y + 1) < a(z + 1, y) mit Punkt[4} Daher
folgt a(x,y) < a(z + 1,y).

6. Analog zu Punkt 3 kénnen wir aus Punkt|[5|folgern, dass aus « < 2’ auch a(z, y) < a(z’,y)
folgt. Schlieflich folgt mit Punkt[3aus y < 3’ auch a(2’,y) < a(2’,y'). O

Lemma 12.0.3. Die beiden folgenden Eigenschaften gelten fiir die Ackermannfunktion:
L a(l,y) =y+2
2. a(2,y) =2y+3

Beweis. 1. Induktion tiber y. Die Basis gilt, denn a(1,0) =
Induktionsschritt sei y > 0. Dann gilt a(1, y) = a(0,a(1,y —
(y—1)+2=y+2

2. Induktion tiber y. Fiir die Basis gilt a(2,0) = a(1,1) = a(0,a(1,0)) = 1 4+ a(1,0) = 1 +
a(0,1) = 1+2 = 3. Fiir den Induktionsschritt seiy > 0. Es gilt a(2,y) = a(1,a(2,y — 1)) =
(a(2,y — 1)) + 2 mit der Definition von a und mit Punkt [I] Mit der Induktionshypothese
folgta(2,y — 1)) +2=2(y—1)+3+2=2y+ 3. O

1) = 1+ 1 = 2. Fir den
=1+ a(l *1) =rg 1+
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12. x Schnell wachsende Funktionen: Die Ackermannfunktion

Sei P ein LOOP-Programm und seien xy, ..., x; die im Programm vorkommenden Variablen.
Wir ordnen P die folgende Funktion zu

k k
fp(n) = max {Z i) | > p:) <n,(p, P) —* (¢, E)}
=0

' LOOP
=0

D.h. wir bestimmen die maximale Zahl, die als Summe aller Endbelegungen p’ der Variablen
xo,. ..,z zustande kommt, iiber alle initialen Variablenbelegung p, die in der Summe der Werte
p(xo), ..., p(xr) den Wert n nicht tiberschreiten.

Satz 12.0.4. Fiir jedes LOOP-Programm P gibt es eine Konstante k, so dass fp(n) < a(k,n) fiir
allen € N.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch strukturelle Induktion {iber das LOOP-Programm.

» Wenn das Programm eine Zuweisung der Form z; := z; + cist und ¢ > 1, dann transfor-
miere das Programm in die Sequenz z; := z; + l;2; :=z; + 1;.. . 2; == ; + 1.

c—1 mal

Anschliefend konnen wir fiir alle Zuweisungen der Form z; := z; + c annehmen, dass sie
von der Form z; := z; + ¢ mit ¢ € Z und ¢ < 1 sind. Dann gilt fiir solche Zuweisungen
fp(n) < 2n+1, daim maximalen Fall p(z;) = 0 fiir k # j, p(z;) = nund ¢ = 1 und damit
pl(x;) =n+1,p(x;) = nund p'(x) = 0 fiir k # j und k # ¢ gilt. Mit Lemma([12.0.3]folgt
fr(n) <2n+1 < 2n+ 3 = a(2,n). D.h. die Aussage gilt mit k& = 2.

« Wenn P = P;; P, dann liefert die Induktionsannahme fp, (n) < a(ki,n) und fp,(n) <
a(ko,n) fiir irgendwelche Konstanten k1, k». Es gilt

fe(n) = fp,(fr(n))
< a(ke,a(ki,m))

< a(max{ky, ko}, a(max{ki, ka},n) (mit Lemma([12.0.2] Punkt 6}
< a(max{ki, ko},a(max{ki, k2} + 1,n+1) (mit Lemma[i2.0.2] Punkt[6)
= a(max{ki, k2} +1,n+ 1) (Definition von a)

< a(max{ky, ko} +2,n) (mit Lemma([12.0.2] Punkt[4)

Daher gilt die Behauptung fiir £ = max{ky, k2} + 2.

 Falls P eine LOOP-Schleife LOOP z; DO @ END ist und z; in Q vorkommt, dann ersetze
LOOP z; DO @ END durch z} := z;; LOOP z; DO @ END; 2} := 0, wobei z/, eine neue
Variable ist. Das d@ndert fp(n) nicht. Nehme daher an, dass z; nicht in ) vorkommt. Dann
gibt es kg mit fo(n) < a(kg,n).Da fp(n) eine Maximumberechnung ist, sei p so gewahlt,
dass fp(n) maximal ist. Wenn p(z;) = 0, dann ist fp(n) = n < a(0,n). Wenn p(z;) = 1,
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dannist fp(n) = fo(n) < a(kg,n) Sei p(x;) > 2. Da z; nicht in @ vorkommt, gilt:

fr(n) = fo(...(fo(n —p(xs))...) + p(a;) (da z; nicht vorkommt, kann
(o) mal fo darauf nicht wirken)
<a(ky,...,alki,n— p(x;))...) (p(z;)-mal gilt < (fir jede

Anwendung von f). Daher
< und p(z;) fallt weg)
<a(ky,...,a(k1,a(ks +1,n —p(x;))...)) (mit Lemma[12.0.2} Punkt[5)
——

p(z;)—1 mal
=a(k1 + 1,n— p(x;) + p(x;) — 1) (Definition von a)
=a(ki+1,n—-1)
<a(ky +1,n) (mit Lemma|[12.0.2], Punkt 2)

O

Theorem 12.0.5. Die Ackermannfunktion ist nicht LOOP-berechenbar (und damit auch nicht pri-
mitiv rekursiv).

Beweis. Nimm an a ist LOOP-berechenbar. Dann ist auch f(z) = a(x,2) LOOP-berechenbar
und es gibt ein LOOP-Programm P, das f(z) berechnet. Dann gilt f(z) < fp(z) (da p'(z¢) =
f(x) nach Ausfiihrung von P gelten muss). Mit Satz gibt es eine Konstante k, sodass
fp(n) < a(k,n). Wenn P nun mit p = {z; — k} gestartet wird, dann gilt f(k) < fp(k) <
a(k,k) = f(k).Da f(k) < f(k) ein Widerspruch ist, war unsere Annahme falsch und « ist nicht
LOOP-berechenbar. O

Theorem 12.0.6. Es gibt totale WHILE-berechenbare (bzw. GOTO-berechenbare, Turingbere-
chenbare, ji-rekursive) Funktionen, die nicht LOOP-berechenbar (bzw. primitiv rekursiv) sind.
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13. Unentscheidbarkeit

In diesem Kapitel definieren wir basierend auf dem Begriff der Berechenbarkeit die Entscheid-
barkeit von Problemen und betrachten im Anschluss das Halteproblem fiir Turingmaschinen
(und Varianten davon) und zeigen, dass dieses Problem nicht entscheidbar ist. Danach erlau-
tern wir die Technik, ein Problem auf ein anderes zu reduzieren und zeigen damit die Unent-
scheidbarkeit von weiteren Problemen.

Definition 13.0.1. Eine Sprache L C ¥* heifSt entscheidbar, wenn die charakteristische Funktion
von L, xr, : ¥* — {0, 1} mit

1, fallsw e L
X“m:{m falls w & L

berechenbar ist.
Eine Sprache heifSt semi-entscheidbar falls x; : ¥* — {0, 1} mit

{1 falls w e L
XN = undefiniert, falls w ¢ L

berechenbar ist.

Fiir Mengen L C N lasst sich obige Definition sinngemafs anwenden.

Algorithmisch gesehen muss fiir den Fall der Entscheidbarkeit ein immer anhaltender Algo-
rithmus formuliert werden, wahrend im Falle der Semi-Entscheidbarkeit ein Algorithmus aus-
reicht, der nur im Erfolgsfall (w € L) anhélt und ansonsten unendlich lange lauft.

Satz 13.0.2. Ein Sprache L ist genau dann entscheidbar, wenn L und L jeweils semi-entscheidbar
sind.

Beweis. Aus einer Turingmaschine, die y; berechnet, konnen leicht TMs konstruiert werden,
die x, und x’- berechnen. Umgekehrt kann aus zwei TMs M, und Mz, die x; und x’- berechnen,
eine TM konstruiert werden, die sich wie folgt verhilt und damit x; berechnet:

Starte mit ¢ = 1.

Simuliere ¢-Schritte von Mj,.

Wenn diese akzeptiert, dann akzeptiere mit Ausgabe 1.
Ansonsten simuliere i-Schritte von M.

Wenn diese akzeptiert, dann akzeptiere mit Ausgabe 0.
Ansonsten erhohe ¢ um 1 und starte von neuem.

Korollar 13.0.3. Wenn L entscheidbar ist, dann ist auch L entscheidbar.
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Definition 13.0.4. Eine Sprache L. C X* heifSt rekursiv aufzdhlbar, falls L = () oder falls es eine
totale berechenbare Funktion f : N — ¥* gibt, sodass L = | J;c f(i). Man sagt dann ,, f zdhlt L
auf .

Lemma 13.0.5. Die Sprache X* ist rekursiv-aufzdhlbar.

Beweis. Sei |X| = b. Sei n € N. Interpretiere ein Wort w € ¥* als b + 1-adre Zahl. Konstruiere
eine TM, die auf einem Band, die Eingabe n in Bindrdarstellung erhilt und auf dem anderen
Band die b + 1-dre Zahl 0. AnschliefSend zdhlt die TM, die Bindrzahl herunter und erhoht bei
jedem Herunterzahlen die b + 1-dre Zahl um 1. Wenn der Bindrzahler auf 0 ist, dann enthalt
das andere Band das Wort f(n). O

Satz 13.0.6. Eine Sprache ist genau dann rekursiv aufzdhlbar, wenn sie semi-entscheidbar ist.

Beweis. Sei die Sprache L rekursiv aufzdahlbar und f die totale und berechenbare Funktion, die
L aufzihlt. Der Algorithmus
Fir:=0,1,2,3,... tue
wenn f(i) = w dann
stoppe und gebe 1 aus

berechnet x/; (w).

Sei nun L eine semi-entscheidbare Sprache und M eine TM, die x/; berechnet. Wenn L = (),
dann ist L rekursiv-aufzahlbar.

Anderenfalls sei © € L ein Wort. Wir miissen zeigen, dass es eine totale und berechenbare
Funktion f gibt, die L aufzahlt. Wir konstruieren eine TM M’. Sei n eine Eingabe. Wir inter-
pretieren, diese als ¢(x, y) und berechnen mit left(n) und right(n) die Komponenten z und y.
AnschliefSend priifen wir, ob TM M bei Eingabe ¢(z) nach y Schritten akzeptiert (M’ simuliert
y Schritte von M). Hierbei ist g(x) das zu x zugehorige Wort aus X* (dieses wird zuvor von M’
berechnet, siehe Lemma|[13.0.5). Ist dies der Fall, so akzeptiert die TM M’ mit Ausgabe g(z).
Anderenfalls akzeptiert die TM M’ mit Ausgabe w.

Die TM M’ hilt daher fiir jede Eingabe und berechnet eine totale Funktion f:

fn) = w e L, fallsw = g(left(n)) und M akzeptiert w in right(n) Schritten
| vw€ L, sonst

Fiirjedes w € L gibt es eine Zahl x, sodass w = g(z), und eine Zahl y, sodass M nach y Schritten
bei Eingabe w anhilt und dieses Wort akzeptiert. Dann zdhlt A/’ das Wort w bei Eingabe ¢(z, y)
auf. Daher ist L aufzdhlbar. O

Insgesamt zeigen unsere bisherigen Definitionen und Resultate, dass die folgenden Aussagen
dquivalent sind:

e Listvom Typ 0.

» [ ist semi-entscheidbar.

[ ist rekursiv-aufzihlbar.

« Es gibt eine Turingmaschine M, die L akzeptiert (d.h. L(M) = L).
o x/ ist Turing-, WHILE-, GOTO-berechenbar.
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13. Unentscheidbarkeit

» Es gibt berechenbare Funktionen, die L als Wertebereich (ndmlich die L aufzahlende
Funktion) bzw. als Definitionsbereich (ndmlich x/ ) haben.

Beachte, dass die rekursive Aufzidhlbarkeit im Allgemeinen nicht dasselbe ist wie Abzahlbar-
keit (siehe auch Abschnitt [2.4): Eine Sprache L ist abzdhlbar, wenn es eine totale Funktion
[+ N — L gibt, sodass | J;. f(i) = L. Der wesentliche Unterschied ist, dass Abzédhlbarkeit
nicht die Berechenbarkeit von f fordert. Daher sind die Begriffe Abzdhlbarkeit und rekursive
Aufzihlbarkeit verschieden.

13.1. Godelisierung von Turingmaschinen

Wir erldutern, wie Turingmaschinenbeschreibungen als Zahlen in Binardarstellung, d.h. als
Worte iiber dem Alphabet {0, 1} dargestellt werden konnen. Wir wollen dies bewerkstelligen,
um im Anschluss daran, diese Beschreibungen als Eingaben anderer Turingmaschinen zu ver-
wenden.

Sei (Z,%,T,9, 29,0, E) eine deterministische Turingmaschine mit ¥ = {0, 1}. Wir nehmen an,
dass I" und Z durchnummeriert sind:

b F:{ao,...,ak}
o Z={z20,---y%2n}
und dass (0.B.d.A) ap = 0, a; = #, ag = 0, a3 = 1, zo der Startzustand ist und £ = {z,} gilt.

Jeder Regel §(zp, a;) = (24, a;, D) ordnen wir das Wort

Wp,iq.4,0 = #7bin(p)#bin(i)7# bin(q)# bin(j)# bin(Dnm)

mit

0, fallsD=1L
1, fallsD =R
2, fallsD=N

iiber dem Alphabet {0, 1, #} zu.

Alle zu 6-zugehorigen Worte, werden (in irgendeiner Reihenfolge) hintereinander geschrieben.
Wir bezeichnen dieses Wort als ws.

Schlieflich kodieren wir das Alphabet {0, 1, #} durch {0 — 00,1 — 01, # — 11}. Wir bezeich-
nen die so kodierte Turingmaschine M als Wort wj,.

Nicht jedes Wort iiber dem Alphabet {0, 1} entspricht der Kodierung einer Turingmaschine. Sei
M eine beliebige aber feste Turingmaschine. Dann konnen wir fiir jedes Wort w € {0,1}* die
zugehorige Turingmaschine M, festlegen als

M, wennw = wyy
M, =< =~
M, sonst
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13.2. Das Halteproblem

13.2. Das Halteproblem

13.2.1. Unentscheidbarkeit des speziellen Halteproblems

Definition 13.2.1 (Spezielles Halteproblem). Das spezielle Halteproblem ist die Sprache

K :={w € {0,1}* | M,, hdilt fiir Eingabe w}

Satz 13.2.2. Das spezielle Halteproblem ist nicht entscheidbar (und damit unentscheidbar).

Beweis. Nimm an, K ist entscheidbar. Dann ist y i berechenbar. D.h. es gibt eine TM M, die

Xk berechnet.

Wir konstruieren eine TM M, die zunédchst A ablaufen ldsst und anschliefSend:
» Wenn M mit 0 auf dem Band endet, dann hélt A/’ an und akzeptiert.
e Wenn M mit 1 auf dem Band endet, dann lauft M’ in eine Endlosschleife.

[lustriert durch das folgende Bild:

ja

l_ ,Band 1 = 07°

stop

start

l

M

!

nem

Betrachte nun M’ auf der Eingabe w,: Es gilt

g.d.w.
g.d.w.
g.d.w.
g.d.w.

Das ergibt

M’ halt fir Eingabe w);, <= M’ hélt nicht fiir Eingabe w

M’ hilt fiir Eingabe wy;
M angesetzt auf w,, gibt 0 aus

XK(wM/) = 0
wpr! ¢K

M’ hilt nicht fiir Eingabe w;

Endlosschleife

!

U

und stellt daher einen Widerspruch dar. D.h. unsere Annahme war falsch, K ist nicht entscheid-

bar.

O]

Der obige Beweis benutzt implizit ein Diagonalisierungsargument, dass wir genauer erlautern:

Betrachte die folgende Tabelle:

D. Sabel, Skript FSK & TIMI,SoSe 2022

w1 w9 w3 W4
My, | ja nein ja
My, | nein nein ja
My, | ja mnein ja
My,
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13. Unentscheidbarkeit

Als Spalteniiberschriften enthilt sie alle Worte iiber {0,1} (indem sie aufgezdhlt werden)
und als Zeilenbeschriftungen alle Turingmaschinen M,,,, M,,,, ... die sich aus der Beschrei-
bung von w; ergeben. Nehme an, die Tabelleneintrdge in Zeile ; und Spalte j sind ja,
wenn M, bei Eingabe w; akzeptiert und hélt und nein anderenfalls. Sei Lp die Sprache
Lp = {w; | M,, hdlt nicht fir Eingabe w;}. Sei wp die Beschreibung einer Turingmaschine,
die Lp entscheidet und M,,,, die Turingmaschine dazu. Dann verhalt sich die M,,,, genau ge-
gensatzlich zur Diagonalen der obigen Tabelle. Irgendwann jedoch wird in der Tabelle auch das
Wort wp selbst aufgezahlt, und der Eintrag in der Spalte fiir wp und der Zeile fir M,,,, ware das
Gegenteil zum selben Eintrag:

w1 w9 w3 wyqg ... WP
My, | ja nein ja
My, | nein nein  ja
My, | ja nein ja
My,
My, | nein  ja nein ... ... ?

Daher entsteht der Widerspruch und es ergibt sich, dass die Beschreibung wp nicht existieren
kann. Die Sprache Lp ist daher nicht entscheidbar (und auch nicht semi-entscheidbar).

13.2.2. Reduktionen

Wir fiihren ein ,Hilfsmittel“ ein, um Unentscheidbarkeit von Sprachen L nachzuweisen. Hier-
bei wird eine bereits als unentscheidbar bekannte Sprache L, verwendet und gezeigt: Wenn die
neu zu betrachtende Sprache L entscheidbar wire, dann wire auch L, entscheidbar. Da L, aber
bereits als unentscheidbar bekannt ist, kann auch L nicht entscheidbar sein.

Definition 13.2.3 (Reduktion (einer Sprache auf eine andere)). Sei L; C ¥j und Ly C X3
Sprachen. Dann sagen wir L, ist auf Ly reduzierbar (geschrieben L, < L), falls es eine totale und
berechenbare Funktion f : ¥ — X3 gibt, sodass fiir alle w € X5 gilt: w € L; <= f(w) € Lo.

Satz 13.2.4. Wenn L, < L und L+ entscheidbar (bzw. semi-entscheidbar) ist, dann ist auch L,
entscheidbar (bzw. semi-entscheidbar).

Beweis. Wir betrachten nur den Fall der Entscheidbarkeit. Der Beweis fiir die Semi-
Entscheidbarkeit ist analog. Sei f die L; < L, bezeugende (und berechenbare) Funktion. Da

Lo entscheidbar ist, ist yr, berechenbar. Damit ist auch yr,(w) := xr,(f(w)) berechenbar.
Offensichtlich gilt

L L
R Sl S I Al SR )
Mit Kontraposition folgt aus Satz[13.2.4]
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Lemma 13.2.5. Sei L; < Ly und L ist unentscheidbar. Dann ist auch Lo unentscheidbar.

Wir verwenden meistens die Variante in Lemma|(13.2.5, um Unentscheidbarkeit von Problemen
zu zeigen. Das Vorgehen dabei ist:

» [ sei eine bekannt unentscheidbare Sprache

» Reduziere L; auf L, durch Angabe einer berechenbaren Funktion f mit w € L; <=
f(w) € Lo.
» Damit folgt, dass L, unentscheidbar ist.

13.2.3. Unentscheidbarkeit des Halteproblems

Definition 13.2.6 ((Allgemeines) Halteproblem). Das (allgemeine) Halteproblem ist definiert
als H := {w#ax | TM M,, hdlt fiir Eingabe x}

Satz 13.2.7. Das allgemeine Halteproblem ist unentscheidbar.

Beweis. Wir reduzieren das spezielle Halteproblem auf das allgemeine Halteproblem, und zei-
gen daher K < H. Sei f(w) = w#w. Dann gilt

we K
g.dw. M, hilt fiir Eingabe w
gdw. w#weH
gdw. f(w)eH

Offensichtlich kann f durch eine TM berechnet werden und ist daher berechenbar. O

13.2.4. Halteproblem bei leerer Eingabe
Definition 13.2.8. Das Halteproblem auf leerem Band ist die Sprache

Hy = {w | M,, hdlt fiir die leere Eingabe}.
Satz 13.2.9. Das Halteproblem auf leerem Band ist unentscheidbar.

Beweis. Wir reduzieren das Halteproblem auf das Halteproblem auf leerem Band und zeigen
daher H < Hy. Sei f(wy#r) = wu,,, Wobei My, die Turingmaschine ist, die sich wie M
verhilt aber vorher x auf das Eingabeband schreibt. Dann gilt

wyH#r € H
g.dw. M, hilt fiir Eingabe z
g.dw. My, halt fir die leere Eingabe
gdw Wy, € Hy
gdw f(wM#l‘) € Hy

Die Funktion f kann durch eine TM berechnet werden und ist daher berechenbar. O
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13. Unentscheidbarkeit

13.3. Der Satz von Rice

Der folgende Satz (von Henry Gordon Rice im Jahr 1953 veroffentlicht, (Ric53)) zeigt, dass quasi
jede interessante Eigenschaft von Turingmaschinen algorithmisch nicht entscheidbar ist. Z.B.
zeigt der Satz, dass die Sprache L = {w | M,, berechnet eine konstante Funktion} nicht ent-
scheidbar ist.

Satz 13.3.1 (Satz von Rice). Sei R die Klasse aller Turingberechenbaren Funktionen. Sei S eine
beliebige Teilmenge, sodass ) C S C R. Dann ist die Sprache

C(S) = {w | die von M,, berechnete Funktion liegt in S}

unentscheidbar.

Beweis. Sei Q) die iiberall undefinierte Funktion. Offensichtlich gilt 2 € R. Nehme an, dass
O ¢ Sgilt. Da () C S, gibt es eine Funktion ¢ € S, die von einer Turingmaschine ) berechnet
wird.

Sei M* eine Turingmaschine, die bei Eingabe y und einer weiteren Turingmaschine M das fol-
gende macht:

1. Simuliere M auf leerer Eingabe.
2. Wenn M anhilt, dann simuliere ) mit Eingabe y.

Sei f die Funktion, die aus einer Beschreibung w fiir TM M,,, die Beschreibung der TM M
erstellt.

M, hilt auf leerer Eingabe

M berechnet ¢

die von M berechnete Funktion liegt S

f(w) € C(S)

M,, hilt nicht auf leerer Eingabe

M berechnet

die von M berechnete Funktion liegt nichtin S

f(w) & C(S)

Damit haben wir gezeigt: w € Hy <= f(w) € C(S) und somit Hy < C(S) und da H
unentscheidbar ist, ist damit auch C'(S) unentscheidbar.

Dann gilt: w € Hy

und ebenso: w ¢ H)

IR

Wenn ) € S gilt, dann zeige mit obigem Beweis, dass Hy < C(R \ S). Dann folgt aus der

Unentscheidbarkeit von C(R \ §) auch die Unentscheidbarkeit von C(R \ S) = C(S) (dies ist
eine Konsequenz aus Korollar|13.0.3). O

13.4. Das Postsche Korrespondenzproblem

Wir betrachten in diesem Abschnitt ein weiteres unentscheidbares Problem, welches haufig
verwendet wird, um dieses auf andere Probleme zu reduzieren, um deren Unentscheidbarkeit
nachzuweisen. Das Problem ist das Postsche Korrespondenzproblem (PCP, Post Correspon-
dence Problem) welches von Emil Post im Jahr 1946 vorgeschlagen wurde (Pos46).
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Definition 13.4.1 (Postsches Korrespondenzproblem). Gegeben sei ein Alphabet ¥ und eine Fol-
ge von Wortpaaren K = ((z1,%1),-- -, (zk,yx)) mit z;,y; € X1. Das Postsche Korrespondenz-
problem (PCP) ist die Frage, ob es fiir die gegebene Folge K eine Folge von Indizes iy, . .. ,1i,, mit
i; € {1,...,k} gibt, sodass x;, - - - x;,, = yi, - - - Yi,, &ilt.

Das PCP kann als Spiel aufgefasst werden, wobei die einzelnen Spielsteinarten durch die Wort-

T

paare dargestellt sind, d.h. die Spielsteine haben die Form [ } . Gesucht ist eine Aneinander-

Yi

reihung der Spielsteine, sodass oben wie unten dasselbe Wort abgelesen werden kann. Dabei
diirfen beliebig (aber endlich) viele Spielsteine verwendet werden.

aba aa bb
a baa ab baa = abaaabbaa
aba aa bb aa = abaaabbaa

Fiir die Instanz K = ([ bag; ] , [ bIZLaa ] , [ ;;a } , [ bza ]) ist das Finden einer Losung nicht mehr

so einfach. Die kiirzeste Losung benotigt bereits 66 Paare undist 2,1, 3,1, 1,2,4,2,1,53, 1,3, 1, 1,
3’ 1} 1’ ZJ 4’ 1} 1) 2} 4) 3) 1) 4} 4) 3} 1) 1) 1) 2’ 4) 2’ 4) 4} 4) 3) 1} 3) 1} 4’ 2) 4’ 1} 1’ ZJ 4’ 1} 4’ 4} 3’ 1} 4)
4,34, 4,3, 4,2, 4,1,4,4, 3.

Beispiel 13.4.2. Sei K = ([ “ } , [ baa } , [ ab ]). Dannist I = 1,2, 3,2 eine Losung, da

Wir zeigen die Unentscheidbarkeit des PCP durch zwei Reduktionen: Wir zeigen sowohl H <
MPCP als auch MPCP < PCP. Dabei ist MPCP das modifizierte PCP, welches nur Losungen er-
laubt, die mit dem Spielstein der ersten Bauart beginnen.

13.4.1. MPCP < PCP

Definition 13.4.3 (Modifiziertes Postsches Korrespondenzproblem). Gegeben sei ein Alphabet
Y. und eine Folge von Wortpaaren K = ((x1,y1), ..., (g, yx)) mit z;,y; € . Das Modifizierte
Postsche Korrespondenzproblem (MPCP) ist die Frage, ob es fiir die gegebene Folge K eine Folge
von Indizes 1,ia, ..., i, miti; € {1,...,k} gibt, sodass z;, - - - x;,, = vy, - - - Yi,, 8ilt.

Lemma 13.4.4. MPCP < PCP

Beweis. Wir miissen eine Funktion f angeben, sodass jede Instanz K des MPCP-Problems eine
Losung hat genau dann wenn Instanz f(K) eine Losung fiir das PCP hat.

Sei K = ((z1,v1),- - -, (x, yx)) eine MPCP-Instanz tiber Alphabet ¥ und seien $ und # Symbole,
die nicht in ¥ vorkommen. Fir w = a; - - - a,, € ¥ definieren wir:

= Far#ax# - - FHanF#H
a1#fas# - - - FanF#
= Frar#axdt - F#ay

SchliefSlich sei f(K) = ((Z1,91), (¥1,91); - - - (7%, k), (8, #9)) = (@1, 1), - -+, (T2 Viin))-
Wenn 1,4,...,%, eine Losung flir das MPCP ist, dann sind die oberen und die un-
teren Worte der Spielsteinfolge (Z1,v1)(i,,4iy) - - -, (24, i, ) (3, #$) ebenfalls gleich. D.h.

g & g
Il
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1,994+ 1,...,im +1,..., k+ 2ist eine Losung fiir die PCP-Instanz f(K ). Umgekehrt gilt: Wenn

f(K) eine Losung (i1, ..., 4,) hat, dann muss i; = 1 gelten, da sonst schon beim ersten Spiel-
/

stein { xfl die beiden Worte unterschiedlich anfangen. Ebenso muss i,,, = k + 2 gelten und
i1

alle Steine zwischendrin (i; mit 2 < j < m) missen von der Form (2%,,,) sein. Damit ist

klar, dass aus der Losung fiir f(K) auch eine MPCP-Losung fiir K konstruiert werden kann:

11,02 — 1, ... 0m_1 — 1. OJ

13.4.2. H < MPCP
Lemma 13.4.5. H < MPCP.

Beweis. Sei m#w ein Wort bestehend aus einer Turingmaschinenbeschreibung m und einer
Eingabe w. Wir miissen daraus eine Instanz fiir MPCP erstellen, so dass diese genau dann ei-
ne Losung hat, wenn Turingmaschine M, auf Eingabe w anhélt. Der Beweis konstruiert ein
MPCP, dass nur dann eine Losung hat, wenn es einen akzeptierenden Lauf der Turingmaschi-
ne M, gibt. Sei M,, = (Z,%,T,4, z9,[J, E). Das Alphabet fiir das MPCP sei I' U Z U {#}. Das

erste Wortpaar ist [ 1 ] = [ # ] Losungsfolgen miissen daher mit diesem Wortpaar

(0 H#zowH
beginnen. Die weiteren Paare [ 22 } e [ ik } konnen durch vier Gruppen von Paaren be-
2 k
schrieben werden:
Kopierregeln:
. [ Z ] firallea e T U {#}
Transitionsregeln:
L | za o
| e ] falls §(z,a) = (2/,¢, N)
[ za
| ] falls §(z,a) = (', ¢, R)
. | b= ] falls 6(z,a) = (+',c, L) fiiralle b € T
| Z'be
R [ #za — (]
| 420 ] falls §(z,a) = (#/,¢, L)
.| _ (v
| et } falls §(z,0) = (2/, ¢, N)
R [ 2# — (]
e } falls 6(z,0) = (¢, ¢, R)
L | be# L .
| b ] falls 6(z,0) = (¢/,¢, L) firalleb € T
Loschregeln:
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. [“Ze ] firalleacT, 2 € E

Ze

. [26“ ] firalleacT, 2 € E

Ze

Abschlussregeln:

. [ Zei# } firalle 2z, € F

Wenn die Turingmaschine einen akzeptierenden Lauf hat, dann gibt es eine Folge von Konfi-
gurationen Ko - K1 ...+ K,, wobei Ky = zpw und K,, = uz.v fiir ein 2z, € E. Dann hat das
MPCP eine Losung, die oben und unten das Wort # Ko#K1# - - - #Kn# K17 - - - # K ## er-
zeugt, wobei K,,, = z. und jedes K; mitn + 1 < i < m jeweils aus K;_; entsteht durch Loschen
eines der benachbarten Zeichen von z, in v'z.v’ entsteht.

Bei den Spielsteinfolgen hinkt die obere Folge immer der unteren Folge um eine Konfigura-
tion hinterher, d.h. beim Erstellen sind Zwischenzustdnde der Spielsteinfolge so, dass oben
H#EK 1 # Ko - - - #K;# und unten #K #Ko# - - - #K;#K,;11# abzulesen ist. Um diese beiden
Folgen um die nichste Konfiguration zu verlingern, werden zunéchst die Kopierregeln ange-
wendet, um in die Ndhe des Zustandes zu kommen. Dann wird eine der Uberfiihrungsregeln
angewendet, und schliefSlich weitere Kopierregeln um den Rest der Konfiguration zu erzeugen.
Ist man bei K,, angekommen, so werden die Loschregeln angewendet, um die Symbole auf dem
Band zu 16schen, bis man in der unteren Folge nur noch z.# stehen hat. SchliefSlich wird die
Abschlussregel angewendet.

Umgekehrt ldsst sich aus jeder Losung fiir das MPCP, (welches ja mit dem ersten Spielstein
beginnen muss) eine Konfigurationsfolge ablesen, die bezeugt, dass die Turingmaschine bei
Eingabe w hilt.

SchliefSlich kann die MPCP-Instanz aus der Beschreibung m#w berechnet werden, d.h. es gibt
eine berechenbar Funktion f mit m#w € H <= f(m#w) € MPCP. Damit folgt H < MPCP.
]

Satz 13.4.6. Das Postsche Korrespondenzproblem (sowie das modifizierte Postsche Korrespon-
denzproblem) ist unentscheidbar.

Beweis. Da H unentscheidbar ist und H < MPCP < PCP gilt, folgt, dass MPCP als auch PCP
unentscheidbar sind. O
13.4.3. Varianten und Bemerkungen zum PCP

Bereits fiir bindre Alphabete, ist das PCP unentscheidbar:

Lemma 13.4.7 (01-PCP). Das Postsche Korrespondenzproblem iiber dem Alphabet 3 mit |X| = 2
(01-PCP) ist unentscheidbar.

Beweis. Wir reduzieren PCP auf 01-PCP (und zeigen PCP < 01-PCP). O.b.d.A. sei ¥ = {0,1}.
Sei K = (x1,41), ..., (K, yx) eine Instanz des PCP iber dem Alphabet {a,, ..., a;}. Sei f(¢) =,

flai) = 10%, f(agw) = f(a:)f(w) und f(K) = (f(z1), f(1)); -, (f(xx), f(yr)). Dann ist f(K)

D. Sabel, Skript FSK & TIMI,SoSe 2022 149 Stand: 15. September 2022



13. Unentscheidbarkeit

eine Instanz des 01-PCPs und offensichtlich gilt: i1, . . . , i, ist eine Losung fiir K g.d.w.i1,..., i,
ist eine Losung fiir f(K).

Die Funktion f ist offensichtlich Turingberechenbar und daher folgt PCP < 01-PCP und damit
folgt aus der Unentscheidbarkeit von PCP, dass 01-PCP ebenfalls unentscheidbar ist. O

Lemma 13.4.8. Das PCP fiir undre Alphabete ist entscheidbar.

n

Beweis. Sei ¥ = {a}. In diesem Fall sind alle Spielsteine von der Form [ Zm ] . Wenn fiir alle

Steine (x;,y;) gilt |z;| < |y;|, dann gibt es keine Losung. Wenn fiir alle Steine (xz;, y;) gilt |z;| >
lyi|, dann gibt es keine Losung. Wenn es zwei Steine gibt (z;,y;) = (a",a""") und (z;,y;) =
(a™*$,a™) mit s,7 > 0, dann ist das PCP immer l6sbar: Die Losung ist die Folge von Indizes

i,...,i,7,...,j,denndiese erzeugt oben a*"+" ("+s) und unten a* (**7)+7"™ Daher werden oben
—_—— ——

s.-mal r-mal .
wie unten (sn + rm + rs)-viele a’s erzeugt. O

Eine andere Variante des PCP ist es, die Anzahl der verschiedenen Spielsteinarten zu beschréan-
ken. Hier ist bekannt, dass das PCP fiir 1 oder 2 Spielsteinarten entscheidbar ist (siehe (EKR82)),
und fiir 5 Spielsteinarten unentscheidbar ist (das wurde 2015 in (Neal5) gezeigt). Fiir 3 und 4
Spielsteinarten ist die Frage der Entscheidbarkeit ungeklart.

13.5. Universelle Turingmaschinen

Das PCP ist semi-entscheidbar, denn man kann einen Algorithmus angeben, der in einer in-
neren Schleife alle Folgen von i-Spielsteinen aufzdhlt und in einer dufSeren Schleife i wachsen
lasst (i = 1,2,...). Der Algorithmus stoppt, wenn er eine Losung gefunden hat. Der Algorith-
mus kann von einer Turingmaschine ausgefiihrt werden. Wenn eine Losung der PCP-Instanz
existiert, dann findet die Turingmaschine diese nach endlich vielen Schritten und akzeptiert.
Existiert keine Losung, so wird die Turingmaschine nicht anhalten.

Da wir bewiesen haben, dass H < PCP gilt, folgt aus der Semi-Entscheidbarkeit von PCP auch
die Semi-Entscheidbarkeit von H (siehe Satz[13.2.4). Das bedeutet, dass es eine Turingmaschi-
ne U gibt, die sich bei Eingabe w#x so verhilt wie M,, auf Eingabe x. Die Turingmaschine U
nennt man eine Universelle Turingmaschine, da sie sich wie ein Interpreter fiir Turingmaschinen
verhilt, d.h. sie wird durch die Eingabe w quasi programmiert und z ist dann die eigentliche
Eingabe fiir das Programm.

13.6. »~ Unentscheidbarkeitsresultate fiir Grammatik-Probleme

Dieser Abschnitt wird nicht in der Vorlesung, aber eventuell in der Zentraliibung behandelt. Er ist
daher kein Priifungsstoff.

In diesem Abschnitt beweisen wir die Unentscheidbarkeit von verschiedenen Problemen fiir
Grammatiken. Als wesentliche Beweistechnik werden wir 01-PCP auf die verschiedenen Pro-
bleme reduzieren. Daher geben wir zunéchst eine berechenbare Funktion I an, die eine Instanz
von 01-PCP in zwei kontextfreie Grammatiken iiberfiihrt:
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13.6. % Unentscheidbarkeitsresultate fiir Grammatik-Probleme

Sei K = ((z1,91), ..., (2, yx)) iber dem Alphabet ¥ = {a, b} (wir verwenden {a, b} statt {0, 1}).
Sei F(K) = (Gy, G2) wobei Gy, G, die folgenden kontextfreie Grammatiken sind:

Die Grammatik G, ist G; = ({S, A, B}, X W{$,1,...,k}, P1,S) wobei P, aus den folgenden Pro-
duktionen besteht:

S — A$B
A— 1Az | ... kAzy

B —yiB1| ... 5Bk
B =yl | ... gk

Dabei ist 7; das Wort y; in umgedrehter Form. L(G;) enthilt daher genau die Worte

wobein,m > 1und i, js € {1,...,k}.
Die Grammatik Gy ist Go = ({S, T}, X U{$,1,...,k}, P»,S), sodass P» aus den folgenden Pro-

duktionen besteht:
S =181 ... |kSk|T

T—aTay| ... aTa,|$

L(G2) enthélt daher genau die Worte
i1 i uSUiy, - -0

mitu € ¥*,i; € {1,...,k},n > 0.
Worte, die sowohl in L(G;) als auch in L(G2) liegen, sind daher von der Form

Zl...znxin...$i1$yil ...yin/l/n...ll

mit n > 1und z;, - -z, = - v,. Offensichtlich ist dann i;,...,7, eine Losung

n

von K. Umgekehrt gilt auch: Wenn iq,...,7, eine Losung von K ist, dann ist das Wort
Q1 i, o Ty SYiy - Yinin - - - 11 mit Gy erzeugbar, und da dann z;, - -z, = i, -y, gilt,
ist es auch mit G, erzeugbar.

Insgesamt haben wir damit gezeigt:

Satz 13.6.1. Das Schnittproblem fiir kontextfreie Grammatiken (also die Frage, ob L(G1)NL(G2) =
() fiir Grammatiken G+, G5, gilt), ist unentscheidbar.

Beweis. Obige Funktion F' zeigt, dass 01-PCP auf das Schnittproblem reduzierbar ist. Die Un-
entscheidbarkeit von 01-PCP impliziert daher die Unentscheidbarkeit des Schnittproblems. []

Wenn L(G;) N L(Gz) # 0, dann gilt auch |L(G;) N L(Gz)| = oo, da man die PCP-Losung iy, . . . , i,
Folge beliebig oft wiederholen kann, und entsprechende Worte in den Grammatiken erzeugen
kann. Daher gilt

Satz 13.6.2. Das Problem, ob fiir kontextfreie Grammatiken G1, G2 gilt, L(G1) N L(G2) = oo, ist
unentscheidbar.

Wenn |L(G;) N L(Gz)] = oo, dann ist L(Gy) N L(Gz) eine nicht kontextfreie Sprache. Dies
lasst sich mit dem Pumping-Lemma nachweisen. Die wesentliche Argumentation dabei ist,
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dass (i1« in)°(wi, -+ i, )°$(Yi; - - - Uiy, )°(in - - - 11)° als gewdhltes Wort mit Mindestlange o, im-
mer nur an maximal zwei der vier (-)° Sequenzen gepumpt werden kann, diese aber iiber i,, alle
miteinander verbunden sind, so dass ein Herauspumpen stets moglich ist.

Satz 13.6.3 (Unentscheidbarkeit des Schnittproblems fiir CFLs). Das Problem, ob der Schnitt
zwei kontextfreier Sprachen kontextfrei ist, ist unentscheidbar.

Beweis. Die Ubersetzung F zeigt, dass ein 01-PCP K genau dann losbar ist, wenn der Schnitt
L(Gy) N L(Gg) fiir F(K) = (G1, G2) nicht kontextfrei ist. Daher haben wir das Komplement von
01-PCP auf das Problem aus dem Satz reduziert und aus der Unentscheidbarkeit von 01-PCP
folgt die Unentscheidbarkeit des Komplements und damit folgt der Satz. O

Die Sprachen L(G;) und L(Gg) sind nicht nur kontextfrei, sondern sogar deterministisch-
kontextfrei (dies kann man zeigen, indem man entsprechende DPDAs konstruiert).

Da deterministisch-kontextfreie Sprachen unter Komplementbildung abgeschlossen sind und
das Komplement auch berechnet werden kann (wir lassen den Beweis weg, er kann aber in der
entsprechenden Literatur gefunden werden, und konstruiert aus einem DPDA fiir L einen DP-
DA fiir ZE]), konnen wir deterministisch kontextfreie Grammatiken G} und G/, berechnen mit
L(G}) = G;. Sei F; die Funktion, die G} aus G; berechnet.

Satz 13.6.4. Das Problem, ob fiir zwei gegebene kontextfreie Grammatiken G 4, G gilt L(G 4) C
LG p) ist unentscheidbar.

Beweis. Wir reduzieren das Komplement von 01-PCP auf das Inklusionsproblem. Sei F’ die
Funktion, die fiir eine 01-PCP-Instanz K zundchst F(K) = (G, G2) und anschliefSend Gy auf
G/, abbildet (wobei G, = F(Ggz)). Dann ist K unldsbar, genau dann wenn L(G;) C L(G)) gilt
(da L(Gy) N L(G2) = 0 g.dw. L(Gy) C L(Gs)). Daher zeigt die Funktion F”’, dass das Komple-
ment von 01-PCP auf das Inklusionsproblem reduzierbar ist. Da das 01-PCP unentscheidbar ist,
ist auch das Komplement von 01-PCP unentscheidbar, und daher ist auch Inklusionsproblem
unentscheidbar. O

Satz 13.6.5 (Unentscheidbarkeit des Aquivalenzproblems fiir CFGs). Das Problem, ob fiir zwei
gegebene kontextfreie Grammatiken G 4, G gilt L(G 4) = L(Gp) ist unentscheidbar.

Beweis. Wir reduzieren das Komplement von 01-PCP auf das Aquivalenzproblems. Sei F” die
Funktion, die fiir eine 01-PCP-Instanz K zunidchst F(K) = (Gy, G2) und anschliefSend G; auf
Gz und Gy auf G/, abbildet, wobei G3 die Vereinigung der Sprachen L(G;) und L(G}) erzeugt
(daher ist G5 kontextfrei aber nicht notwendigerweise deterministisch kontextfrei). Dann gilt
K ist unlosbar, genau dann, wenn L(G3) = L(Gg)’ gilt (da L(G3) = L(G;) U L(G))). Daher zeigt
die Funktion F”, dass 01-PCP auf das Aquivalenzproblem reduzierbar ist. Da das Komplement
von 01-PCP unentscheidbar ist, ist auch Aquivalenzproblem unentscheidbar. O

Satz 13.6.6. Das Problem, ob eine kontextfreie Grammatik G mehrdeutig ist, ist unentscheidbar.

!Die Schwierigkeit bei dieser Konstruktion liegt darin, dass der DPDA \ flir L erst so modifiziert werden muss, dass
er alle Worte zu Ende liest und bei der Konstruktion des DPDAs fiir L muss sichergestellt werden, dass er in den
Endzustidnden keine -Uberginge macht.
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Beweis. Wir reduzieren 01-PCP auf das Mehrdeutigkeitsproblem. Sei F3(K), die Abbildung,
die fiir jede 01-PCP-Instanz K zundchst F(K) = (Gi,G2) und anschliefSfend G4 mit
L(G4) = L(G1) U L(Gy) berechnet. Dann gilt K ist 16sbar, g.d.w. G, mehrdeutig ist. Denn nur
wenn L(Gy) N L(Gz) # 0 ist K 16sbar und dann gibt es Worte, die mit zwei unterschiedlichen
Syntaxbdumen hergeleitet werden konnen (einmal mit G; und einmal mit G,). O

Satz 13.6.7 (Unentscheidbarkeit des Regularitatsproblems fiir CFGs). Das Problem, ob fiir eine
CFG G, L(G) eine reguldre Sprache ist, ist unentscheidbar.

Beweis. Sei Fy die Abbildung, die fiir eine gegebene 01-PCP-Instanz K zuerst F(K) = (Gy, G2)

und anschliefSend G5 mit L(Gs) = L(G;) U L(G2) berechnet (dies ist moglich, da G, G2 deter-
ministisch kontextfrei sind).

Fy zeigt, dass das Komplement von 01-PCP auf das Regularitatsproblem reduzierbar ist: Wenn
K unlosbar (also K im Komplement von 01-PCP) dann ist L(G;) = ¥* (da L(G1) N L(Gg) = 0
in diesem Fall) und daher ist L(G;) reguldr. Wenn K l6sbar ist, dann gilt wie bereits gezeigt
L(G1)NL(Gg) ist nicht kontextfrei (und damit auch nicht regulér). Da L(G5) = L(G;) U L(Gz) =
L(Gy) N L(Gg) ist L(Gs) auch nicht reguldr. Da reguldre Sprachen unter Komplementbildung
abgeschlossen sind, kann L(Gs) auch nicht regular sein.

Da 01-PCP unentscheidbar, ist auch das Komplement von 01-PCP unentscheidbar und damit
folgt, dass das Regularitatsproblem unentscheidbar ist. O
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Komplexitatstheorie
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14. Einleitung, Zeitkomplexitit, P und NP

Die Komplexitdtstheorie beschiftigt sich mit der Einordnung von Problemen in verschiedene
Komplexititsklassen, d.h. sie betrachtet den Ressourcenverbrauch (Rechenzeit oder Platzbe-
darf) von Problemen und definiert verschiedene Klassen passend zur Komplexitit. Ein Unter-
suchungsgegenstand ist das Finden und Analysieren der Laufzeit- und Platzkomplexitit von
Algorithmen fiir konkrete Probleme. Dabei kann einerseits die Suche nach einem moglichst
effizienten Verfahren das Ziel sein, um damit eine obere Schranke fiir die Komplexitit des Pro-
blems anzugeben. Z.B. zeigt der CYK-Algorithmus, dass das Wortproblem fiir CFGs in Chomsky-
Normalform O(| P|-n?) (mit n Lange des Worts, | P| Anzahl an Produktionen) als obere Schranke
hat. Daher ist Problem mit dieser Zeitkomplexitat 10sbar, aber eventuell gibt es bessere Algo-
rithmen. Die Frage, nach den bestmoglichen Algorithmen, fokussiert den Nachweis von unteren
Schranken, d.h. man zeigt, dass es keinen Algorithmus mit einer besseren Zeit- bzw. Platzkom-
plexitit gibt. Im allgemeinen ist dieses Problem schwieriger, da man {iber alle moglichen (un-
bekannten) Algorithmen, die das Problem 16sen, argumentieren muss.

Ein anderer Fokus ist die Betrachtung der Frage, ob und wie sich Nichtdeterminismus gegen-
tiber Determinismus beziiglich des Ressourcenbedarfs auswirkt. die Frage, welcher Aufwand
beim Wechsel vom Nichtdeterminismus in ein deterministisches Modell entsteht und wie sich
dieser im Ressourcenbedarf niederschligt. Beispielsweise haben wir fiir gezeigt, dass DFAs und
NFAs dquivalente Automatenmodelle sind, aber z.B. der benétigte Platz fiir einen DFA expo-
nentiell grofSer sein kann als fiir einen NFA, der dieselbe Sprache erkennt. In diesem Abschnitt
betrachten wir eine (sehr wichtige und bisher ungeloste) Frage, die dhnlich dazu ist. Das ist
die wichtige Frage, ob P = NP oder P # NP gilt. Was sich dahinter genau verbirgt, wird in
diesem Teil zur Komplexitatstheorie das zentrale Thema sein.

14.1. Deterministische Zeitkomplexitit

Wir interessieren uns nur fiir Sprachen, die entscheidbar sind. Daher konnen wir fiir Turingma-
schinen annehmen, dass diese fiir jede Eingabe anhalten: Damit meinen wir, dass wir fiir deter-
ministische Turingmaschinen auch ,Verwerfe“-Zustdnde erlauben, die zwar nicht akzeptierend
ist, aber auch (genau wie Konfigurationen mit akzeptierenden Zustinden) keine Nachfolgekon-
figuration besitzen. Wir verzichten darauf, die DTMs mit dieser Anpassung erneut formal zu
definieren, sondern verwenden sie einfach.

Ein weiterer Punkt, der im Rahmen der Komplexitidtsbetrachtungen zum Tragen kommt, ist die
Frage, ob wir als Modell fiir unsere Untersuchungen Einband- oder Mehrbandturingmaschinen
verwenden mochten. Damit wir ,,ndher” an normalen modernen Computern sind, ist es sinnvol-
ler die Mehrbandturingmaschinen zu verwenden, da diese im Vergleich zu Einband-Maschinen
direkten Zugriff auf mehrere Speicherpldtze ermoglichen und nicht Rechenzeit ,vergeuden®
miissen, um auf dem Band hin- und herzulaufen, um Speicherabschnitte sequentiell zu suchen
und zu modifizieren. Tatséchlich ist der Unterschied quadratisch: Wenn die Mehrbandmaschi-
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ne n Schritte ausfiihrt, so kann dies die Simulation der Mehrbandmaschine auf der Einband-
maschine in O(n?) Schritten durchfiihren

Dieser Unterschied wird tatsdchlich in der Klasse P (und auch A/'P) keinen echten Unterschied
machen, da diese gegen einen solchen quadratischen Faktor abgeschlossen ist, d.h. fiir diese
Betrachtungen konnten wir sowohl mit Einband- als auch mit Mehrbandmaschinen arbeiten.
Da die Handhabung mit mehreren Bandern i.a. einfacher ist, wiahlen wir als Modell die Mehr-
bandmaschinen. Mit dieser Anpassung der Definition, definieren wir die Laufzeit einer stets
anhaltenden deterministischen Mehrband-TM.

Definition 14.1.1. Sei M eine stets anhaltende DTM mit Startzustand z. Fiir Eingabe w definieren
wir

timep(w) =14, wenn zow 4, uzw und z ist Endzustand oder Verwerfe-Zustand.

Aufbauend auf diesem Begriff der Rechenzeit, definieren wir nun die Klasse von Sprachen
TIME(f(n)):

Definition 14.1.2. Fiir eine Funktion f : N — N sei die Klasse TIME(f(n)) genau die Menge der
Sprachen, fiir die es eine deterministische, stets anhaltende, Mehrband-TM M gibt, mit L(M) = L
und timeps(w) < f(|w]) fiir allew € ¥*

Eine Sprache ist daher in TIME(f(n)), wenn sie von einer DTM fiir jede Eingabe der Lange n
in nicht mehr als f(n) Schritten entschieden wird.

Die Klassen TIME(f(n)) sind sehr fein, da sie eine beliebig genaue Funktion f erlauben. Die
Klasse P liefert nun einen wesentlich groberen Begriff, indem sie nur fordert, dass f ein belie-
biges Polynom ist. Wir definieren zunichst, was ein Polynom ist:

Definition 14.1.3. Ein Polynom ist eine Funktion p : N — N der Form:

k
p(n) = a;-n' = apn® + a0t 4 arn+ag
=0

mit a; € Nund k € N. (Man spricht auch von einem Polynom des Grades k.)

Definition 14.1.4 (Komplexitatsklasse P). Die Klasse P ist definiert als

P= |J TIME(p(n))

p Polynom

Eine Sprache L ist daher in der Klasse P enthalten, wenn es eine stets anhaltende DTM M und
ein Polynom p gibt, sodass L = L(M) und fiir alle w € ¥* : timeps(w) < p(|w]).

Zum Nachweis dass ein Algorithmus polynomielle Komplexitat hat, geniigt es zu zeige, dass
seine Komplexitdt O(n*) fiir eine Konstante k ist. Z.B. ist ein Algorithmus mit der Komplexitat
nlogn auch als polynomiell anzusehen, da nlogn € O(n?). Da Funktionen wie n'°e™, 27 n|
nicht durch ein Polynom von oben beschriankt werden, sind Algorithmen mit diesen Komple-
xitdten nicht polynomiell.

Beachte, dass man iiblicherweise die Probleme die der Klasse P enthalten sind, als effizient
losbar ansieht. D.h. es gibt Algorithmen, die diese in polynomiell Zeit 16sen. Algorithmen mit
hoheren Komplexititen werden im allgemeinen nicht als effizient angesehen.
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Sei M eine DTM mit timey (w) < f(Jw|). Unsere Aquivalenzbeweise zeigen, dass die Tu-
ringmaschinen durch GOTO-Programme simuliert werden konnen (wobei endlich viele Schrit-
te im GOTO-Programm notwendig sind, um einen Turingmaschinenschritt zu simulieren).
Das GOTO-Programm benotigt daher O(f(]w|)) Schritte. Die GOTO-Programme konnen in
ein WHILE-Programm transformiert werden mit einer WHILE-Schleife, wobei die Anzahl der
Durchlédufe durch die WHILE-Schleife nicht grofSer sein kann als f(|w|). Daher kann die WHILE-
Schleife sogar durch das LOOP-Konstrukt y := f(|w|); LOOP y DO ...END ersetzt werden. Das
bedeutet: Wenn f selbst LOOP-berechenbar ist, sind auch Funktionen mit der Laufzeitkomple-
xitat f(n) r120ch LOOP-berechenbar. Daher sind z.B. Komplexitatsklassen T7ME(2™) oder sogar

TIME(222M ) noch in der Klasse der LOOP-berechenbaren Funktionen enthalten.

n-mal

14.1.1. Uniformes vs. logarithmisches Kostenmaf3

Im allgemeinen macht es keinen asymptotischen Unterschied, ob wir eine Turingmaschine,
oder die WHILE-Sprache oder die GOTO-Sprache verwenden, um ein Problem als effizient 16s-
bar zu zeigen. Allerdings miissen wir dabei etwas aufpassen, wenn wir mit grofSen Zahlen um-
gehen. Eine Zuweisung der Form z; := z; haben wir bisher in der operationalen Semantik der
WHILE- oder GOTO-Sprachen mit einem Schritt gezahlt, unabhingig davon, wie grofs die in der
Variablenumgebung stehenden Zahlen sind. Geht man so vor, so spricht man vom uniformen
Kostenmafs. Solange alle jemals verwendeten Zahlen eine feste Konstante nicht tiberschreiten,
so kann man dieses Vorgehen verwenden. Anderenfalls muss man zum logarithmischen Kosten-
maf§ wechseln: Dieses verbucht fiir eine solche Zuweisung z; := z; die Anzahl an notwendigen
Bits zur Darstellung von p(x;) als Rechenschritte (dies passt zur Turingmaschine: diese muss
so viele Bits kopieren!). Beachte, dass eine Dezimalzahl d, mit [log,(d)]| Bits dargestellt werden
kann.

Betrachte z.B. das WHILE-Programm

To = 25
WHILE z; # 0DO
T = X * 2,
T :=x1 — 1
END

Dieses berechnet 22! als Ergebnis in der Ausgabevariablen z (da sie den Wert von x genau -
mal quadriert). Mit uniformen Kostenmaf3, lauft die Algorithmus in Zeit O(x;). Die dazu dqui-
valente Turingmaschine, kann das Ergebnis 22°! jedoch keinesfalls in weniger als 2% Schritten
berechnen, da das Ergebnis schon so viele Bits benotigt und diese auf das Band geschrieben
werden miissen.

Wendet man jedoch das logarithmische Kostenmaf$ an, so wird dies wieder ausgeglichen (z.B.
verbraucht dann der letzte Schleifendurchlauf mindestens 2** Schritte, da die Zuweisung x :=
xg * 1o entsprechend viele Bits benotigt.

Falls notwendig, verwenden wir das logarithmische Kostenmaf$, wenn die verwendeten Zahlen
jedoch durch eine Konstante beschrankt sind, verwenden wir das uniforme Kostenmaif$ auch
fiir Algorithmen in der WHILE-Sprache.
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14.2. Nichtdeterminismus

Wir mochten nun analog zur Klasse P, eine Komplexitatsklasse definieren, die alle Sprachen
erfasst die in Polynomialzeit entschieden werden — allerdings von nichtdeterministischen Tu-
ringmaschinen.

Um eine moglichst einheitliche Definition zu haben, betrachten wir auch fiir den Nichtdeter-
ministischen Fall nur Turingmaschinen, die stets anhalten — d.h. nur solche NTMs deren Be-
rechnungen auf allen Pfaden anhilt. Da fiir NTMs anhaltenden Nicht-Endzustiande sowieso
definiert werden konnen (durch Zustéande z, fiir die gilt §(z,a) = § und =z ¢ E), bendtigt die-
se keine Anpassung an der Definition der NTMs. Beachte, dass ein solches Anhalten in einem
nicht Endzustand keine Aussage impliziert, ob ein Wort zur erkannten Sprachen gehort oder
nicht. Damit ein Wort sicher nicht zur Sprache gehort, miissen (fiir eine immer anhaltende
NTM) alle Pfade in einem Nicht-Akzeptanzzustand enden.

Definition 14.2.1. Sei M eine Mehrband-NTM, die fiir jede Eingabe anhdilt. Dann definieren wir
die Laufzeif|von M als

ntime () = max{i | zow i, uzw und uzw t/ ...}

SchliefSlich definieren wir basierend auf diesem Laufzeitmafd die Komplexitatsklasse
NTIME(f(n)) und die Klasse N'P:

Definition 14.2.2. Fiir eine Funktion f : N — N bezeichne NTIME(f(n)) die Klasse aller Spra-
chen L, fiir die es eine nichtdeterministische Mehrband-TM M gibt mit L(M) = L und fiir alle
w € X* gilt ntime pr(w) < f(Jw)).

Die Klasse N'P ist definiert als

NP= |J NTIME(p(n))

p Polynom

14.3. Das P-vs-NP-Problem

Lemma 14.3.1. Es gilt TIME(f(n)) € NTIME(f(n)) und damit auch P C N'P.

Beweis. Jede DTM kann leicht als NTM aufgefasst werden, wobei es nur einen moglichen
Berechnungspfad gibt. Dieser bestimmt ntimejs(w) und es gilt fiir diese Turingmaschine
timeps(w) = ntimep(w). Damit folgt, dass aus L € TIME(f(n)) auch L € NTIME(f(n)) folgt.
SchlieRlich zeigt dies auch P C N'P. O

Die bis heute ungeloste Frage ist, ob die Inklusion P C NP echt ist, d.h. P ¢ NP gilt, oder
P = N'P. Es gibt viele gute Griinde, warum die Mehrheit der Forscher, vermuten dass P ¢ NP
gilt, aber ein Beweis ist bis heute niemanden gelungen.

Das P-vs-NP-Problem ist eines der sieben sogenannten Millennium-Probleme, die vom Clay
Mathematics Institute im Jahr 2000 als Liste ungeloster Probleme der Mathematik herausge-
geben wurde und fiir dessen Losung ein Preisgeld von einer Million US Dollar ausgelobt wurde.

IEs gibt hierbei verschiedene Méglichkeiten dieser Definition, welche verschiedene Turingmaschinen erlauben
oder verbieten. Diese Varianten fiihren jedoch zum selben Begriff der Klasse AP
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Wiirde das Problem positiv beantwortet mit P = NP so wiisste man, dass Probleme fiir die
bisher nur Algorithmen bekannt sind, die in (deterministischer) Exponentialzeit laufen, effizi-
ent l6sbar sind. Da es fiir viele Probleme (z.B. das sogenannte Travelling-Salesman-Problem)
leicht ist zu zeigen, dass sie A'P-liegen, aber noch niemand einen Algorithmus gefunden hat,
der die Probleme in deterministischer Polynomialzeit 16st, ist liegt die Vermutung nahe, dass
diese Probleme in NP \ P liegen und daher P # NP gilt.

Die Arbeiten von Steven Cook und Richard Karp (Coo71f; Kar72) entwickelten mit dem Be-
griff der N"P-Vollstandigkeit (die genaue Definition werden in Kapitel [15| sehen) eine Struk-
tur der Klassen AP und P: Fiir viele der genannten Probleme, die in AP liegen, aber fiir die
kein Polynomialzeit-Algorithmus gefunden wurde, lasst sich zeigen, dass sie eng untereinan-
der verkniipft sind: Wenn es einen Polynomialzeitalgorithmus gibt der eines dieser Probleme
16st, dann sind alle diese Probleme in Polynomialzeit 16sbar (falls P = N'P) oder keines (falls
P # NP).

Um den Ubergang von der Berechenbarkeitstheorie zur Komplexitdtstheorie und unseren Be-
trachtungen der Komplexitéatsklassen AP und P zu verdeutlichen, kann das in Abb. ge-
zeigte Mengendiagramm helfen. Im gezeigten Diagramm sind alle Teilmengenbeziehungen als
echt bekannt bis auf die unterste zwischen AP und P.

e A

alle Sprachen

e \

semi-entscheidbar (Typ 0)

7

entscheidbare Sprachen

e \

LOOP-berechenbar
NP

Abbildung 14.1.: Lage der Komplexitdtsklassen P und N'P
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15. NP-Vollstandigkeit

15.1. Definition der NP-Vollstindigkeit

15.1.1. Polynomialzeit-Reduktionen

In Abschnitt[I3.2.2lwurden Reduktionen einer Sprache auf eine andere Sprache eingefiihrt, um
die Entscheidbarkeit (bzw. Unentscheidbarkeit) einer Sprache auf die Entscheidbarkeit (bzw.
Unentscheidbarkeit) der anderen Sprache zurtick zu fithren. Eine solche Reduktionvon L; C 3
auf Ly C ¥ (geschrieben L; < L) verlangte als Zeugen eine berechenbare und totale Funktion
f,sodass w € L; g.d.w. f(w) € Lo flir alle Worte w € 3. Eine Polynomialzeit-Reduktion (oder
auch Karp-Reduktion, benannt nach Richard Karp)ist analog definiert mit dem Zusatz, dass
die Funktion f in deterministischer Polynomialzeit berechenbar sein muss (d.h. es gibt eine
Turingmaschine, die f berechnet und fiir die gilt time,;(w) € O(Jw|") fiir ein festes k.

Definition 15.1.1 (Polynomialzeit-Reduktion (einer Sprache auf eine andere)). Sei L; C X}
und Ly C X3 Sprachen. Dann sagen wir L, ist auf L, polynomiell reduzierbar (geschrieben L; <,
L), falls es eine totale und in deterministischer Polynomialzeit berechenbare Funktion f : ¥ — X3
gibt, sodass fiir alle w € 35 gilt: w € Ly < f(w) € Lo.

Wahrend Reduktionen L; < L, in Abschnitt[13.2.2] verwendet wurden, um aus der Zugehorig-
keit von Ly zur Klasse der entscheidbaren Sprachen, zu schliefSen, dass auch L; entscheidbar
ist, werden Polynomialzeit-Reduktionen L; <, L, verwendet, um aus der Zugehorigkeit von
Ly zur Klasse P (bzw. N'P) zu schliefSen, dass auch L; zur selben Klasse gehort:

Lemma 15.1.2. Falls Ly <, Ly und Ly € P, dann gilt L, € P. Ebenso gilt: Falls L, <, L, und
Ly € NP, dann gilt L, € N'P.

Beweis. Sei L; <, L, und f die dies bezeugende (totale und in Polynomialzeit berechenbare)
Funktion. Dann gibt es eine deterministische Turingmaschine M, die f berechnet und dafiir
polynomielle Zeit benotigt.

Sei nun Ly € P. Dann gibt es eine deterministische Turingmaschine My mit L(Ms) = Lo My
hilt stets nach polynomielle Zeit an. Die Hintereinanderschaltung My; M, stellt eine Turing-
maschine dar, fiir die gilt L(My; M>) = Ly und My; M, hélt stets in polynomieller Zeit. Daher
gllt L, eP.

Wenn L, € NP, dann gibt es eine nichtdeterministische Turingmaschine M) mit L(M3) = Lo,
die stets in polynomieller Zeit anhalt. Die Konstruktionen My; M, fiihre erste M (deter-
ministisch) aus und anschliefSend M} als nichtdeterministische Turingmaschine. Fiir sie gilt
L(My; M3) = Ly und Mjy; M, halt auf allen Berechnungspfaden nach polynomieller Zeit. Dies
zeigt L1 € N'P.

In beiden Teilen des Beweises muss man sich noch verdeutlichen, dass die Berechnung des
Funktionswertes f(w) fiir ein Wort w € ¥} ,,nur” ein polynomiell grofSes Wort sein kann. Es gilt
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15.1. Definition der NP-Vollstdndigkeit

sogar: Wenn die Laufzeit von TM M durch p(Jw|) begrenzt ist (fiir ein Polynom p), Dann muss
auch gelten |f(w)| < |w| 4+ p(Jw|), da M in p(Jw|)-vielen Schritten nicht mehr als p(|w|)-viele
Symbole schreiben kann. Wenn die Laufzeit der TM M5 durch ein Polynom ¢ begrenzt ist, ist
die Laufzeit von My; My durch die Funktion r mit 7(jw|) = p(Jw|) +¢(|w|+p(|w|)) begrenzt, was
immer noch ein Polynom ist. Analoges gilt fiir die nichtdeterministische Laufzeit von M; Mj.

O

Lemma 15.1.3. Die Relation <,, ist transitiv, d.h. wenn L, <, Ly und Ly <, Ls, dann gilt auch
Ll Sp LS

Beweis. Der Beweis ist analog zum vorherigen und benutzt im Wesentlichen die Eigenschaft,
dass die Komposition von zwei Polynomen immer noch ein Polynom ist. O

Wir definieren nun die A/’P-Vollstandigkeit fiir Probleme. Diese besteht aus zwei Teilen, einer-
seits, dass das Problem in der Komplexitidtsklasse A/P-liegt und andererseits, dass jedes andere
Problem aus NP auf das A'P-vollstindige Problem polynomiell reduzierbar ist. Damit kann
man die A/'P-vollstandigen Problem als die schwierigsten Probleme in NP ansehen.

Definition 15.1.4 (N'P-Vollstandigkeit). Eine Sprache L heifst N'P-vollstandig, wenn gilt
1. L e NP und
2. List NP-schwerl} Fiiralle L' € NP gilt L' <,, L

Die Zugehorigkeit zu NP fiir eine betrachtete Sprache L nachzuweisen ist im Allgemein nicht
so schwer (es sei denn, dass Problem ist tatsdchlich schwieriger). Fiir den Nachweis der N'P-
Schwere konnen wir dhnlich verfahren, wie bei der Unentscheidbarkeit: Dort haben wir die
Unentscheidbarkeit des speziellen Halteproblems direkt bewiesen, aber die Unentscheidbar-
keit weiterer Probleme durch Reduktion des speziellen Halteproblems auf das weitere Problem
nachgewiesen. Fiir die N'’P-Schwere ist es dhnlich: Wenn wir eine A/P-vollstiandige Sprache
Lo haben, dann ist der Nachweis der N"P-Schwere fiir weitere Sprachen L; im Allgemeinen
einfacher, da wir die Transitivitdt von <, ausnutzen konnen und zeigen Ly, <, L. Da L als
NP-vollstindig bekannt ist, gilt fiir alle L' € N'P: L' <, L, und aufgrund der Transitivitat von
<, damit auch L’ <, L, fiir alle L' € N'P.

Bevor wir dieses eine Problem direkt als A/P-vollstdandig beweisen (als Satz von Cook im néchs-
ten Abschnitt), zeigen wir den folgenden Satz:

Satz 15.1.5. Sei L ein N'P-volistindiges Problem. Dann gilt L € P < P = NP.

Beweis. Sei L € P und L N'P-vollstindig. Aus der N’P-Schwere von L folgt: jedes andere Pro-
blem L' € NP liegt ebenfalls in P: Mit L' <, L und Lemma Lemma|15.1.2|folgt L’ € P. Da dies
fiir alle L' € NP gilt, folgt P = N'P. O

Dieser Satz zeigt, dass es ausreicht, fiir ein NP-vollstandiges Problem nachzuweisen, dass es
in P bzw. nicht in P liegt, um die P-vs-NP-Frage ein fiir allemal beantworten.

In Abb. ist eine Skizze zur vermuteten Lage (wenn P # NP gilt) der Klassen AP, P und
der N"P-vollstandigen Probleme gezeigt. Z.B. ist bekannt (Lad75), dass es unter der Annahme

'manchmal auch A’P-hart genannt
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e N

[ NP-vollst. ]

NP

L J

Abbildung 15.1.: Vermutete Lage der Probleme in P, N'P und der N'P-vollstdndigen Probleme

P # NP, Probleme in NP gibt, die nicht in P liegen aber auch nicht A’P-vollstdndig sind. Ein
moglicher Kandidat ist das Graph-Isomorphismus-Problem (siehe z.B. (Sch88)), fiir welches
zum heutigen Zeitpunkt weder ein polynomieller Algorithmus noch dessen NP-vollstindig
bekannt ist.

15.2. Satz von Cook

In diesem Abschnitt weisen wir nach, dass das sogenannte Erfiillbarkeitsproblem der Aussa-
genlogik (kurz SAT) N'P-vollstandig ist. Nachdem wir die NP-Vollstiandigkeit dieses Problems
nachgewiesen haben, kdnnen wir es verwenden, um die NP-Schwere anderer Probleme mit-
hilfe von Polynomialzeit-Reduktionen einfacher nachzuweisen.

Wir definieren zunidchst das SAT-Problem in Form eines gegeben/gefragt Problems:

Definition 15.2.1 (SAT-Problem). Das Effiillbarkeitsproblem der Aussagenlogik (kurz SAT) ist:

gegeben: Eine aussagenlogische Formel F
gefragt:  Ist F erfiillbar, d.h. gibt es eine etfiillende Belegung der Variablen mit den Wahr-
heitswerten O und 1, sodass F' den Wert 1 erhdilt.

Beachte, dass wir die zugehorige formale Sprache definieren konnen, indem wir genau die Spra-
che beschreiben, die alle erfiillenden Formeln enthilt. Dabei miissen die Formeln geeignet iiber
einem Alphabet ¥ dargestellt werden. Bezeichne code(F) € ¥* diese Repridsentation von F.
Dann ist

SAT = {code(F) € ¥* | F ist eine erfiillbare Formel der Aussagenlogik}

Diese Uberfiihrung der gegeben/gefragt-Notation in eine formale Sprache ist immer die glei-
che: Die Sprache enthilt genau die Instanzen, die mit ,,ja“ zu beantworten sind.

Lemma 15.2.2. SAT ¢ N'P

Beweis. Sei code(F) die Eingabe einer nichtdeterministischen Turingmaschine M. Die Maschi-
ne berechnet zunichst (mit einem Durchlauf durch die Eingabe), welche Variablen in der For-
mel F'vorkommen. Sei dies die Menge {1, ..., z,}. AnschliefSend verwendet die Maschine den
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Nichtdeterminismus, um eine Belegung I : {x1,...,z,} — {0, 1} der Variablen zu ,raten“. An-
schlieffend berechnet sie den Wert von I(F'), d.h. sie setzt zunédchst I(x;) fiir jedes Vorkommen
einer Variablen ein und rechnet anschliefend den Wert von I(F') aus. Wenn I(F') = 1, dann
wechselt sie in einen Akzeptanzzustand, und anderenfalls verwirft sie.

Beachte, dass im Rate-Schritt der TM 2" verschiedene mogliche Belegungen I existieren, die
zu 2" verschiedenen nichtdeterministischen Berechnungen der TM fiihren.

Da jede Belegung tiberpriift wird, gilt:
M akzeptiert eine Formel F g.d.w. F' € SAT.

Jeder Berechnungspfad der Turingmaschine lauft in Polynomialzeit in der Grofse der Eingabe
(d.h.in |code(F)|), da die Anzahl der Variablen durch die Eingabegrofse beschrankt ist, das Ein-
setzen der Belegung und das Bewerten der variablenfreien Formel jeweils in Polynomialzeit
durchfiihrbar sind. O

Der Nachweis, dass ein Problem in AP liegt, kann meistens so gefiihrt werden, wie wir dies
eben getan haben: Man rat alle moglichen Losungen mithilfe des Nichtdeterminismus und
muss anschliefSend nur noch zeigen, dass man in polynomieller Zeit priifen kann, ob die mogli-
che Losung eine echte Losung ist. D.h. man zeigt, dass Losungen in Polynomialzeit verifizierbar
sind.

Bevor wir den zweiten Teil der A/P-Vollstiandigkeit von SAT betrachten, beweisen wir einen
Hilfssatz:

Lemma 15.2.3. Fiir aussagenlogische Variablen {z1, ..., z,} gibt es eine aussagenlogische Formel
exactlyOne(xy, ..., xy), sodass I(exactlyOne(xy,...,x,)) = 1 g.dw. I genau eine der Variablen
x; auf 1 setzt und alle anderen auf 0.

Dabei ist die GrifSe der Formel exactlyOne(x1, ..., z,) in O(n?).
Beweis. Die Formel

exactlyOne(z1,...,xp) == (T1 V...V 2y) A /\ —(x; A xj)
1<i<j<n

leistet das verlangte: Die Disjunktion (z; V ... V z,) sichert zu, dass mindestens eine der Va-
riablen z, . .., z,, wahr sein muss, die Konjunktionen —(x; A z;) sichern zu, dass zwei verschie-
dene Variablen nicht gleichzeitig wahr sein konnen (und daher hochstens eine der Variablen
r1,...,x, wahr sein darf). Die GroRe der Formel ist O(n?). O

Wir betrachten nun den zweiten Teil, um den Nachweis der N"P-Vollstdandigkeit von SAT zu
vervollstiandigen — die N'P-Schwere von SAT. Dieser Beweis ist schwierig, da wir zeigen miis-
sen: Wenn wir SAT 16sen kdnnen, dann konnen wir jedes andere Problem L aus NP auch 16-
sen, indem wir es in Polynomialzeit auf SAT reduzieren. Das bedeutet: Wir miissen fiir jedes
x-beliebige Problem L aus NP nachweisen, dass L <,, SAT gilt.

Da L ein Problem aus NP ist, wissen wir, dass eine NTM existiert, die L in (nichtdeterministi-
scher) Polynomialzeit entscheidet. Dies machen wir uns zunutze, indem wir die Berechnungen
jeder NTM M bei gegebener Eingabe w in eine aussagenlogische Formel kodieren, sodass gilt:
M akzeptiert g.d.w. F erfiillbar ist. Da die Laufzeit von M durch ein Polynom beschrankt ist,

D. Sabel, Skript FSK & TIMI,SoSe 2022 163 Stand: 15. September 2022



15. NP-Volistindigkeit

muss die Formel auch nur solche Berechnungen abdecken, welche diese Lange haben. Dies wird
die GrofSe der Formel passend beschranken.

Lemma 15.2.4. SAT ist N'P-schwer.

Beweis. Sei L € NP beliebig. Sei M die nichtdeterministische Turingmaschine mit L(M) = L,
sodass alle Berechnungen von M nach polynomiell vielen Schritten halten. Sei p das Polynom,
welches die Rechenzeit von M beschriankt. Sei w = ay---a, € ¥* eine Eingabe fiir M. Wir
konstruieren eine aussagenlogische Formel F', sodass gilt

w € L < F isterfiillbar

Seil’ ={by,...,b},Z ={z0,..., 2} und 2 der Startzustand. Die Formel F' enthilt die folgen-
den aussagenlogischen Variablen, die wir zunédchst erlautern:

o State,, fuirt = 0,1,...,p(n) und z € Z. Dabei soll gelten: State; ., = 1 g.d.w. nach ¢
Schritten ist TM M im Zustand z.

e Pos;;furt=0,1,...,p(n),i = —p(n),...,p(n). Dabei soll gelten: Pos; ., = 1 g.d.w. nach ¢
Schritten von M befindet sich der Schreib-Lesekopf von M auf Position ¢

» Tapey,;, fiir t = 0,1,...,p(n), i = —p(n),...,p(n), b = by,...,b. Dabei soll gelten:
Tape, ;, = 1 g.d.w. nach ¢ Schritten steht auf dem Band in Position i das Zeichen b.

Bandposition 0 ist dabei die Position des Kopfes am Anfang und negative Positionen sind links
davon, positive rechts davon. Da in p(n) Schritten nicht mehr als p(n) Kopfbewegungen ge-
macht werden, reicht es aus, die Positionen —p(n), ..., p(n) des Bands zu betrachten.

Die Formel F' lasst sich in vier Unterformeln aufteilen:
F = Rand N Anfang N\ Transition A\ Ende

Wir beschreiben die Unterformeln:
* Rand legt verschiedene Randbedingungen fest:

- Zu jedem Zeitpunkt ¢ befindet sich M in genau einem Zustand z. Das sichert die
Formel /\te{o,...,p(n)} exactlyOne(Statey -, . . ., Statey , ) zU.

- Zujedem Zeitpunkt ¢ befindet sich der Kopf von M in genau einer Position auf dem
Band. Das sichert die Formel /\te{o,...,p(n)} ezactlyOne(Pos; _p(n), - - - s P0S¢ p(n)) ZU.

- Zu jedem Zeitpunkt ¢ befindet sich in jeder Bandzelle genau ein Symbol aus I'. Das
sichert die Formel A,c; )1 Aicf—p(n),...pn)} €TactlyOne(Tapey ;p, ..., Tapey ;p, )
zu.

Daher setzen wir:

exactlyOne(Statey z, . . ., Statey ;)
Rand — /\ /\e:mctlyOne(Postv_p(n), cel POSt,p(n))

t€{0,...,p(n)} AN ezactlyOne( Tapet,i,bl’ T Tapet’i’bl)
o i€{—p(n),...p(n)}

e Anfang beschreibt die Anfangsbedingungen, d.h. die Formel fixiert die Variablenbelegung
zum Zeitpunkt ¢ = 0:

- Die Maschine ist im Startzustand, d.h. State ., muss gelten
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- Der Schreib-Lesekopf ist auf Position 0, d.h. Posg ¢ muss gelten.

- Die Eingabe w = a; - - - a,, steht auf dem Band und alle anderen Zellen enthalten das
Blank-Symbol. Dies leistet die Formel

( /\ Tapeq; q,,,) N ( /\ Tapey ;o) A ( /\ Tapey ; )-
1€{0,...,n—1} ie{—p(n),...,—1} i€{n,...,p(n)}

Daher setzen wir

Anfang := Stateq », N Posgo A ( /\ Tapeovmiﬂ) A ( /\ Tapeg ;) N ( /\ Tapeq ;o)
i€{0,....,n—1} ie{—p(n),...—1} i€{n,...,p(n)}

» Transition beschreibt die Formeln, die den Zustandsiibergang der TM fixieren:
- Fiir den Ubergang von ¢ zu t + 1 muss der Zustand, der Bandinhalt und die Kopfpo-
sition geandert werden. Sei dir(N) = 0,dir(L) = —1,dir(R) = 1. Dann kann der
Zustandsiibergang durch die folgende Formel beschrieben werden:

(Statenz A Posy i N Tapem’b)
/\ — \/ (Stat€t+1,z/ A\ P08t+17i+dir(y) A Tapet-l-l,i,b’)
te{0,...,p(n)—1}, (2/,b',y)E€8(2,b)
z€Z,

ie{—p(n)+1,...,p(n)—1},
bel

— Zellen des Bandes auf denen der Kopf nicht steht, bleiben unverindert. Das leistet
die Formel:
/\ ((—\Post,i A Tapet7i7b) = Tapet+1’i’b)
t€{0,...,p(n)—1},

i€{=p(n),...p(n)},
bel'

Insgesamt ergibt sich daher

(Statetyz N Posy; N Tﬂpet,i,b)

Transition := ( A = \/ (Stat€t+1,z/ N Posi i1 it dir(y) N TapetHﬂ-,b/) )
te{0,...,p(n)—1}, (#',b",y)€d(2,b)
2€7,
ie{—p(n)—l-l,...,p(n)—l},
bel’
/\( A ((ﬁPosm A Tapet’i,b) - Tapetﬂ?i’b))

te{0,...,p(n)—1},
ie{—p(n),...p(n)},
bel

e Ende beschreibt die Endbedingung, dass ein akzeptierender Zustand erreicht wird:

Ende = \/ Statet’z
ZGE,te{Or"'vp(n)}

Falls w € L, dann gibt es einen Lauf von M zyw " uz.v mit z. € F und r < p(n). Dann liefert
der Lauf eine Belegung I der Variablen von F', welche die Formel wahr macht: In der Unterfor-
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mel Rand belege die besuchten Zustdnde, Positionen und Bandinhalte mit 1, welche durch die
Konfigurationsfolge gegeben sind. Falls die Folge nach ¢, < p(n) Schritten endet, so setze die
Variablen fiir ¢t > ¢, auf die Werte fiir den Zeitpunkt ¢.. Die Anfang-Formel liefert immer die Be-
legung fiir die dort vorkommenden Variablen. Diese Belegung passt zur Anfangskonfiguration
des Laufs. Fiir die Transition-Formel, setze I(State;.) = 1,1(Pos;;) = 1,1(Tape,;,;,) = 1 ent-
sprechend der besuchten Zustande und alle anderen auf 0. Dann ist I( Transition) = 1, da alle
gemachten Ubergidnge auch genau in den Formeln abgebildet sind. SchliefSlich wurde durch
die erzeugte Belegung fiir Transition auch die Variable State, ., fur z. € E auf 1 gesetzt (da die
Konfigurationsfolge so endet). Insgesamt zeigt dies, dass die Formel erfiillbar ist.

Umgekehrt, wenn es eine erfiillende Belegung I gibt, d.h. I(F) = 1, dann kann daraus eine
Konfigurationsfolge konstruiert werden, die einen Lauf der Turingmaschine auf der Eingabe w
darstellt und akzeptierend endet.

Damit gilt w € L. <= F isterfillbar. SchliefSlich ist noch zu zeigen, dass die Formel F' in
(deterministischer) Polynomialzeit berechnet werden kann. Zunéchst ist klar, dass die Formel
berechenbar ist. Fiir die Laufzeit gentigt es, die Grofse der Formel zu betrachten. Wir nehmen
als Maf$ die Anzahl an Variablenvorkommen in Bezug auf p(n). Wir nehmen das Alphabet und
die Zustandsanzahl von konstanter Grofse an.

Dann hat die Formel Rand die GroRRe O(p(n)?), Die erste Unterformel ist von der GroRRe O(p(n)),
da wir die Zustandsanzahl als konstant annehmen. Fiir die zweite Teilformel von Rand wen-
den wir Lemma [15.2.3|an: Daher hat jede der ezactlyOne(...)-Formeln in der Konjunktion die
Grofle O(p(n)?) und davon gibt es O(p(n)) viele in der Konjunktion, was insgesamt O(p(n)?) er-
gibt. Die dritte Formel von Rand hat GrofSe O(p(n)?), da die inneren ezactlyOne(. . .)-Formeln
als konstant angesehen werden (da |I'| als konstant angenommen ist) und die Konjunktionen
O(p(n)?) als Faktor hinzuftigen.

Die GrofSe der Anfang-Formel ist O(p(n)). Die GrofSe beider Formeln der Transition-Formeln
ist O(p(n)?) und die GrofSe der Ende-Formel ist O(p(n)). Insgesamt zeigt dies, dass die GroRRe
der Formel F' polynomielle Lange hat und daher in Polynomialzeit berechnet werden kann. [

Satz 15.2.5 (Satz von Cook). Das Effiillbarkeitsproblem der Aussagenlogik ist N'P-vollstdndig.

Beweis. Dies gilt, da SAT € NP (gezeigt in Lemma|15.2.2) und SAT N'P-schwer ist (gezeigt in
Lemma|15.2.4). O
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In diesem Kapitel betrachten wir verschiedene Probleme und zeigen deren A/P-Vollstandigkeit,
indem wir Reduktionen bekannter A/P-vollstandiger Probleme auf die neuen Probleme ange-
ben (der N"P-Schwere-Beweis ist dadurch erbracht) und stets kurz argumentieren, dass das
gegebene Problem in AP liegt. Fiir den zweiten Schritt ist das Vorgehen in allen Féllen, ei-
ne mogliche Losung nichtdeterministisch zu raten und anschliefSend in polynomieller Zeit zu
verifizieren.

Sinn und Zweck dieses Kapitels ist es, den Umgang mit polynomiellen Reduktionen und der
NP-Vollstindigkeit zu iiben, aber auch einen Katalog an A/P-vollstandigen Problemen zu ken-
nen, damit man diese verwenden kann, um sie auf neue Probleme zu reduzieren.

Das folgende Diagramm zeigt unser Vorgehen: Es zeigt die in diesem Kapitel betrachteten Pro-
bleme und die Polynomialzeitreduktionen die wir prasentieren werden:

SAT
I
/Z—CNF—SAT
e T
CLIQUE ©  SETCOVER SUBSETSUM C(G)EéffglNG
| DIRECTED-
INDEPENDENT SET HAMILTON-
| CYCLE
VERTEX-COVER KNAPSACK  PARTITION |
UNDIRECTED-
HAMILTON-
CYCLE
BINPACKING

TRAVELLING-SALESPERSON

Fiir die in diesem Kapitel betrachteten Graphenprobleme nehmen wir stets an, dass der Graph
schlingenfrei ist (d.h. fiir jede Kante {u, v} eines Graphen gilt stets: u # v).

16.1. Das 3-CNF-SAT-Problem

Definition 16.1.1 (3-CNF-SAT). Das 3-CNF-SAT-Problem ldsst sich in der gegeben/gefragt-
Notation formulieren als:

gegeben: Eine aussagenlogische Formel F in konjunktiver Normalform, sodass jede Klausel
hdochstens 3 Literale enthdilt.

gefragt:  Ist F erfiillbar? Genauer: Gibt es eine erfiillende Belegung der Variablen mit den
Wahrheitswerten O und 1, sodass I’ den Wert 1 erhdilt?
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Zur Erinnerung: Eine aussagenlogische Formel ist in konjunktiver Normalform, wenn sie von
der Form A\, (\/7Z, L; ;) ist, wobei ein Literal L, ; eine aussagenlogische Variable oder deren
Negation ist. Die Subformeln (\/7, L; ;) bezeichnet man dabei als Klausel. Oft schreibt man ei-
ne konjunktive Normalform als Menge von Mengen: {{L11,..., Lin, }s-- -, {Lm,1s-- -, L } }-
Wir nehmen stets an, dass eine CNF keine Klauseln enthilt, die  und —z enthalt: Da diese

Klauseln immer wahr sind, konnen sie stets geloscht werden.

Beachte, dass eine erfiillende Belegung einer CNF, mindestens ein Literal pro Klausel wahr
machen muss.

Jede aussagenlogische Formel kann in eine dquivalente konjunktive Normalform gebracht wer-
den (der Algorithmus dazu ist in Kurzform: Implikation und Biimplikation auflosen, Negatio-
nen nach innen schieben und anschliefSend Ausmultiplizieren (Distributivitat, Kommutativi-
tat, Assoziativitat anwenden), um konjunktive Normalform herzustellen). Allerdings hat die-
ser Algorithmus im worst case exponentielle Laufzeit (und erzeugt im worst case exponentiell
grofSe konjunktive Normalformen). Daher kann dieser Algorithmus nicht verwendet werden,
um eine Polynomialzeitreduktion von SAT auf 3-CNF-SAT anzugeben.

Satz 16.1.2. 3-CNF-SAT ist N'P-vollstindig.

Beweis. Wir zeigen die beiden benotigten Teile:

* 3-CNF-SAT € A'P: Eine NTM liest zuerst die Eingabe und die Menge der vorkommenden
Variablen. Dann rit sie nicht-deterministisch eine Belegung der Variablen und schlief3-
lich verifiziert sie, ob die geratene Belegung die Formel erfiillt. Die NTM akzeptiert, wenn
die Belegung eine erfiillende Belegung ist. Das Verifizieren kann in Polynomialzeit durch-
gefiihrt werden, da die Belegung angewendet werden muss und anschliefsend die Opera-
toren ausgewertet werden.

¢ 3-CNF-SAT ist N'P-schwer: Wir zeigen SAT <,, 3-CNF-SAT. Dafiir miissen wir eine poly-
nomiell berechenbare, totale Funktion f angeben, die jede aussagenlogische Formel F'in
eine 3-CNF iberfiihrt, sodass F erfiillbar g.d.w. f(F) erfiillbar. Die Transformation muss
daher nicht die Aquivalenz, sondern nur die Erfiillbarkeitsdaquivalenz erhalten.

— 1. Schritt: Schiebe alle Negationen nach innen vor die Variablen. Dafiir werden die
Regeln -——F — F,+(FAG) - -FV -G, ~(FVG) - -FA-G,~(F < G)—
(=F) <= Gund ~-(F = G) — F A -G angewendet.

- 2. Schritt: Betrachte den Syntaxbaum, der die Formel repriasentiert, wobei wie Blat-
ter mit Literalen identifizieren (d.h. Negationen tauchen nur in den Blattmarkierun-
gen auf, aber sonst nirgends). Fiir jeden Nichtblatt-Knoten fiihre eine neue aussa-
genlogische Variable ein.

- 3. Schritt: Durchlaufe den Baum von oben nach unten und erzeuge fiir jede Gabelung

X
®

VRN

Ly Lo

wobei ® € { < ,A,V, = } und L, L, entweder die aussagenlogische-Variable
(fir Nichtblatt-Knoten) oder das Literal am Blatt, die Formel (X <= (L; ® L2))

Konjugiere alle diese Formeln und zusitzlich die Formel W, wobei W die Varia-
ble fiir die Wurzel der Formel ist. Damit erhalt man eine Formel von der Form
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W AN x(Xi <= (X; ®; X)), wobei X, Literale sind.

- 4.Schritt: SchliefSlich berechne fiir jede Subformel (X; <= (X; ®; X})) die CNF
mit dem {iblichen Algorithmus. Die Grofse dieser CNFs ist jeweils konstant und die
Berechnung pro CNF ist auch konstant. AufSerdem kann jede Klausel nur drei Lite-
rale enthalten, da nur drei Variablen vorkommen und - falls eine Variable mehrfach
vorkommt, kann entweder die Kopie eliminiert werden, oder die gesamte Klausel
geloscht werden. SchliefSlich liefert die Konjunktion all dieser Klauseln eine 3-CNF.

Die GrofSe der 3-CNF ist polynomiell in der urspriinglichen Formel und die 3-CNF kann
in Polynomialzeit berechnet werden. Sei f die Funktion, die aus der aussagenlogischen
Formel F diese 3-CNF berechnet. Dann gilt F erfiillbar g.d.w. f(F) erfiillbar: Wenn es
eine Belegung I gibt, sodass I(F) = 1 gilt, dann kann I erweitert werden zu I’, sodass
I'(f(F)) = 1: Setze I'(X) = I(X) fiir alle Variablen, die in F' vorkommen und setze
I'(W) = 1 fiir die Variable W an der Wurzel. Fiir alle anderen neuen Variablen X, setze
I'(X)so,dass I'(X) = I'(L1®Lo) gilt. Umgekehrt, wenn Belegung .J die Formel f(F') wahr
macht (d.h. J(f(F)) = 1), dann gilt auch, dass die Restriktion von J auf die Variablen von
F, die Formel F wahr macht.

Damit haben wir gezeigt SAT <,, 3-CNF-SAT. Da SAT N P-schwer, ist somit auch 3-CNF-
SAT N'P-schwer. O

16.2. Das CLIQUE-Problem

Fiir einen ungerichteten Graph G = (V, F) mit Knotenmengen V' und Kantenmenge F ist eine
Clique der Grofse k eine Menge V/ C V, sodass |V'| = k und fiir alle u,v € V' mit u # v gilt:
{u,v} € E.

Beispiel 16.2.1. Der Graph G = (V, E) mit Knotenmenge V. = {1,...,9} und Kantenmen-

ge B = {{1,2},{1,3},{1,4},{2,3},{2,4},{2,6},{3,4},{3,5},{3,5}, {4, 7},{6, 7}, {6, 8}, {8, 9} }
gezeichnet als

hat eine Clique der GrofSe 4, ndmlich {1, 2, 3,4} und z.B. sind die Mengen {1, 2,3}, {1, 2,4}, {1, 3,4},
{2,3,4}, {3,4,5} Cliquen der GrofSe 3.

Definition 16.2.2 (CLIQUE-Problem). Das CLIQUE-Problem ldsst sich in der gegeben/gefragt-
Notation formulieren durch:

gegeben:  Ein ungerichteter Graph G = (V, E') und eine Zahl k. € N.
gefragt:  Besitzt G eine Clique der Gréfse mindestens k?
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Satz 16.2.3. CLIQUE ist N'P-vollstindig.

Beweis. Wir zeigen die beiden benétigten Teile:

» CLIQUE € N'P: Es gibt eine NTM, die zundchst alle Knoten und die Zahl % aus der Be-
schreibung extrahiert und anschliefSsend nichtdeterministisch eine Menge von k£ Knoten
rat und fiir jede der nichtdeterministischen Moglichkeiten verifiziert, ob die Menge eine
CLIQUE ist. Die Verifikation kann in quadratischer Laufzeit durchgefiihrt werden. Daher
ist die Laufzeit der NTM polynomiell beschrankt.

» CLIQUE ist N'P-schwer. Wir zeigen 3-CNF-SAT <, CLIQUE. Daher miissen wir eine in
Polynomialzeit berechenbare, totale Funktion f angeben, die jeder 3-CNF F einen Graph
f(F) zuordnet, sodass gilt: F ist erfillbar g.d.w. f(F') eine Clique der GrofSe mindestens
k hat (wobei wir & selbst festlegen diirfen).

Sei ' = K1 A...\K,, eine 3-CNF, wobei K; = (L; 1 VLoV L; 3) firi = 1, ..., m. Hierbei
nehmen wir also an, dass jede Klausel aus genau 3 Literalen besteht (ist dies nicht der Fall,
so vervielfachen wir das erste Literal). Fiir jedes L; ; erzeugen wir einen Knoten (¢, j) im
Graphen, d.h. V ={J", {(,1), (4, 2), (4, 3) }. Fiir die Kantenmenge ziehen wir keine Kante
innerhalb der drei Knoten, die aus einer Klausel stammen, sondern nur Kanten zwischen
sverschiedenen Klauseln®, d.h. E C {{(i,7),(#,5)} | i # i ANi,i' € {1,...,m} Aj,j €
{1,2,3}}. Dabei wird die maximale Menge an Kanten genommen, sodass sich niemals
zwei verbundene Literale L; ; und Ly j; widersprechen (d.h. L; ; # L j/» wobei L das
negierte Literal zu L ist: 7 = -z und =7 = x).

Das ergibt E := {{(i,), (', j))} | i # i Ni, i’ € {1,...,m} Aj,j" € {1,2,3},Lij # Ly}
Die Abbildung f(F') = ((V, E),m) ist in Polynomialzelt berechenbar und total.

Es verbleibt zu zeigen, dass F erfiillbar ist g.d.w. (V, E) eine Clique der Grofse min-
destens m hat. Wenn F erfiillbar ist, dann gibt es eine Belegung I der Variablen, die
in jeder Klausel mindestens ein Literal wahr macht. D.h. es gibt L, ;,,..., Ly, j, mit
I(Lvj,) =1,...,1(Lmy,) = 1. Daher konnen sich diese Literale nicht widersprechen und
sie sind im Graphen paarweise miteinander verbunden, d.h. sie formen eine Clique der
GrofSe m. Umgekehrt, wenn (V, E) eine Clique der GrofSe mindestens m hat, dann muss
es eine Knotenmenge V' = {(i1,j1), - . - (m, jm)} geben, die eine Clique der Grofse m for-
men. Da Knoten (4, z) und (i, y) nie miteinander verbunden sind, missen alle i1, ..., iy,
paarweise verschieden sein, also {i1,...,i,} = {1,...,m} gelten. Damit folgt: Die Lite-
rale L;, ;,, ... Lip, jm widersprechen sich paarweise nicht und wir konnen eine Belegung
I konstruieren mit /(x) = 1wenn L;, j, =z und I(z) =0wenn L; ; ;, = ~zund I(y) =1
fiir alle anderen Variablen, die nicht dadurch bestimmt werden. Da I je ein Literal in jeder
Klausel wahr macht, gilt I(F) = 1. O

Beispiel 16.2.4. Sei F' = (.%'1 V x9 V —xs (—u’Bl V o V .%'3) VAN (:Bl V —xo V —|:B3)
(

) A
1), (1,2),(1,3), (2, 1),

Dannist f(F) = (V,E,3) mit V = {(1, 2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3)} und
E={{11),2,2)} {(1,1),(2,3)}, {(1,1), 3, 1)}, {(1 1) 3,2)} {(1,1),(3,3)}, {(1,2), (2, 1)},
{(1,2),(2,2)}, {(1,2),(2,3)}, {(1,2),3, 1}, {(1,2),3,3)}, {(1,3),(2,D}, {(1,3),(2,2)},
{(1,3),(2,3)}, {(1,3),3, D}, {(1,3),3,2)}, {(2,1),3,2)}, {(2,1),3,3)}, {(2,2),3, 1)},
{(2,2),(3,3)}, {(2,3),(3,1)}, {(2,3),(3,2)}} und kann wie in Abb. [16.1] dargestellt gezeich-

(3
net werden. Z.B. ist {(1,1),(2,2),(3,3)} eine Clique der GrofSe 3. Die zugehorige Belegung ist
I(i‘l) = 1,[(1‘2) = 1,](1’3) =0.
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Abbildung 16.1.: Graph zu Beispiel Beispiel
16.3. Das INDEPENDENT-SET-Problem

Fiir einen ungerichteten Graphen G = (V, E) ist V/ C V eine unabhdngige Knotenmenge, wenn
keine zwei Knoten aus V" iiber eine Kante verbunden sind, d.h. u,v € V' = {u,v} &€ E.

Beispiel 16.3.1. Der Graph

hat mehrere unabhdngige Knotenmengen der GrofSe 4, z.B.{2, 5,7, 8}, aber keine unabhdingige Kno-
tenmenge der GrofSe 5.

Fiir einen Graphen G = (V, E) ist der Komplementgraph zu G, der Graph G = (V, E) mit E =
{{u, 0} | w0 € V,u# v, {u,v} & B},

Lemma 16.3.2. Fiir jeden ungerichteten Graph G gilt: G hat eine unabhdingige Knotenmenge der
Grofse k genau dann, wenn G eine Clique der GrofSe k hat.

Beweis. Sei G = (V, E). Dann gilt:

V' ist unabhidngige Knotenmenge der Grofse &
gdw. V' CVmitu,veV' = {u,v} ¢ Eund|V’'|=k
gdw. w,veV = {uv}eF
g.dw. V'isteine Clique der GroRe k in G
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Beispiel 16.3.3. Der Graph

Der Komplementgraph hat {1, 2, 3,4} als unabhdngige Knotenmenge.

Definition 16.3.4 (INDEPENDENT-SET-Problem). Das INDEPENDENT-SET-Problem ldisst sich
in der gegeben/gefragt-Notation formulieren durch:

gegeben:  Ein ungerichteter Graph G = (V, E') und eine Zahl k. € N.
gefragt:  Besitzt G eine unabhdngige Knotenmenge der GrofSe mindestens k?

Satz 16.3.5. INDEPENDENT-SET ist N'P-volistindig.

Beweis. Wir zeigen die beiden benotigten Teile:

« INDEPENDENT-SET € ANP: Es gibt eine NTM, die zunichst alle Knoten und die Zahl
k aus der Beschreibung extrahiert und anschliefSend nichtdeterministisch eine Menge
von k Knoten rét und fiir jede der nichtdeterministischen Moglichkeiten verifiziert, ob
fiir jedes Paar {u,v} aus der geratenen Menge gilt {u,v} ¢ E. Die Verifikation kann in
polynomieller Laufzeit durchgefiihrt werden. Daher ist die Laufzeit der NTM polynomiell
beschrankt.

INDEPENDENT-SET ist NP-schwer. Wir zeigen CLIQUE <, INDEPENDENT-SET. Sei
f((V,E,m)) = (V,E,m) wobei E = {{u,v} | u,v € V,{u,v} ¢ E}. Dann gilt (V, E)
hat eine Clique der Grofe m genau dann, wenn (V, E) eine unabhingige Knotenmenge
der GrofSe m hat. Da die Funktion f in Polynomialzeit berechnet werden kann, gilt CLI-
QUE <, INDEPENDENT-SET und da CLIQUE N P-schwer, folgt auch INDEPENDENT-SET
ist N'P-schwer. O
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16.4. Das VERTEX-COVER-Problem

Fir einen ungerichteten Graph G = (V, E) ist eine iiberdeckende Knotenmenge eine Teilmenge
V'’ C V aller Knoten, sodass jede Kante mindestens einen ihrer beiden Knoten in der Menge
hat, d.h. es gilt fiir alle Knoten u,v € V : {u,v} e E — ueV'vve V.

Lemma 16.4.1. G = (V, E) hat eine unabhdingige Knotenmenge der GrifSe k, g.d.w. G hat eine
liberdeckende Knotenmenge der GrofSe |V'| — k.

Beweis.
Es gilt:
V! C V ist unabhidngige Knotenmenge
gdw. uwveV = {u,v}¢FE
gdw. {u,w}eFE = ugV'vogV’
gdw. {u,w}eF = (ueV\V)V(@weV\V)
g.dw. V\ V’ist{iiberdeckende Knotenmenge

Beispiel 16.4.2. Der Graph

hat mehrere unabhdngige Knotenmengen der GrofSe 4, z.B.{2, 5, 7,8}. Nach dem vorherigen Lemma
gilt V'\ {2,5,7,8} ={1,3,4,6,9} ist eine iiberdeckende Knotenmenge, was sich auch am Graphen
verifizieren ldsst: Jede Kante enthdlt mindestens einen weifSen Knoten.

Definition 16.4.3 (VERTEX-COVER-Problem). Das VERTEX-COVER-Problem ldsst sich in der
gegeben/gefragt-Notation formulieren durch:

gegeben:  Ein ungerichteter Graph G = (V, E) und eine Zahl k. € N.
gefragt:  Besitzt G eine iiberdeckende Knotenmenge der GrofSe hochstens k?

Satz 16.4.4. VERTEX-COVER ist N'P-vollstindig.

Beweis. Wir zeigen die beiden bendtigten Teile. Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph.

* VERTEX-COVER € N'P:Es gibt eine NTM, die zunéchst alle Knoten und die Zahl & aus der
Beschreibung extrahiert und anschliefSend nichtdeterministisch eine Menge V' C V von
k Knoten rat und fiir jede der nichtdeterministischen Moglichkeiten verifiziert, ob fiir jede
Kante mindestens einer ihrer beteiligten Knoten in der Menge ist. Die Verifikation kann in
polynomieller Laufzeit durchgefiihrt werden. Daher ist die Laufzeit der NTM polynomiell
beschrankt.
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» VERTEX-COVER ist N'P-schwer. Wir zeigen INDEPENDENT-SET <, VERTEX-COVER. Sei
f(V,E,m)) = (V, E,|V| —m). Dann gilt (wie eben gezeigt) (V, E) hat eine unabhingige
Knotenmenge der Grofse mindestens m g.d.w. (V, E) hat eine iiberdeckende Knotenmen-
ge der GrofSe hochstens |[V| — m. Da f in Polynomialzeit berechnet werden kann, gilt
INDEPENDENT-SET <,, VERTEX-COVER. O

16.5. Das SETCOVER-Problem

Definition 16.5.1 (SETCOVER-Problem). Das SETCOVER-Problem Idsst sich in der
gegeben/gefragt-Notation formulieren durch:

gegeben: Ein System von Mengen Ty,...,T, mit T1,...,T, C M, wobei M eine endliche
Grundmenge ist und eine Zahl n < k.

gefragt:  Gibt es eine Auswahlvonn MengenT;,,...,T;, (i; € {1,..., k) mitT; U.. UT;, =
M?

Beispiel 16.5.2. Fiir T} = {1,2,3,5}, T, = {1,2}, T3 = {3,4}, Ty = {3} (mit M = {1,2,3,4,5})
und n = 2 gibt es die Losung Ty, T3, da Ty U T3 = M.

Satz 16.5.3. SETCOVER ist N'P-vollstindig.

Beweis. Wir zeigen die beiden benétigten Teile:

« SETCOVER € N'P: Es gibt eine NTM, die zunéchst alle Mengen und die Zahl » aus der Be-
schreibung extrahiert und anschliefSend nichtdeterministisch n Mengen des Mengensys-
tems rat. Fiir jede der nichtdeterministischen Moglichkeiten wird anschliefSend (jeweils
deterministisch) verifiziert, ob die Vereinigung der geratenen Menge die Grundmenge M
ergibt. Die Verifikation kann in polynomieller Laufzeit durchgefiihrt werden. Daher ist
die Laufzeit der NTM polynomiell beschrankt.

» SETCOVER ist N'P-schwer. Wir zeigen 3-CNF-SAT <, SETCOVER. Sei F = K; A ... A K,
eine 3-CNF. Seien {z1,...,x,} die aussagenlogischen Variablen, die in F' vorkommen.
Setze M ={1,...,m,m+1,...,m+n}.Firi=1,...,nsei

Tio = {j|Literal z; kommt in Klausel K; vor} U {m + i}

T;p = {j | Literal —z; kommt in Klausel K; vor} U {m + i}
Das Mengensystem sei 7' 4, ..., T, T1py- -, Ty © M.
Wenn F erfiillbar, dann hat SETCOVER eine Losung: Sei I eine Belegung mit /(F') = 1.
Wenn I(z;) = 1 ,dann wiahle die Menge T; , und wenn I(z;) = 0, dann wahle die Menge
T; . Die so gewdhlten Mengen bestehen aus n Mengen und jede Zahl aus M kommt in
ihnen vor: Da jede Klausel durch I wahr gemacht wird, kommt jede Zahl 1, ..., m vor, da
jede Variable mit 0 oder 1 belegt wurde, kommt jede Zahl m + 1,..., m + n vor.
Umgekehrt gilt: Wenn es n Mengen Uy, ..., U, C Thq,...,Tna, Thp,-- -, Tnp gibt, sodass
Uy U...UU, = M, dann ist F erfiillbar: Damit die Zahlen m + i fiiri = 1,...,n alle
enthalten sind, muss T; , oder T} ; fiir jedes i = 1, ..., n unter den U; sein. Daher O.B.d.A.
Ui € {T;,,T;p} fur ¢ = 1,...,n. Wenn wir nun I(z;) = 1 setzen, wenn U; = T;, und
I(z;) = 0,wenn U; = T;, dann erfiillt I die Formel F': Da die Zahlen 1, . .., m alle enthal-
ten sind in | J U;, wird in jeder Klausel mindestens ein Literal auf wahr gesetzt.
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Sei f die Funktion die aus F, dass Mengensystem 7' 4, ..., Th 4, T1p,...,Tnp € M und
n als Zahl berechnet. Dann ist f in Polynomialzeit berechenbar und hat die Eigenschaft
dass F erfiillbar ist g.d.w. f(F') losbare SETCOVER-Instanz ist. Damit haben wir 3-CNF-
SAT <, SETCOVER gezeigt. O

16.6. Das SUBSETSUM-Problem

Definition 16.6.1 (SUBSETSUM-Problem). Das SUBSETSUM-Problem ldsst sich in der
gegeben/gefragt-Notation wie folgt formulieren:

gegeben: Natiirliche Zahlen aq, . ..,a; € Nund s € N
gefragt:  Gibt es eine Teilmenge I C {1,...,k}, sodass ), ;a; = s?

Satz 16.6.2. Das SUBSETSUM-Problem ist N"P-vollstindig.

Beweis. Wir zeigen die beiden benotigten Teile:

o SUBSETSUM € NP: Rate nichtdeterministisch eine Teilmenge I C {1,...,k} und an-
schliefSend verifiziere, dass ), ; a; = s gilt.

« SUBSETSUM ist N'P-schwer: Wir geben eine Polynomialzeitreduktion von 3-CNF-SAT
auf SUBSETSUM an. Sei F = K A ... A K,, eine 3-CNF, wobei jede Klausel genau drei Li-
terale habe (dies kann durch Vervielfachen von Literalen stets hergestellt werden). Seien
x1,...,x, die aussagenlogischen Variablen, die in F' vorkommen. Wir erzeugen n + m-
stellige Zahlen ¢;, f; fliri =1,...,n:

- Int; ist die i-te Stelle 1, und fiir j = 1,...,m ist jede n + j-te Stelle 1, falls Klausel
K das Literal x; enthalt.

- In f; ist die i-te Stelle 1 und fiir j = 1,...,m ist jede n + j-te Stelle 1, falls Klausel
K das Literal —z; enthalt.

- Alle anderen Stellen der Zahlen ¢;, f; sind 0.
Schliefilich gibt es noch Zahlen ¢;,d; fiir j = 1,...,m:
- In¢; ist genau die n + j-te Stelle 1 und alle anderen sind 0.
- Ind; ist genau die n + j-te Stelle 2 und alle anderen sind 0.
SchliefSlich sei s = uu

n—mal m—mal
Seialso f(F) = ((t1,- - tn, f1s- oy frsClyvosCmyd, ..., dp), s). Offensichtlich kann f in
Polynomialzeit berechnet werden. Die folgenden Aussagen gelten:

- Die Summe jeder Teilmenge der Zahlen erzeugt keine Ubertrige.

- Die n Einsen in s sorgen dafiir, dass in I jeweils ¢; oder f; enthalten ist aber nicht
beide.

- Die Wahl der ¢; und f; zahlt gleichzeitig in den Stellen n+1 bis n+m, welche Klauseln
durch Setzen von x; auf 1 (bzw. x; auf 0) wahr gemacht werden. In der Summe kann
dies pro Klausel eine Zahl zwischen 0 und 3 sein (je nachdem, ob 0,1,2 oder 3 Literale
der Klausel auf wahr gesetzt werden). Durch Hinzunahme der ¢; und/oder d; kann
die Zielsumme 4 pro Stelle j stets erreicht werden, wenn mindestens 1 Literal wahr
ist.
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Dabher gilt:

Wenn SUBSETSUM-Instanz ((t1,...,tn, fi,--+, fn,Cly- -y Cmyd1, ..., Cn), s) €ine Losung 1
hat, kann daraus eine erfiillende Belegung B fiir F’' konstruiert werden: Setze fiir i € I mit
1 <i<n:B(z;) =1lundsetze firi € I mitn+1 < i < n+n: B(z;) = 0. Umgekehrt kann
eine Belegung B fiir F' benutzt werden, um die Indizes I der Losung fiir das SUBSETSUM-
Problem zu konstruieren: I enthilt den Index von ¢; wenn B(z;) = 1, I enthélt den Index
von f; wenn B(z;) = 0, I enthdlt die Indizes der ¢;, d;, sodass sich die hinteren m Stellen
zu 4 aufsummieren, wobei fiir jede Stelle die Summe schon mindestens 1 durch die Wahl
der t;, f; ist (da B erfiillende Belegung).

Damit haben wir gezeigt 3-CNF-SAT <,, SUBSETSUM und aus der N"P-Schwere von 3-
CNF-SAT folgt die N"P-Schwere von SUBSETSUM. O

Beispiel 16.6.3. Die 3-CNF (z1 V z1 V x1) A (-1 V —x1 V —xq) wird durch die eben eingefiihrte
Ubersetzung f in die SUBSETSUM-Instanz

ay = tl =110
as = f1 =101
a3 = = 010
ag =co =001
as = d1 = 020
ag = d2 = 002

s =144

transformiert. Diese ist unlosbar (was dazu passt, dass die Formel unerfiillbar ist).

Beispiel 16.6.4. Betrachte die 3-CNF
(561 Vxo V _\.754) VAN (—\xl V X2 V —\ZL‘g) A\ (.731 V —x9 V I4) VAN (—\1‘1 Vxo V —\xg) A (—\LUQ VgV :134)
Dann erzeugt f die Zahlen:

a1 =1t =100010100 a9 =c; = 000010000
az =12 =010011010 a9 =cp = 000001000
az3 =t3 =001000001 a1 =c3 = 000000100
as =14 =000100101 ai2 =cq4 = 000000010
as = fi1 =100001010 a;3 =c5 = 000000001
ag = fo =010000101 a4 =d; = 000020000
a; = fz3 =001001010 a;5 =dz = 000002000
ag = fs =000110000 ajg =dz = 000000200

ai7 =d4 = 000000020

aig =ds = 000000002

s = 111144444

Eine Losung ist I = {2,4,5,7,9,10,11,12,13, 14, 16, 18}. Die zugehdrige erfiillende Belegung ist
B(l’l) = O,B(ZL‘Q) = 1,B(IL‘3) = O,B(:L'4) =1.
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16.7. Das KNAPSACK-Problem

Definition 16.7.1 (KNAPSACK-Problem). Das KNAPSACK-Problem ldsst sich in der
gegeben/gefragt-Notation wie folgt formulieren:

gegeben: k Gegenstdnde mit Gewichten wq, ..., w; € N und Nutzenwerten nq,...,n; € N,
sowie zwei Zahlen s,,, s, € N.
gefragt:  Gibt es eine Teilmenge I C {1,...,k}, sodass Y, ;w; < s, und ) ;. n; > 8,72

Beachte fiir w; = n; und s,, = s,, ergibt sich genau das SUBSETSUM-Problem, es ist daher ein
Spezialfall. Daher ist die Reduktion SUBSETSUM <,, KNAPSACK sehr einfach.

Satz 16.7.2. KNAPSACK ist N'P-volistindig.

Beweis. Wir zeigen die beiden benotigten Teile:

« KNAPSACK € N'P: Rate eine Teilmenge I C {1,...,k} nichtdeterministisch, anschlie-
Send priife, ob ), ; w; < s, und ), ; n; > s, gilt. Falls ja, dann akzeptiere. Die Laufzeit
der dies ausfiihrenden NTM ist polynomiell beschrankt.

e KNAPSACK ist N'P-schwer: Sei ((ai,...,a),s) eine SUBSETSUM-Instanz, dann sei
f(aty... ax),s) = (w1, ..., wg), (N1, ... nE), Sw, Sm) Mit w; = aj,n; = a; fliri=1,...k
und s, = sund s, = s. Es gilt ((ay,...,ax), s) hat eine Losung g.d.w. f((ai,...,ax),s)
hat eine Losung und f ist in polynomieller Zeit von einer DTM berechenbar. Daher gilt
SUBSETSUM <,, KNAPSACK. Damit folgt aus der N"P-Schwere von SUBSETSUM auch die
NP-Schwere von KNAPSACK. O

16.8. Das PARTITION-Problem

Definition 16.8.1 (PARTITION-Problem). Das PARTITION-Problem ldsst sich in der
gegeben/gefragt-Notation wie folgt formulieren:

gegeben: Natiirliche Zahlen ay, . ..,a; € N
gefragt:  Gibt es eine Teilmenge I C {1,... ,k} sodass 3 ,c;ai =D i1 ppg @i?

Satz 16.8.2. PARTITION ist N'P-vollstdindig.

Beweis. Wir zeigen die beiden benétigten Teile:

» PARTITION € N'P: Rate nichtdeterministisch I C {1,..., k} und priife anschliefSend, ob
Doier @ = D eq,. kp % 8ilt. Die dazu passende NTM lauft in (nichtdeterministischer)

Polynomialzeit.

o PARTITION ist N'P-schwer: Wir zeigen SUBSETSUM <, PARTITION. Sei
fl(a1,...,ax),s) = (a1,...,ak, Ggq1,0p12) Mit a1 = A+ sund agy2 = 24 — s,
wobei A = Zle ay. Die Funktion f kann von einer DTM in polynomieller Zeit berechnet
werden.

Wenn (ay,...,a, axi1, ags2) €ine PARTITION-Losung I C {1,...,k + 2} hat, dann gilt
Yier@i =24 =Y .c1 oy @- Dann kénnen nicht beide Indizes % + 1 und k + 2 in
liegen, da sonst die Summe zu grofS ist. Wenn k£ +2 € I, dannsei I’ = I\ {k + 2} und
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damit ), = 24 — (24 — s) = s, d.h. I’ ist eine Losung fiir die SUBSETSUM-Instanz
((a1,...,ax),s). Wenn k +1 € I,dann sei I’ = {1,...,k} \ J und damit }_,_,, = 24 —
(2A — s) = sund I’ ist eine Losung fiir die SUBSETSUM-Instanz ((aq, ..., ax), s).

Wenn I C {1,...,k} eine Losung fiir die SUBSETSUM-Instanz ((aq,...,ax), s), dann ist
I U{k + 2} eine Losung fiir die PARTITION-Instanz (ay, .. ., ag, Gk+1, Gg+2)-

Daher gilt ((aq,...,ax), s) ist 1osbar g.d.w. f((aq,...,ax),s) ist 1osbar. Damit haben wir
SUBSETSUM <,, PARTITION gezeigt. Da SUBSETSUM N'P-schwer ist, ist auch PARTITI-
ON N'P-schwer. O

Beispiel 16.8.3. Sei ((1,2,3,4,5,6),14) eine SUBSETSUM-Instanz. Dann ist (1,2,3,4,5,6,35,28) die
von der Funktion f erzeugte PARTITION-Instanz. Eine Losungist [ = {1,3,4,6,8} dal+3+4+
6+ 28 =42 =2+ 5+ 35. Damit ist I' = {1, 3,4,6} eine Losung der SUBSETSUM-Instanz (was
auch stimmt, da1+ 3+ 4+ 6 = 14).

16.9. Das BINPACKING-Problem

Definition 16.9.1 (BINPACKING-Problem). Das BINPACKING-Problem ldsst sich in der
gegeben/gefragt-Notation wie folgt formulieren:

gegeben: Natiirliche Zahlen a,...,a; € N, die BehdltergrofsSe b € N, und die Anzahl der

Behdilter m
gefragt:  Kann man alle gegeben Zahlen, so auf die Behdilter aufteilen, sodass keiner der Behdil-
tertiberlduft? Formal: Gibt es eine totale Funktion assign : {1,...,k} — {1,...,m},

sodass fiir alle j € {1,...,m} gilt: Zassign(i):j a; < b?
Satz 16.9.2. BINPACKING ist N'P-vollstindig.

Beweis. Wir zeigen die beiden benétigten Teile:

« BINPACKING € N'P: Rate nichtdeterministisch fiir jede Zahl a; in welchen Behilter sie
gehort. (D.h. rate die Funktion assign.) AnschliefSend verifiziere, dass die geratene Funk-
tion eine LOosung ist. Dies kann in Polynomialzeit auf einer NTM durchgefiihrt werden.

e BINPACKING ist AN'P-schwer. Sei (ai,...,a;) eine PARTITION-Instanz. Dann sei

f(ai,...,ax)die BINPACKING-Instanz mit Zahlen ay, . . ., ax, BehdltergrofSe b = L#j
und m = 2 Behaltern.

Wenn Y% a, eine ungerade Zahl ist, dann ist die PARTITION-Instanz unldsbar und die
BINPACKING-Instanz ebenso (da die Behalter nicht ausreichen). Anderenfalls sei I C
{1,...,k} eine Losung fiir die PARTITION-Instanz, dann ist

1, wenni el
2, wenni & 1

assign(i) = {

eine Losung fiir die BINPACKING-Instanz. Umgekehrt kann aus einer Losung fiir die
BINPACKING-Instanz mit I = {i | 1 < i < k,assign(i) = 1} eine Losung fiir die
PARTITION-Instanz erstellt werden. Da f in Polynomialzeit berechnet werden kann,
gilt PARTITION <,, BINPACKING. Aus der N'P-Schwere von PARTITION folgt die N'P-
Schwere von BINPACKING. O
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16.10. Das DIRECTED-HAMILTON-CYCLE-Problem

Definition 16.10.1 (DIRECTED-HAMILTON-CYCLE-Problem). Das DIRECTED-HAMILTON-
CYCLE-Problem ldsst sich in der gegeben/gefragt-Notation wie folgt formulieren:

gegeben: Ein gerichteter Graph G = (V, E) mit V = {v1,...,v,}

gefragt:  Gibt es einen Hamilton-Kreis in G, d.h. einen Kreis, der genau alle Knoten einmal
besucht? Formaler kann dies als Frage formuliert werden: Gibt es eine Permutation
T {1, e ,n} — {1, e ,n}, sodass (Uﬂ(i),vﬂ(i_;'_l)) € Fund (’Uw(n),vﬂ(l)) e kE?

Satz 16.10.2. DIRECTED-HAMILTON-CYCLE ist N'P-volistindig.

Beweis. Wir zeigen die beiden benétigten Teile:

» DIRECTED-HAMILTON-CYCLE € NP: Rate nichtdeterministisch die Permutation = und
verifiziere anschliefdend, ob (v, (), vr(i+1)) € £ und (vy),vra)) € E gilt. Dies kann auf
einer NTM in Polynomialzeit entschieden werden.

« DIRECTED-HAMILTON-CYCLE ist A"P-schwer: Wir geben eine Polynomialzeitreduktion
von 3-CNF-SAT auf DIRECTED-HAMILTON-CYCLE an. Sei F' = K| A...AK,, eine 3-CNF,
sodass jede Klausel K; genau 3 Literale enthalt. Seien {z1, ..., z,} die aussagenlogischen
Variablen, die in F' vorkommen.

Dann erzeugen wir zunichst einen Graph der Form

C )

Die Idee dabei ist, dass der Hamilton-Kreis Knoten z; oben durchlduft, wenn z; in der
erfiillenden Belegung auf 1 gesetzt wird und z; unten durchlauft, wenn z; in der erfiillen-
den Belegung auf 0 gesetzt wird. Da nur einer der beiden Durchldaufe moglich ist, ist die
Belegung dadurch wohl-definiert.

Fiir das Auftreten der z; in den Klauseln betrachten wir zundchst den folgenden Teilgra-
phen, den wir mit K; bezeichnen:

Oa%a®
OaOnO

Dieser Teilgraph hat sehr besondere Eigenschaften:
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Jeder Hamilton-Kreis, der durch den Eingang mf in K; hereingeht, muss K; durch
den Knoten out! verlassen: Anderenfalls gibt es ,blockierte Knoten®, die durch den
Hamilton-Kreis nicht mehr besucht werden konnen (betrachte alle endlich vielen
Falle).

- Ein Hamilton-Kreis, der in in] in K hereingeht und K durch out{ verlasst, kann
durch
* in], out], oder
* inl,in}, out}, out], oder
* z'njl, in%, in%, outj2, outé, outj1
in dieser Reihenfolge laufen.

- Ein Hamilton-Kreis, der in in} in K, hereingeht und K; durch out}, verldsst, kann
durch
* in3, out}, oder
* ind,in], out], out], oder

* z'nJQ, in{, in?,), outé, out]l, outj2
in dieser Reihenfolge laufen.

~ Ein Hamilton-Kreis, der in in} in K; hereingeht und K; durch out} verlésst, kann
durch

* ind, out}, oder

* qnd, ind, out}, out}, oder

* qnd, ind, ind, out], out}, out},
in dieser Reihenfolge laufen.

- Je nachdem, wie daher K; durch einen Hamilton-Kreis durchlaufen wird, kann K;
einmal, zweimal, oder dreimal durchquert werden.

Wir stellen K; abstrakt durch

— —>
— K; t—
— —>

dar. Fur jede Klausel K; gibt es einen Teilgraphen K;. Wenn K; = L{ v Lg VI, dann wird
Eingang in] und Ausgang out{ entsprechend L}, Eingang in; und Ausgang out) entspre-
chend L}, Eingang inj und Ausgang out’, entsprechend L’ verbunden.

Wenn Li = x;, dann liegt mi nach outi auf dem oberen Pfad zwischen Knoten z; und x; 1
(bzw. z,, und x4 fiir i = n).

Wenn Lj = —;, dann liegt inj, nach out], auf dem unteren Pfad zwischen Knoten z; und
2i+1 (bzw. x,, und x; fiir ¢ = n).

Beachte, dass zwischen z; und z;; alle K; durchlaufen werden, deren zugehorige Klau-
seln K; die Variable z; (als positives oder negative Literal) enthalten. Die Reihenfolge
der K ist dabei irrelevant (wir nehmen die geordnete Reihenfolge an: Wenn K; und K/
zwischen x; und x;.1 durch denselben Pfad (den oberen oder den unteren) durchlaufen
werden, und j < j/, dann laufe erst durch K; und dann durch K.
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Beachte, dass diese Konstruktion in Polynomialzeit durchgefiihrt werden kann, indem
zundchst die Knoten 1, . . ., x,, erzeugt werden und die jeweils oberen und unteren Pfade
von z; und ;1 direkt verbunden werden. Anschliefsend werden die Klauseln K7, ..., K,
in dieser Reihenfolge abgearbeitet werden, um die Verbindungen zwischen z; und K; und
K und z; 1 zu erzeugen (durch Auftrennen der bestehenden Verbindungen).

Insgesamt werden dadurch alle Ein- und Ausginge jedes K; angeschlossen, d.h. der Graph
ist wohl geformt.

Wenn der Graph einen Hamilton-Kreis hat, dann lduft der Kreis entweder oben durch z;
oder unten durch z;. Dementsprechend konstruieren wir die Belegung I(x;) = 1 bzw.
I(z;) = 0. Der Hamilton-Kreis durchlauft jedes K; mindestens einmal (bis zu dreimal).
Die Anzahl der Durchldufe korrespondiert genau dazu, wie viele Literale in der Klausel
durch I wahr gemacht werden. Daher ist I(F') = 1. Umgekehrt, wenn [ eine Belegung mit
I(F) = 1ist, dann hat der Graph einen Hamilton-Kreis: Durchlaufe die Knoten z; oben,
wenn I (z;) = 1 und unten, wenn I(z;) = 0. Dabei wird K; ein bis drei Mal (entsprechend
der oben gezeigten Moglichkeiten) durchlaufen, je nachdem welche und wie viele Literale
in der Klausel K; durch I wahr gemacht werden.

Dies zeigt: 3-CNF-SAT <, DIRECTED-HAMILTON-CYCLE und damit die A"P-Schwere
von DIRECTED-HAMILTON-CYCLE.

O

Beispiel 16.10.3. Sei ' = K| A Ky A K3 A K4 eine 3-CNF, sodass
e z; kommt an 2. Position in Ky vor
o z; kommt an 3. Position in Ko vor
e —x; kommt an 2. Position in K5 vor
o g, kommt an 1. und 2. Position in K, vor

Der konstruierte Ausschnitt des Graphen dazu ist

— — — AN
K — Ky t—

— _—>\—>

— —
K3 K,

— — — —

16.11. Das UNDIRECTED-HAMILTON-CYCLE-Problem

Definition 16.11.1 (UNDIRECTED-HAMILTON-CYCLE-Problem). Das UNDIRECTED-
HAMILTON-CYCLE-Problem ldsst sich in der gegeben/gefragt-Notation wie folgt formulieren:
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gegeben: Ein ungerichteter Graph G = (V, E) mit V. = {v1,...,v,}

gefragt:  Gibt es einen Hamilton-Kreis in G, d.h. einen Kreis, der genau alle Knoten einmal
besucht? Formaler kann dies als Frage formuliert werden: Gibt es eine Permutation
m:{l,...,n} = {1,...,n}, s0dass {vy(;), Vr(i+1)} € £ und {vyn),vz1y} € E?

Satz 16.11.2. UNDIRECTED-HAMILTON-CYCLE ist N'P-volistindig.

Beweis. Wir zeigen die beiden benotigten Teile:

« UNDIRECTED-HAMILTON-CYCLE € N'P: Rate die Permutation 7 nichtdeterministisch
und verifiziere anschlieffend, ob {v.(;), Vr(i11)} € Eund {v(,), v} € E gilt. Dies kann
auf einer NTM in Polynomialzeit durchgefiihrt werden.

« UNDIRECTED-HAMILTON-CYCLE ist A'P-schwer. Wir zeigen DIRECTED-HAMILTON-

CYCLE € NP <, UNDIRECTED-HAMILTON-CYCLE € NP. Sei f die Funktion, die aus
einem gerichteten Graphen (V, E) einen ungerichteten Graphen macht, sodass

fFV) = Ul{vin, v, vour} | v € V}
F(B) = {{uout, vin} | (w,0) € B} UUH{{vin, v}, {0, vour}} [ v € VY

D.h. jeder Knoten v mit Ein- und Ausgidngen

T~

(el

Damit kann der Knoten v im ungerichteten Graph durch einen Hamilton-Kreis nur in ei-
ner Richtung durchlaufen werden (von v;, durch v durch v,,; oder umgekehrt). Da dies
fiir alle Kanten und Knoten gemacht wird, gibt es nur dann einen Hamilton-Kreis im un-
gerichteten Graphen, wenn alle Knoten in der gleichen Reihenfolge durchlaufen werden.
Dabher gilt: Falls

wird ersetzt durch

Vin,m(1)s Un(1)s Vout,m(1)s - - - Vin,m(n)s Ur(n)s Yout,nw(n)s Vin,m(1)

ein ungerichteter Hamilton-Kreis, dann ist v,(1), . . ., vx(n), vx(1) der gerichtete Hamilton
Kreis; und bei ungerichtetem Hamilton-Kreis

Vout, (1) Vr(1)s Vin,m(1)s - - - Yout,m(n)> Vn(n)s Vin,m(n)s Yout,m(1)

gibt es den gerichteten Hamilton Kreis v, (1), . . ., Ur(n), Vr(1)-

Auch umgekehrt ist klar, dass es fiir jeden gerichteten Hamilton-Kreis einen gerichte-
ten gibt. Da f in Polynomialzeit berechenbar ist, haben zusammenfassend gezeigt, dass
DIRECTED-HAMILTON-CYCLE <,, UNDIRECTED-HAMILTON-CYCLE gilt. O
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16.12. Das TRAVELLING-SALESPERSON-Problem

Definition 16.12.1 (TRAVELLING-SALESPERSON-Problem).  Das TRAVELLING-
SALESPERSON-Problem lisst sich in der gegeben/gefragt-Notation wie folgt formulieren:

gegeben:  Ein Menge von Knoten (Stddten) V' = {v1,...,v,}, eine (n x n)-Matrix (M; ;) Ent-
fernungen M; ; € N zwischen den Stddten v; und v;, sowie eine Zahl k € N.
gefragt:  Gibt es eine Rundreise, die alle Stddte besucht und der Startort gleich dem Zielort
ist?
Formal: Gibt es eine Permutation = : {l,...,n} — {1,...,n}, sodass
(08T Mgy m(i1) + Manyrn(y < k2

Satz 16.12.2. Das TRAVELLING-SALESPERSON-Problem ist N"P-vollstdndig.

Beweis. Wir zeigen die beiden benétigten Teile:

e TRAVELLING-SALESPERSON € NP: Rate die Permutation 7 nichtdeterministisch und
verifiziere anschlieflend, dass (37~ My (i+1)) + Mrm)4=1) < k gilt. Dies kann auf
einer NTM in Polynomialzeit durchgefiihrt werden.

e TRAVELLING-SALESPERSON ist NP-schwer: Wir reduzieren UNDIRECTED-
HAMILTON-CYCLE in Polynomialzeit auf TRAVELLING-SALESPERSON: Sei G = (V, E)
mit V = {1,...,n}. Dannsei f(G) = (V, (M; j,n)) mit

. 1, wenn{i,j} € F
M =
b { 2, wenn{i,j} ¢ F

Wenn G einen ungerichteten Hamilton-Kreis hat, dann reprisentiert dieser Kreis eine
Rundreise der Lange n. Wenn f(G) eine Rundreise der Lange < n hat, dann muss die
Linge genau n sein. Daher konnen nur Kanten mit Entfernung 1 verwendet werden. Daher
hat G einen ungerichteten Hamilton-Kreis.

Die Funktion f kann in Polynomialzeit von einer DTM berechnet werden. Damit folgt
UNDIRECTED-HAMILTON-CYLE <,, TRAVELLING-SALESPERSON.

O]

16.13. Das GRAPH-COLORING-Problem

Definition 16.13.1 (GRAPH-COLORING-Problem). Das GRAPH-COLORING-Problem ldsst sich
in der gegeben/gefragt-Notation wie folgt formulieren:

gegeben: Ein ungerichteter Graph G = (V, E) und eine Zahl k € N.
gefragt:  Gibt es Fdrbung der Knoten in V mit < k Farben, sodass keine zwei benachbarten

Knoten in G, die gleiche Farbe erhalten?

Satz 16.13.2. GRAPH-COLORING ist N'P-vollstdndig.

Beweis. Wir zeigen die beiden benétigten Teile:
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* GRAPH-COLORING € NP: Rate nichtdeterministisch die Farbe aus {1, ..., k} fiir jeden
Knoten v € V. AnschliefSend verifiziere, dass die Farben von » und v stets verschieden
sind, fiir alle {u,v} € E. Die Verifikation kann in Polynomialzeit durchgefiihrt werden.
Daher kann GRAPH-COLORING auf einer NTM mit polynomieller Zeit entschieden wer-
den.

» GRAPH-COLORING ist N'P-schwer. Wir zeigen 3-CNF-SAT <, GRAPH-COLORING. Sei
F = K; N ...\ K, eine 3-CNF, sodass jede Klausel K; genau 3 Literale enthilt. Seien
{z1,...,x,} die aussagenlogischen Variablen, die in F' vorkommen.

Wir erzeugen ein GRAPH-COLORING Problem mit £ = 3, d.h. der Graph muss mit drei
Farben farbbar sein.

Konstruiere zundchst den Teilgraphen

Wenn der Graph 3-farbbar ist, dann miissen 7', N, F' mit allen drei Farben gefiarbt werden.
0.B.d.A. seien dies genau die Farben T', N, F' und die Knoten entsprechend gefiarbt (7" mit 7,
N mit N, F mit F). dann muss fiir eine Farbung stets (z;, —x;) mit (7, F') oder (F,T) gefarbt
werden. D.h. dieser Teilgraph sorgt dafiir, dass die Farbung genau eine Belegung der aussagen-
logischen Variablen erzeugt.

Fiir jede Klausel K; wird der folgende Teilgraph G erzeugt, bestehend aus den Knoten
lij, 125,135, A;, Bj, Cj, der das logische ,,oder” der drei Literale ,berechnen” soll. Sei K;:

@
@.@ :’a

Verbindet man die “Eingénge” [; j, 2 j, 3 ; mit den zugehorigen Literalen Ly, Lo, L3 (d.h. den
Knoten z;, bzw. —x;):
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dann gilt:
Wenn L1, Lo, L3 mit Farben 7' und F gefarbt sind, dann:
 Cj kann nicht mit 7" gefarbt werden, wenn L1, Lo, L3 alle mit F' gefarbt sind.
» Wenn mindestens ein L; (mit ¢ = 1,2, 3) mit 7" gefarbt ist, dann kann der Graph so gefirbt
werden, dass C; mit T gefarbt wird.
Beide Aussagen lassen sich durch probieren aller Moglichkeiten verifizieren.
SchliefSlich erzeuge alle Teilgraphen G| fiir K, ..., K,, und verbinde [; ; mit x;, wenn L; ; = x;,
und mit -z, wenn L; ; = —x;,. Schlieflich verbinde jeweils C; mit N und C; mit F.

Damit gilt: Der entstandene Graph ist 3-farbbar, wenn alle C; mit 7" gefarbt werden, was der
Fall ist, wenn jedes G; mit einem mit 7" gefarbten Literal am Eingang verbunden ist. Da dies
genau den Literalen der Klausel K entspricht, erfiillt die Belegung (z;) = 1, wenn z; mit T’
gefarbt wird, und I(z;) = 0 sonst, die 3-CNF.

Umgekehrt ldsst sich aus einer erfiillenden Belegung eine 3-Farbung fiir den Graphen erzeugen.
Da f in Polynomialzeit berechnet werden kann, haben wir 3-CNF-SAT <, GRAPH-COLORING
gezeigt. O
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