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Wiederholung: Graphen

Ein ungerichteter Graph G = (V, E) besteht aus
o einer endlichen Menge V' von Knoten (vertices)

o einer endlichen Menge E von Kanten (edges) wobei Kanten aus zwei Knoten
bestehen, und fiir alle {u,v} € E gilt u # v

ZB..G=(V,E)mitV ={1,2,3,4,5,6,7,8,9}
E= {{17 2}7 {17 3}7 {27 4}’ {37 4}7 {37 5}7 {47 5}7
{2,6},{4,7},{6,7},{6,8},{8,9}}

Beachte: Wir verbieten
@ Schlingen {u,u} € E,
o Mehrfachkanten (= mehrere
Kanten zwischen u und v)

o Hypergraphen (Kanten mit
nicht genau 2 Knoten)

Inhalt der kommenden Vorlesungen

NP-Vollstindigkeitsbeweise fiir eine Auswahl an Problemen.
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Wiederholung: Gerichtete Graphen

Bei gerichteten Graphen sind die Kanten gerichtet:
(u,v) € E statt {u,v} € E.

Daher sind Kanten (u,v) und (v, u) verschieden.

ZB:G=(V,E)mitV ={1,2,3,4,5,6,7,8,9}

E={(1,2),(1,3),(2,4),(3,4),(3,5), (4,5),
(2,6),(4,7),(6,7),(6,8),(8,9)}
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Cliquen in Graphen

Definition
Fiir einen ungerichteten Graph G = (V, E) ist eine Clique der GréBe k eine Menge
V' CV, sodass |V'| = k und fiir alle u,v € V' mit u # v gilt: {u,v} € E.

Beispiel:

Clique der GroBe 4
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N'P-Vollstandigkeit von CLIQUE (1)

Satz
CLIQUE ist N'P-vollstindig. J

Beweis: CLIQUE € NP
o Rate nichtdeterministisch eine Menge V/ C V von k Knoten

o Priife (deterministisch), ob fiir alle u,v € V' : {u,v} € E gilt.
Falls ja, akzeptiere, sonst verwerfe.

@ Daher kann eine NTM konstruiert werden, die CLIQUE in Polynomialzeit
entscheidet.

TCS | 38 NP-Vollstindigkeit von CL, IS und VC | SoSe 2022 7/27 CLIQUE

CLIQUE-Problem

Definition (CLIQUE-Problem)
Das CLIQUE-Problem l3sst sich in der gegeben/gefragt-Notation formulieren durch:

gegeben: Ein ungerichteter Graph G = (V, E) und eine Zahl k € N.

gefragt: Besitzt GG eine Clique der GroBe mindestens k7?7
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N'P-Vollstandigkeit von CLIQUE (2)

Beweis: CLIQUE ist N"P-schwer:
o Ziel: 3-CNF-SAT <, CLIQUE
@ Sei F =K1 A...NK,, eine 3-CNF, wobei
K;, = (Li’1 \% Li’z \Y Li’g) firi=1,...,m
(falls K; < 3 Literale hat, verdopple Literale)

o Fiir jedes L; ; erzeuge: Knoten (i, j) im Graphen, d.h.

m

V= U {(,1),(4,2), (i,3)}
i=1
-



NP-Vollstindigkeit von CLIQUE (3)

o Keine Kante innerhalb der drei Knoten {(7,1), (¢,2), (i,3)}

o Kanten zwischen ,,verschiedenen Klauseln*:

EC{{(i,5),,5)}|i#4 und i,i' € {1,...,m} und 4,5’ € {1,2,3}}

@ E maximal, ohne dass sich zwei verbundene Literale L; ; und L; ;j» widersprechen
(d.h. L j # Ly j», wobei: T ist negiertes Literal zu L: 7 = —z und =7 = z).

B {{(m, @)

i# i und i,i €{1,...,m} und j,j’ € {1,2,3}
und Li,j 75 Li’,j/

o f(F)=((V,E),m) ist in Polynomialzeit berechenbar.
o

NP-Vollstandigkeit von CLIQUE (5)

Zu Zeigen: F erfiillbar, g.d.w. (V| E) eine Clique der GroBe mindestens m hat.

n=
o (V, E) hat Clique der GroBe mindestens m.
@ Dann gibt es Clique V' = {(i1,51), - - - (im, Jm) },

e Da (i,2) und (i,y) nie miteinander verbunden sind, miissen alle i1, ...,4m,
paarweise verschieden sein, also {i1,...,in} ={1,...,m}.

o Daher: Die Literale L;, j,, ... Lip, jm widersprechen sich paarweise nicht

o Daher Belegung I mit I(x) =1 wenn L;, j, =« und I(z) =0 wenn L; ;, = &
und I(y) =1 fiir alle anderen Variablen

@ [ macht F' wahr
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NP-Vollstindigkeit von CLIQUE (4)

Zu Zeigen: F erfiillbar, g.d.w. (V, E) eine Clique der GréBe mindestens m hat.

"=

o Wenn F erfiillbar ist:
3 I, sodass in jeder Klausel I(K;) mind 1 Literal wahr.

e D.h.: Ll,j17 e Lm,jm mit I(Lle) =1,..., I(Lm,jm) =1.
@ Diese kdnnen sich paarweise nicht widersprechen
= sind im Graphen paarweise miteinander verbunden

o Sie formen eine Clique der GroBe m.
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Beispiel

Sei F' = (1‘1 ViV xl) A (—\.Tl V —xp V —\.231)

Es gibt keine Kanten, da sich (1,7) und (2, ) stets widersprechen.
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Beispiel (2)

Sei ' = (l‘l VvV V 1131) N (“.’171 V -z V 1131)

Jede der Cliquen der GroBe 2 fiihrt zu erfiillender Belegung, die x1 wahr macht.
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Unabhangige Knotenmenge

Definition
Fiir einen Graphen G = (V, E) ist V' C V eine unabhingige Knotenmenge

(independent set), wenn keine zwei Knoten aus V"’ iiber eine Kante verbunden sind,
dh . uveV = {u,v} €E.

Beispiel:
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Beispiel (3)

Sei ' = (.731 V xo V —|JJ3) N (—‘xl V xo V 133) A (]31 V —xo V —|JZ3)

Z.B.ist {(1,1),(2,2),(3,3)} eine Clique der GroBe 3.
Die zugehdrige Belegung ist I(z1) = 1,1(z2) = 1,1(z3) =0
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Komplementgraph

Fir Graph G = (V, E) ist der Komplementgraph zu G der Graph

G = (V,E) mit E = {{u,v} |u,v € V,u #v,{u,v} € E}

Lemma

Fiir jeden ungerichteten Graph G gilt: G hat eine unabhangige Knotenmenge der
GroBe k genau dann, wenn G eine Clique der GroBe k hat.

Beweis:
V' ist unabhingige Knotenmenge der GroBe k

gdw. V' CVmitu,veV' = {u,v} €Eund |V'|=k
gdw. V' CVmitu,veV' = {u,v}€Eund|V'|=k
g.dw. V'ist eine Clique der GroBe k in G
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Beispiel Beispiel (2)

Graph Komplementgraph
Komplementgraph
17/27 INDEPENDENT SET TCS | 38 NP-Vollsténdigkeit von CL, IS und VC | SoSe 2022 18/27 INDEPENDENT SET
INDEPENDENT-SET Problem NP-Vollstandigkeit von INDEPENDENT-SET
Satz
Definition (INDEPENDENT—SET—ProbIem) INDEPEN DENT_SET ist NP—vollstéindig. J

Das INDEPENDENT-SET-Problem lsst sich in der gegeben/gefragt-Notation

formulieren durch: Beweis, Teil 1: INDEPENDENT-SET € A'P:

o Rate nichtdeterministisch Menge V' von k Knoten.
o Verifiziere deterministisch, ob fiir jedes Paar {u,v} € V' gilt: {u,v} ¢ E.
Dies geht in Polynomialzeit.
/ @ Daher kann INDEPENDENT-SET in Polynomialzeit auf einer NTM entschieden
werden.

gegeben: Ein ungerichteter Graph G = (V| E) und eine Zahl k € N.

gefragt: Besitzt G eine unabhingige Knotenmenge der GroBe mindestens k7
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NP-Vollstandigkeit von INDEPENDENT-SET (2) Uberdeckende Knotenmenge

INDEPENDENT-SET ist N'P-schwer.

e Sei f(V,E,m))=(V,E,m) mit E = {{u,v} |u,v €V, {u,v} &E}. Definition

o Dann gilt: Fiir einen Graph G = (V, E) ist V! C V eine liberdeckende Knotenmenge (vertex
cover), wenn jede Kante aus E mindestens 1 Knoten in V' hat, d.h. fiir alle Knoten

(V, E) hat eine Clique der GroBe mindestens m
wv eV i{uv}eE = ueV'voeV'.

g.d.w.
(V, E) hat unabhingige Knotenmenge (independent set) der GroBe mindestens m.

Beachte:
o Funktion f kann in Polynomialzeit berechnet werden. @ V ist immer eine iiberdeckende Knotenmenge
o Daher: CLIQUE <, INDEPENDENT-SET @ Man mochte ein méglichst kleine Menge V' finden.
o Da CLIQUE N'P-schwer, folgt: INDEPENDENT-SET ist A'P-schwer.
2121 2/21
Beispiel Uberdeckende Knotenmengen vs. unabhangige Knotenmengen
Lemma

G = (V, E) hat eine unabhingige Knotenmenge der GroBe k
g.d.w.
G hat eine iiberdeckende Knotenmenge der GréBe |V| — k.

Beweis:

V! C V ist unabhingige Knotenmenge
gdw. wveV = {u,v} ¢FE
gdw. {u,v}€FE = ugV'vogV’
gdw. {u,v} e FE = (ueV\V)V(weV\V)
g.dw. V\ V' ist iiberdeckende Knotenmenge
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Beispiel Das VERTEX-COVER-Problem

Definition (VERTEX-COVER-Problem)

Das VERTEX-COVER-Problem l3sst sich in der gegeben/gefragt-Notation formulieren
durch:

gegeben: Ein ungerichteter Graph G = (V, E) und eine Zahl k € N.

gefragt: Besitzt G eine liberdeckende Knotenmenge der GroBe héchstens k7

unabhingige Knotenmenge

iberdeckende Knotenmenge
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NP-Vollstandigkeit von VERTEX-COVER

Satz
VERTEX-COVER- ist N"P-vollstindig. J

Beweis: Sei G = (V, E). VERTEX-COVER € N'P:
o Rate nichtdeterministisch eine Menge V/ C V von k Knoten
o Priife deterministisch (in Polynomialzeit), ob fiir alle {u,v} € E:u e V' Vv e V'
o D.h. VERTEX-COVER wird in Polynomialzeit von NTM entschieden.
VERTEX-COVER ist N'P-schwer:
o Sei f((V,E,m))=(V,E,|V|—m). Dann gilt:
(V, E)) hat unabhingige Knotenmenge (independent set) der GréBe mindestens m

g.d.w.
(V, E) hat iiberdeckende Knotenmenge (vertex cover) der GréBe hochstens |V — m.

@ Da f in Polynomialzeit berechnet werden kann, gilt
INDEPENDENT-SET <, VERTEX-COVER.
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