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In dieser Vorlesung: N'P-Vollstindigkeit von 3-CNF-SAT

Wiederholung: NP-Vollstandigkeit 3-CNF-SAT

Konjunktive Normalform
Aussagenlogische Formel F ist in konjunktiver Normalform (CNF), wenn:

Definition (N P-Vollstindigkeit) _—
Eine Sprache L heiBt N'P-vollstandig, wenn gilt F= /\(\/ Lij)
Q@ LeNPund i=1 j=1
@ L ist N'P-schwer (manchmal auch N'P-hart genannt):

Fiir alle L' € NP gilt L' <, L o Literal L; ; ist aussagenlogische Variable oder deren Negation

T
Ausreichend, um N'P-Vollstindigkeit von L zu zeigen: ° (j\=/1 Li;) ist eine Klausel
Q Zeige Le NP o Erfiillende Belegung muss > 1 Literal pro Klausel wahr machen.

@ Zeige Ly <, L fiir ein bekanntes N'P-vollstindiges Problem (z.B. Ly = SAT) Klauselmengenschreibweise: {{L11,...,Lin.}s---s{Lm1s---s Lmnnm } }
Annahme: Keine Klauseln, die 2 und —z enthalten
Diese Klauseln sind immer wahr und kdnnen geldscht werden.




Konjunktive Normalform 3-CNF-SAT

Jede aussagenlogische Formel kann in eine dquivalente konjunktive Normalform

gebracht werden: Definition (3-CNF-SAT)
o =, = aufldsen Das 3-CNF-SAT-Problem lasst sich in der gegeben/gefragt-Notation formulieren als:
@ Negationen nach innen schieben und anschlieBend Ausmultiplizieren
(Distributivitdt, Kommutativitat anwenden, um konjunktive Normalform gegeben: Eine aussagenlogische Formel F' in konjunktiver Normalform, sodass jede
herzustellen) Klausel hochstens 3 Literale enthalt.
Aber: . . .
Algorith hat | ielle Laufzei gefragt: Ist F erfiillbar? Genauer: Gibt es eine erfiillende Belegung der Variablen
o Algorithmus hat im worst case exponentiefle Laufzeit mit den Wahrheitswerten 0 und 1, sodass F' den Wert 1 erhalt?

@ Algorithmus kann daher nicht fiir eine Polynomialzeitreduktion verwendet

werden.
s [ o/« I
NP-Vollstandigkeit von 3-CNF-SAT NP-Vollstandigkeit von 3-CNF-SAT (2)
Satz Beweis, Teil 2: 3-CNF-SAT ist N'P-schwer
3-CNF-SAT ist N'P-vollstindig. J o Wir zeigen SAT <, 3-CNF-SAT.

@ Gesucht: Polynomiell berechenbare, totale Funktion f, sodass
F erfiillbar g.d.w. 3-CNF f(F') erfiillbar.

o f muss die Erfiillbarkeit erhalten, aber nicht die Aquivalenz

Beweis, Teil 1: 3-CNF-SAT ist in N'P
@ Rate nicht-deterministisch eine Belegung der Variablen

@ Priife in jedem nicht-deterministischen Zweig deterministisch, ob die Belegung die
3-CNF wahr macht. Akzeptiere in diesem Fall, sonst verwerfe.
Dies geht in Polynomialzeit in der GroBe der 3-CNF.

@ Daher kann 3-CNF-SAT auf einer NTM in Polynomialzeit entschieden werden.

o Verfahren, um F in erfiillbarkeitsdquivalente 3-CNF f(F') umzuformen, sodass
f(F) polynomielle GréBe in |F| hat:

Tseitin-Transformation




NP-Vollstandigkeit von 3-CNF-SAT (3) NP-Vollstandigkeit von 3-CNF-SAT (3)

Tseitin-Transformation:
o Schiebe alle Negationen nach innen vor die Literale, dabei werden die Regeln
-—F > F, ~(FAG) = -FV-G, -(FVG)— -FA-G,
-(F < G)— (-F) < Gund ~(F = G) — F A -G angewendet.
@ Syntaxbaum der Formel (Blatter = Literale):
Fiir jeden Nichtblatt-Knoten: neue aussagenlogische Variable

Tseitin-Transformation (Fortsetzung)
o Insgesamt: WA A, (Xi <= (X; ®; X)), wobei X, Literale sind.

o pro Gabelung: erzeuge ° irrec-};:e fiir jede Subformel (X; <= (X; ®; Xj)) die CNF mit dem iiblichen
gorithmus.
®X (X <= (L1 ®Ly)) o Lésche doppelte Vorkommen von Literalen.
/ \ o Ergibt 3-CNF, da pro Klausel nur 3 verschiedene Variablen vorkommen kdnnen.
Ly Lo

wobei ® € { < ,A,V, = } und Ly, L entweder die neue Variable oder das
Literal am Blatt.

o Konjugiere diese Formeln zu F” und schlieBlich erzeuge W A F, mit W Variable
fiir die Wurzel.

s 1o+ I
NP-Vollstandigkeit von 3-CNF-SAT (4) NP-Vollstandigkeit von 3-CNF-SAT (5)

F erfiillbar g.d.w. f(F) erfiillbar:
o ,=": Sei I Belegung mit I(F) = 1. Sei I’ Belegung mit
o I'(X) = I(X) fiir alle Variablen, die in F' vorkommen

Komplexitat: o I'(W) =1 fiir die Variable W an der Wurzel
o GroBe der kleinen CNFs ist konstant. o I'(X) =1I'(L1 ® L) fiir
X

o Jede Klausel hat nur 3 Literale: Mehr Variablen gibt es in den kleinen Formeln

&
nicht, doppelte Literale 16schen / \
o GroBe der 3-CNF ist polynomiell in der urspriinglichen Formel L Lo

@ Berechnung in Polynomialzeit geht daher! Dann gilt: I'(f(F)) = 1

e ,<": Sei J Belegung von f(F) mit J(f(F)) =1
Dann: I = J)yur(r) macht F wahr.
Damit: SAT <, 3-CNF-SAT.
Da SAT NP-schwer, ist somit auch 3-CNF-SAT A/P-schwer.




Beispiel Beispiel (2)

Berechnung der CNFs der kleinen Subformeln:

F=—(=(r3 = -x1) V12) WAW <= (XA )\ (X = (v3 = —11))
SW AWV (X A—2)) A (AW V(XA —22)) A (X = (25 = —a1))
Negationen nach innen schieben: SWA((WV(EXVe)AEWV(XA-2)AX <= (r3 = -11))
SWAWNAX)A WV 22) A (W V X)A (AW V —22) A (X <= (23 = —21))
(=(zs = —x1) V2) SWAWNV=X)A (W Va2) A (=W V X) A (=W V =)
= (=(=(zs = —21)) A —a2) A=XV (s = —21)) A (X V(23 = 1))
= (23 = —a1) A-aa) SWA(WN=X)A WV a2) A (=W V X)A (=W V )
/\(—\X V —x3 V —u’El) A\ (X \Y —|(—|1‘3 Vv —|.’r1))
Syntaxbaum dazu: SWAWNV-X)A WV z2) AWV X)A (W V —z2)
W /\(_‘XV_‘.Ts\/—‘xl)/\(X\/(Zg /\.’El))
A SWAWNY=X)A WV z2) A (=W VX)) A (W V ~2)
X / \ AEX V zg V) A(X Vas) A (X V)
= T2 Erfiillende Belegung J:
VRN JW) =1, J(X) =1, J(@1) = 0, J(23) = 0, J(ws) = 1
T3 T Belegung I:
Formel: WA (W <— (X A—xz2)) A (X <= (3 = —11)) I(x1) =0, I(z2) =0, I(z3) =1 effiillt F = —(—(z3 = —x1) V 22)




