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Motivation / Uberblick
@ Vorgeschlagen von Emil Post im Jahr 1946
Das Postsche Korrespondenzproblem o Es ist ein einfaches aber unentscheidbares Problem

o Es wird haufig verwendet, um es auf andere Probleme zu reduzieren und deren

Prof. Dr. David Sabel Unentscheidbarkeit zu zeigen

LFE Theoretische Informatik @ Es hat nichts mit Turingmaschinen und deren Akzeptanzverhalten zu tun
(im Gegensatz zu den verschiedenen Varianten vom Halteproblem)
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Definition des Postschen Korrespondenzproblems PCP ist wie ein Domino-Spiel
. . x X
Spielsteinarten: (| "' |,..., | %)
v1 Yk

Definition (Postsches Korrespondenzproblem)
Gesucht: Aneinandereihung der Spielsteine, sodass oben wie unten dasselbe Wort

Gegeb i ein Alphabet ¥ und ei
SR S G LSS 5 EE IS abgelesen werden kann. Dabei diirfen beliebig (aber endlich) viele Spielsteine

Folge von Wortpaaren K = ((z1,%1),- - -, (Tg, yr)) mit z;,y; € L. verwendet werden.
Das Postsche Korrespondenzproblem (PCP) ist die Frage, ob es fiir die gegebene Beispiel: b b
Folge K eine Folge von Indizes i1, ...,y mit i; € {1,...,k} gibt, sodass Sei K = ( @ , aa , a )
aba aa bb
Tiy  Ligy, = Yizs "~ Yim I=(1,2,3,2) ist eine Lésung, da
gilt. ) a baa | | ab| | baa | = abaaabbaa
aba | | aa bb aa | = abaaabbaa
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PCP-Beispiel Unentscheidbarkeit von PCP

Beweis in 2 Schritten:

) (5] (515

Instanz ' = ({bba baa aba b

MPCP ist das Modifzierte Postsche Korrespondenzproblem:

Die kiirzeste Losung benotigt 66 Paare: . o . [ i
Nur Losungen zuldssig, die mit dem ersten Spielstein Y beginnen
1

(2,1,3,1,1,2,4,2,1,3,1,3,1,1,3,1,1,2,4,1,1,2,4,3,1,4,4,3,1,1,1, 2, 4,
<
2,4,4,4,3,1,3,1,4,2,4,1,1,2,4,1,4,4,3,1,4,4,3,4,4,3,4,2,4,1,4,4, 3). © i = MpCP
Damit folgt aus der Unentscheidbarkeit von H die Unentscheidbarkeit von MPCP und
damit die Unentscheidbarkeit von PCP.
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Modifziertes PCP MPCP < PCP
Lemma
MPCP < PCP

Beweis: Gesucht: Berechenbares f mit: K MPCP-losbar g.d.w. f(K) PCP-lésbar.

Definition (Modifiziertes Postsches Korrespondenzproblem) - T e
irw=a;---a, € sei:

Gegeben sei ein Alphabet ¥ und eine Folge von Wortpaaren
w=Hartas# - FanF  b=ar#a# - H#FaH#  O=H#a ot Fao

1€ = ((‘rhyl)v 0009 ('Tlﬁyk)) mit Ti,Yi € ut.

Das Modifizierte Postsche Korrespondenzproblem (MPCP) ist die Frage, ob es fiir die S o]y (3] [ £ $

gegebene Folge K eine Folge von Indizes i1 = 1,4, ..., i, mit i; € {1,...,k} gibt, ei f( v | e )= nl w7 i #$ )
s = ey gilt ——

0daSS i i T Ui B @A) o) ot )hra o)

o 1,d9,...,0m Losung fir K = 1,ia+1,...,im+1,...,k+2 Losung fir f(K).
@ i1,...,0m Losung fir f(K) = i1,i2 — 1,...,4m—1 — 1 Lsung fiir K

x; $ ;i T
Fiir Lésungen muss gelten: iy = 1, | '™ | = und |7 | = \J(T)} fiir 2 < <ip
€ . ! [%m] [#55] [!/u] [wm st

TCS | 34 Das Postsche Korrespondenzproblem | SoSe 2022 7/23 PCP TCS | 34 Das Postsche Korrespondenzproblem | SoSe 2022 8/23



H < MPCP H < MPCP: Kopierregeln

Lemma
H < MPCP. J

Beweis:
@ m#w mit Turingmaschinenbeschreibung m und Eingabe w

o Erstelle MPCP-Instanz K = f(m+#w), so dass TM M,, auf Eingabe w genau ° [ a } fiir alle a € T U {4}
dann anhélt, wenn K [6sbar. a

Sei My, = (Z,%5,T,6,20,0,E).
Alphabet fiir das MPCP: T'U Z U {#}.
o Idee: Losung des MPCP simuliert Transitionsfolge der TM.

. . . 1 #
@ Erstes Wortpaar (mit dem jede Lésung anfangen muss): =
paar ( i g g ) { " } [ O, ]

o Weitere Paare lassen sich in Gruppen von Regeln aufteilen
o Kopierregeln, Transitionsregeln, Loschregeln, Abschlussregeln
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H < MPCP: Transitionsregeln H < MPCP: Loschregeln und Abschlussregeln

[ za

° e ] falls 6(z,a) = (2, ¢, N)
_ Losch In:

° sza, ] falls 6(z,a) = (¢, ¢, R) 6schregeln

_ o[aze}fﬂralleaeF,zeeE

o | b0 } falls 6(z,a) = (2, ¢, L) fir alle b € T ‘
Z'be Zel | ..
- o ° [ }furalleael“, ze € E
— / e

° | 420 ] falls 6(z,a) = (2/,¢, L)
° f# } falls §(z,0) = (2, ¢, N) Abschlussregeln:

| et ZeAHE | g

- ° i/ fiir alle z. € E

_ !

° e } falls 6(z,0) = (¢/, ¢, R)
o | b3 } falls 6(z,0) = (+/, ¢, L) fiir alle b € T

/
2 bt
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H < MPCP: Korrespondenz

Wenn T'M akzeptierenden Lauf hat, dann gibt es Folge
KoFKi k... FK,,

wobei Ky = zow und K,, = uz.v fiir ein z. € E.
Dann hat das MPCP eine Losung, die oben und unten das Wort

H#Ko#KL1# - - #EnH# K- # K #

erzeugt, wobei K, = z. und jedes K; mit n + 1 <7 < m jeweils aus K;_; entsteht
durch Léschen eines der benachbarten Zeichen von z. in u/z.v’" entsteht.
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Beispiel

zoabe = dzibe - dezoc b defzsO - defz.O

Losende Spielsteinfolge:

Y Y s Y A B
o ] (D T G e U] G 5 ) (5 (2] )
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H < MPCP: Korrespondenz (2)

Obere Folge hinkt der unteren um eine Konfiguration hinterher
oben: #K #Ko# - #K;#
unten: #K 1 #Ko# -+ #Ki# Kip1#
Verlangerung, um die nichste:
o Kopierregel anwenden bis in die Ndhe des Zustands
o Dann Uberfiihrungsregel anwenden
o Kopierregel anwenden zum Vervollstindigen
Ab K,
o Loéschregeln anwenden, um die Symbole auf dem Band zu I6schen.

@ Wenn in unterer Folge z.# steht, dann Abschlussregel anwenden.

TCS | 34 Das Postsche Korrespondenzproblem | SoSe 2022 14/23

Umgekehrte Richtung

Jede Losung fiir das MPCP erzeugt eine akzeptierende Konfigurationsfolge.
SchlieBlich priife, dass f berechenbar ist.
Daher folgt: m#w € H <= MPCP f(m#w) lésbar
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Unentscheidbarkeit PCP und MPCP

Satz

Das Postsche Korrespondenzproblem (sowie das modifizierte Postsche
Korrespondenzproblem) ist unentscheidbar.

Beweis: Da H unentscheidbar ist und H < MPCP < PCP gilt, folgt, dass MPCP als
auch PCP unentscheidbar sind.

PCP mit undarem Alphabet

Lemma
Das PCP fiir unadre Alphabete ist entscheidbar. J

Beweis:

n
o Alle Spielsteine von der Form [ Zm ]

o Wenn fiir alle (x;,y;): |zi| < |yi|, dann gibt es keine Lésung.
o Wenn fiir alle (z;,y;): |z;| > |y;|, dann gibt es keine Lsung.
o Wenn (z;,y;) = (a”,a"™") und (z;,y;) = (a™15,a™) mit s,r > 0, dann ist das
PCP immer I6sbar:
Die Losung ist 4,...,4,7,...,7, denn:
——

s-mal r-mal
oben a¥™ T (m+s) ynd unten @ ()M

Daher oben wie unten (sn 4+ rm + rs)-viele a's

01-PCP

Lemma (Unentscheidbarkeit des 01-PCP)

Das Postsche Korrespondenzproblem iiber dem Alphabet ¥ mit |3| = 2 (01-PCP) ist
unentscheidbar.

Beweis:

@ Reduziere PCP auf 01-PCP

@ Sei ¥ ={0,1}.

e Sei K = (x1,y1),-.., (K, yx) eine Instanz des PCP iiber dem Alphabet
{al, ey aj}.

o Sei f(e) = ¢, f(a;) = 10%, f(aw) = f(a;)f(w) und
) = (f(@1), f(y1))s -, (F (@), [ (ye)-

@ Dann ist f(K) eine Instanz des 01-PCPs und offensichtlich gilt: 41, ..., ist eine
Losung fir K g.d.w. i1,...,%, ist eine Lésung fiir f(K).

@ f ist Turingberechenbar und daher folgt PCP < 01-PCP
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Anzahl k der Spielsteinarten beschranken

PCP mit k-vielen verschiedenen Spielsteinarten:
o k=1 oder k = 2: als entscheidbar gezeigt, im Jahr 1982

@ k > 5: als unentscheidbar gezeigt im Jahr 2015
(vorher war k > 7 bekannt (1996)

o k = 3,4: unbekannt
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PCP semi-entscheidbar

PCP ist semi-entscheidbar:
@ Probiere alle Folgen von i-Spielsteinen aus.
o Lasse i wachsen.

Findet Lésung, wenn eine existiert, in endlich vielen Schritten, aber terminiert nicht,
wenn keine Losung existiert.
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Zusammenfassung

Entscheidbarkeit, Semi-Entscheidbarkeit
Das Halteproblem ist unentscheidbar!

o Reduktion Ly < Lo als Werkzeug zum Nachweis der Unentscheidbarkeit /
Entscheidbarkeit

@ PCP als , einfaches” unentscheidbares Problem
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Universelle Turingmaschine

Da H < PCP folgt auch, dass H semi-entscheidbar ist.

Daher: Es gibt Turingmaschine U, die die sich bei Eingabe w#x so verhalt wie M,, auf
Eingabe x.
Die TM U nennt man eine Universelle Turingmaschine:

@ verhélt sich wie ein Interpreter fiir Turingmaschinen

@ wird durch die Eingabe w programmiert und z ist dann die eigentliche Eingabe fiir
das Programm.
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