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Wiederholung: Turingberechenbarkeit

Definition (Turingberechenbarkeit)

Sei bin(n) die Binardarstellung von n € N.

Eine Funktion f : N¥ — N heiBt Turingberechenbar, falls es eine (deterministische)
Turingmaschine M = (Z,%,T,0, z9, 0, E) gibt, so dass fiir alle ny,...,ng,m € N gilt:

fny,...,nE)=m
g.d.w.
zobin(ny)# ... #bin(ng) F* O ... 0Ozebin(m)0...0 mit z. € E.

Eine Funktion f : ¥* — X* heiBt Turingberechenbar, falls es eine (deterministische)
Turingmaschine M = (Z,%,T,0, z9, 0, E) gibt, so dass fiir alle u,v € ¥* gilt

flu)=vgdw. zput*0O...0z0v0O...0mit 2z, € E.
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Wiederholung: Mehrbandmaschinen

Definition (Mehrband-Turingmaschine)
Eine k-Band-Turingmaschine (k € Ns¢) ein 7-Tupel M = (Z,%,T, 0, 29,0, E) wobei
@ Z ist eine endliche Menge von Zustdnden,
e X ist das (endliche) Eingabealphabet,
e I' O ¥ ist das (endliche) Bandalphabet,
@ ¢ ist die Zustandsiiberfiihrungsfunktion
o fiir eine DTM: 6 : (Z x I'*) — (Z x T'* x {L, R, N}¥)
o fiir eine NTM: § : (Z x T*) = P(Z x T x {L, R, N}¥)
2o € Z ist der Startzustand,
O eI\ X ist das Blank-Symbol

E C Z ist die Menge der Endzustande.
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Konstruktion von TMs und Notation

@ Wenn M eine 1-Band-Turingmaschine ist, dann schreiben wir M (i, k) fiir die
k-Band-Turingmaschine (mit ¢ < k), die die Operationen von M auf dem . Band
durchfiihrt und alle anderen Bander unverandert |&sst.

e Wenn k nicht von Bedeutung (und groB genug gewéhlt werden kann), schreiben
wir M (i) statt M (i, k)
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Konstruktion von TMs und Notation

@ Wenn M eine 1-Band-Turingmaschine ist, dann schreiben wir M (i, k) fiir die
k-Band-Turingmaschine (mit ¢ < k), die die Operationen von M auf dem . Band
durchfiihrt und alle anderen Bander unverandert |&sst.

e Wenn k nicht von Bedeutung (und groB genug gewéhlt werden kann), schreiben
wir M (i) statt M (i, k)

@ TM die 1 addiert (bereits gesehen) nennen wir
,Band := Band+1"“

@ mit obiger Notation ,,Band := Band+1"(7)
@ andere Notation ,,Band ¢ := Band ¢ + 1“
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Konstruktion von TMs (2)

Weitere TMs (Konstruktionen sind einfach)

e ,Band i:=Bandi—1":
k-Band-TM (k > i), die eine angepasste Subtraktion von 1 auf Band ¢
durchfiihrt. Anpassung: 0 —1 =10

e ,Band i :=0":
k-Band-TM (k > i), die Band ¢ mit O iiberschreibt.

e ,Band ¢ := Band j":
k-Band-TM (k >4 und k > j), welche Zahl von Band j auf Band i kopiert
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Hintereinanderschaltung

Seien M; = (Z;,%,1,0;, 2,0, E;), fir i = 1,2, k-Band-TMs.
Die TM My; My fiithrt M7 und M> hintereinandergeschaltet aus:
e OBdA ZiNZy=10
o My; My = ((Z1UZy),%,T1UT9,0, 21,0, E3) mit

61(z, (ar,...,ax)) falls z € Z)\Ey,(a1,...,a) € T¥
8(z, (a1,...,a)) = { 62(z, (a1,...,ax)) falls z € Zo, (ay,...,a;) € T
(ZQ,(CLl,... ,ak),Nk) falls z € Ey, (al,. ..,ak) S F]f

Die TM My; My
o fiihrt erst M, aus,
@ wechselt im Endzustand z € Ej in Startzustand zo von My

o fiihrt anschlieBend M5 aus.
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Hintereinanderschaltung von TMs (2)

Flussdiagramm fiir My; Mo

start > M > Mo > stop
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Hintereinanderschaltung von TMs (3)

Beispiel:
,Band := Band+3" wird konstruiert durch
,Band := Band+1";,,Band := Band+1";,,Band := Band+1"

Flussdiagramm dazu

start

l

,Band := Band +1“

!

,Band := Band +1“

!

,Band := Band +1"“

!

stop
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Hintereinanderschaltung von TMs (4)

Zyklische Verkettung von M, ..., My:

start > M, > Mo

[

=
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Verzweigende Fortsetzung

Seien My, My, My TMs, zr1 und zpo die Endzustande von M

start
ZF1 l ZF2
My
M1 M2
! !
stop stop

Konstruktion fiigt Uberginge

d(zra, (a1,...,ar)) = (z0,m,, (a1,...,ax), N) und
d(zr2, (a1,...,ax)) = (20,M,, (a1,...,ax), N)
ein, wobei 2o 57, Startzustand von M; (fiir i = 1,2).
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TM: Test auf 0

Beispiel: M als TM, die Zustande {zo, 21, ja, nein} hat und

d(z0,a) = (nein,a,N) fira#0
(5(20,0) = (Zl,O,R)
d(z1,a) = (nein,a,L) fira#0O

5(z1,0) = (ja,0,L)
mit ja und nein Endzustdnde und zy Startzustand
TM My priift, ob das Band eine 0 enthalt oder nicht.
Notation: ,,Band=07" und ,,Band i = 07" (statt ,,Band= 07"(4))
start

” l ,
lrij ,Band i = 07* ”—Jem
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TM: Schleife

Mit Verzweigung, ,,Band i=07", (zyklischer) Hintereinanderschaltung und einer TM M
erstellen wir

start
Jja l newn

l_ .Band i = 07"

stop M

Die TM M wird solange wieder aufgerufen,
bis das . Band die Zahl 0 enthilt.

Die Maschine nennen wir ,WHILE Band i # 0 DO M".
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Fazit zu den Konstruktionen

Programme einer einfachen imperativen Programmiersprache mit Zuweisungen,
Verzweigungen und Schleifen kénnen durch TMs simuliert werden.

TCS | 27 Konstruktionen von TMs und LOOP-Programme | SoSe 2022 13/25 Konstruktion von TMs



LOOP-, WHILE-, GOTO-Programme

Ziel
@ Betrachte drei einfache imperative Programmiersprachen:
o LOOP-Programme

o WHILE-Programme
o GOTO-Programme

o und die dazugehorigen Berechenbarkeitsbegriffe

o Welche Berechenbarkeitsbegriffe sind gleich / verschieden
(untereinander aber auch beziiglich Turingberechenbarkeit)?
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LOOP-Programme: Syntax

LOOP-Programme werden durch CFG (V, X, P, Prg) erzeugt, wobei:

V= {Prg, Var,Id, Const}
¥ = {LOOP,DO,END,z,0,...,9,;,:=,+,—}
P = {Prg — LOOP Var DO Prg END
| Prg; Prg
| Var := Var + Const
| Var := Var — Const
Var — T4
Const — Id
Id — 0]1|...19]|1Const|2Const | ... | 9Const}
Beachte:

o Var erzeugt Variablen xg, x1, zo,. ..
o Const erzeugt alle natiirlichen Zahlen
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LOOP-Programme: Semantik (Modellierung des Speichers)

Definition (Variablenbelegung)
Eine Variablenbelegung p ist eine endliche Abbildung mit Eintriagen z; — n mit x; ist
Variable und n € N.

Wir definieren p(z;) := { n, wenn x; —mn € p

0, sonst
Wir schreiben p{z; — m} fir
] N (.’L‘])) wenn I ; ;lé €X;
plai = mi(z;) = { m, wenn x; = x;
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LOOP-Programme: Semantik (Berechnungsschritte)

Definition (Berechnungsschritt —og—>)
LOOP

Berechnungsschritt (p, P) — (', P"), wobei p, p' Variablenbelegungen und P, P’

LOOP-Programme oder ¢ (leeres Programm)

° (p,x; =z +c) — (p',€) wobei p' = p{xz; = n} und n = p(z;) +c

o (p,xi:==xj—c) — (p',€) wobei p' = p{x; = n} und n = max(0, p(z;) — ¢)
° (p, P1; P2) — (p', Pi; Po) wenn (p, Pr) — (p/, Py) und P # ¢

° (p, P1; P2) — (p', P2) wenn (p, P1) — (p',¢)

° (p,LOOP z; DO P END) — (p,P,...,P)

Wir schreiben ——" fiir i Schritte und ——* fiir 0 oder beliebig viele Schritte
LOOP LOOP
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LOOP-Programme: Beispiel fiir die Semantik

Programm: x5 :=x1 + 1; Variablenbelegung: {z1 — 2}
LOOP x5, DO z3:=z3+ 1 END

Ausfiihrung:
({Jfl = 2},372 =121+ 1;LOOP 25 DO 3 := 23 + 1)
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LOOP-Programme: Beispiel fiir die Semantik

Programm: x5 :=x1 + 1; Variablenbelegung: {z1 — 2}
LOOP x5, DO z3:=z3+ 1 END

Ausfiihrung:
({a:l = 2},372 =121+ 1;LOOP 25 DO 3 := 23 + 1)
— ({z1 — 2,29 — 3},LOOP 29 DO z3:= 23+ 1)

da ({z1— 2}, 22 : =21+ 1) Toor” {z1 = 2,22 — 3},¢)
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LOOP-Programme: Beispiel fiir die Semantik

Programm: x5 :=x1 + 1; Variablenbelegung: {z1 — 2}
LOOP x5 DO z3:=x3+ 1 END
Ausfiihrung:
({a:l = 2},372 =121+ 1;LOOP 25 DO 3 := 23 + 1)
— ({z1 — 2,29 — 3},LOOP 29 DO z3:= 23+ 1)
da ({z1— 2}, 22 : =21+ 1) Toor” {z1 = 2,22 — 3},¢)

w({fcl — 2,9 — 3}, x3 = a3+ L3 : =23+ L3 := 23+ 1)
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LOOP-Programme: Beispiel fiir die Semantik

Programm: x5 :=x1 + 1; Variablenbelegung: {z1 — 2}
LOOP x5 DO z3:=x3+ 1 END
Ausfiihrung:
({a:l = 2},372 =121+ 1;LOOP 25 DO 3 := 23 + 1)
— ({z1 — 2,29 — 3},LOOP 29 DO z3:= 23+ 1)
da ({z1— 2}, 22 : =21+ 1) Toor” {z1 = 2,22 — 3},¢)

— ({1~ 2,29 3}, 3 :=2x3+ Lix3:= a3+ L;z3 := 23+ 1)

LOOP
W({l‘l — 2,29 3,3 — 1}, x3 =23+ L;o3:=x3+ 1)
da ({1~ 2,z2— 3} zz3:=a3+1) —— ({z1— 2,22 — 3,23 — 1},¢)

LOOP
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LOOP-Programme: Beispiel fiir die Semantik

Programm: x5 :=x1 + 1; Variablenbelegung: {z1 — 2}
LOOP x5, DO z3:=z3+ 1 END

Ausfiihrung:
({a:l = 2},1’2 =121+ 1;LOOP 25 DO 3 := 23 + 1)
— ({z1 — 2,29 — 3},LOOP 29 DO z3:= 23+ 1)
da ({z1— 2}, 22 : =21+ 1) Toor” {z1 = 2,22 — 3},¢)
— ({1~ 2,29 3}, 3 :=2x3+ Lix3:= a3+ L;z3 := 23+ 1)

LOOP

E}({xl — 2,29 3,3 — 1}, x3 =23+ L;o3:=x3+ 1)

da ({z1— 2,22 — 3},z3 :=x3 + 1) Toor {z1— 2,22 — 3,23 — 1},¢)

L—oo—;)({:nl — 2,x9 — 3,3 — 2}, x3 := a3+ 1)

da ({z1— 2,22 — 3,z3 — 1},x3 :=x3 + 1) Toor’ {z1 = 2,22 — 3,23 — 2},¢)
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LOOP-Programme: Beispiel fiir die Semantik

Programm: x5 :=x1 + 1; Variablenbelegung: {z1 — 2}
LOOP x5 DO z3:=x3+ 1 END
Ausfiihrung:
({a:l = 2},1’2 =121+ 1;LOOP 25 DO 3 := 23 + 1)
— ({z1 — 2,29 — 3},LOOP 29 DO z3:= 23+ 1)
da ({z1— 2}, 22 : =21+ 1) Toor” {z1 = 2,22 — 3},¢)

— ({1~ 2,29 3}, 3 :=2x3+ Lix3:= a3+ L;z3 := 23+ 1)

LOOP
E}({xl — 2,29 3,3 — 1}, x3 =23+ L;o3:=x3+ 1)
da ({z1— 2,22 — 3},z3 :=x3 + 1) Toor {z1— 2,22 — 3,23 — 1},¢)
— {z1— 2,20 3,23 — 2}, 23 := 23+ 1)
LOOP

da ({z1— 2,22~ 3,23 — 1},zz3 :=xz3+ 1) —— ({z1 — 2,22 — 3,23 — 2},¢)

LOOP
w ({l‘l — 2,$2 —> 3,%’3 —> 3},5)
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LOOP-Berechenbarkeit

Definition (LOOP-berechenbare Funktion)

Eine Funktion f : N¥ — N heiBt LOOP-berechenbar, wenn es ein LOOP-Programm P
gibt, sodass fiir alle ny,...,n; € N und Variablenbelegungen
p={z1—ni,...,z— ng} gilt:

(p, P) —=" (:0/75) und pl(mO) = f(n1,...,nk)

LOOP
v

D.h. das LOOP-Programm
e empfangt Eingaben iiber die Variablen x4, ...,z

o liefert Ergebnis in Variable zq
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LOOP-Berechenbarkeit: Beispiel

Die Funktion f(n1) = n1 + ¢ ist LOOP-berechenbar.

Das Programm xg := x1 + ¢ belegt dies, denn fiir alle n; € N:

({x1 = ni},x0 =214 ¢) — ({xo = n1 + ¢, x1 — ny},e)
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LOOP-Programme terminieren stets

Satz

Alle LOOP-Programme terminieren. Daher sind alle LOOP-berechenbaren Funktionen
total.

Beweis: Zeige fiir alle (p, P): 3jp, € N,p': (p, P) Eﬂﬂp (p,¢).
Beweis mit Induktion iiber die Struktur von P.
e Basis: Fiir (p, z; := xz; = ¢) wird genau 1 Schritt benétigt.
e Fiir Sequenzen Pp; P, und p liefert die Induktionshypothese jp, , und jp, , mit
. ip , / Jp. o /!
(p7P15P2) E} P (,O,PQ) W 2P (p 76)'

e Fiir LOOP z; DO P END liefert die Induktionshypothese jp,, und p; mit

(p1,LOOP z; DO P END) — (p1, P;...; P) To&?jp'“
(p2, P;...; P) L-OO—jJP"Q L—ng—)z”" (Pn+1,€) mit n = p1(z;)
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LOOP-Berechenbarkeit

@ Da es partielle Turingberechenbare Funktionen gilt:

Es gibt Turingberechenbare Funktionen,
die nicht LOOP-berechenbar sind.

Z.B. die iiberall undefinierte Funktion.

o Es gilt sogar:

Es gibt intuitiv berechenbare Funktionen,
die total sind,
aber trotzdem nicht LOOP-berechenbar sind

(ein Beispiel ist die Ackermannfunktion, siehe spater).
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Kodierung weiterer Befehle mit LOOP-Programmen

Befehl: x;:=¢
Kodierung: x; := =z, +c¢
wobei x,, keine der Eingabevariablen ist
(dann gilt p(z,,) = 0)
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Kodierung weiterer Befehle mit LOOP-Programmen

Befehl: x;:=¢
Kodierung: x; := =z, +c¢
wobei x,, keine der Eingabevariablen ist
(dann gilt p(z,,) = 0)

Befehl: z; :=x;
Kodierung: x;:=x; +0
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Kodierung weiterer Befehle mit LOOP-Programmen

Befehl: x;:=¢
Kodierung: x; := =z, +c¢
wobei x,, keine der Eingabevariablen ist
(dann gilt p(z,,) = 0)

Befehl: z; :=x;
Kodierung: x; :=x; +0

Befehl: IF z; =0 THEN P END
Kodierung: =z, :=1;
LOOP z; DO z, := 0 END;
LOOP z,, DO P END
wobei x,, eine Variable ist, die nicht in P und
nicht in der Eingabe vorkommt.
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Kodierung weiterer Befehle mit LOOP-Programmen (2)

Befehl: IF z; =0 THEN P, ELSE P, END

Kodierung: =z, :=1;
Ty = 1
LOOP z; DO z, := 0 END;
LOOP z, DO z,, :=0; P, END;
LOOP z,, DO P, END
wobei x,,, x,, nicht in der Eingabe
und nicht sonst irgendwo im Programm vorkommen

Kompliziertere if-Bedingungen gehen analog.
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Kodierung weiterer Befehle mit LOOP-Programmen (3)

Befehl: z; :=x; + x4
Kodierung: x; := xj;
LOOP z; DO z; :=z; +1 END

@ zeigt auch, dass die Additionsfunktion f(z1,z2) = z1 + x2 LOOP-berechenbar ist.

@ andere Rechenoperationen (wie *, mod div) gehen analog
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