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Ausblick: Grammatiken & Maschinenmodelle fiir die Chomsky-Hierarchie

alle Sprachen
rekursiv Typ 0-Grammatik Turingmaschine
aufzzhlbar ¢ — 1 bel. (det. & nichtdet.)

linear beschrankte

WD L= ClrEmerl Turingmaschine

kontextsensitiv 1= 10 <|rl

(nichtdet.)
K frei Typ 2-Grammatik Kellerautomat
ontextrel A—=r (nichtdet.)
reauldr Typ 3-Grammatik endlicher Automat
& A — a[B] (det. & nichtdet.)
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Kellerautomaten: Motivation

o Endliche Automaten (DFA & NFA) haben fast keinen Speicher
o Einziger Speicher dort sind die Zustdnde, daher endlicher Speicher

o Daher z.B. unméglich {w$w | w € {a,b,c}*} zu erkennen:

Man miisste beim Lesen von w alle gelesenen Zeichen speichern,
um sie dann beim Lesen von w zu vergleichen.

Kellerautomaten: Fiigen einen beliebig groBen Speicher hinzu
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Kellerspeicher

o Kellerautomaten haben Kellerspeicher
(Stack, LIFO-Speicher, last-in-first-out-Speicher)

@ Unendlich groBer Speicher als Stapel,
auf den nur von oben zugegriffen werden kann.

@ Zustandsiibergang:

Endlicher Automat Kellerautomat
Eingabe | Zustand und Zeichen oder € | Zustand, Zeichen oder € und oberstes
Symbol im Keller

Ausgabe | nachster Zustand nachster Zustand und Sequenz von
Kellersymbolen, die das erste Symbol
ersetzen
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Kellerautomat: lllustration
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Kellerautomaten: Definition

Definition (Kellerautomat, PDA)
Ein (nichtdeterministischer) Kellerautomat (PDA, pushdown automaton) ist ein Tupel
M = (Z,%,T,6, 2, #), wobei

@ Z ist eine endliche Menge von Zustanden,

e Y ist das (endliche) Eingabealphabet,

o I ist das (endliche) Kelleralphabet,

0 0:(Zx(XU{e}) xT') = Pe(Z x I'*) ist die Zustandsiiberfiihrungsfunktion,

@ 2y € Z ist der Startzustand und

o # € I ist das Startsymbol im Keller.

v

(2/,By -+ By) € §(z,a, A) bedeutet: im Zustand z bei Eingabe a und A oben auf dem
Keller darf der PDA in Zustand 2z’ wechseln:
Dabei wird A durch By - -- By, ersetzt (B liegt oben; k = 0 ist erlaubt)



[llustration: Zustandsiibergang

@ ©

(2,7 Bl e Bk) € 5(27 a, A)
0 B



Bemerkungen

Mit unserer Definition von PDAs:
@ PDAs sind nichtdeterministisch
@ PDAs erlauben e-Uberginge
@ PDAs haben keine Endzustande!
Wir werden sehen:
o Akzeptieren: Wenn Eingabe verarbeitet und Keller leer
@ Am Anfang: Keller enthalt #



Konfigurationen

@ Buchfiihren wahrend einer Berechnung mit dem PDA:
akueller Zustand, Resteingabe, aktueller Kellerinhalt

@ Wird dargestellt durch PDA-Konfiguration

Definition (Konfiguration eines Kellerautomaten)

Sei M = (Z,%,T,0, 20, #) ein PDA.

Eine Konfiguration von M ist ein Tripel (z,w, W)
mitze Z, weX* Wel*

Die Menge aller Konfigurationen fiir M ist daher Z x ¥* x I'*.

@ z ist der aktuelle Zustand
@ w ist die Resteingabe
o W ist der Kellerinhalt



Transitionsrelation

Definition (Transitionsrelation -, fiir PDA-Konfigurationen)
Fiir einen PDA M = (Z,%, T, 0, 29, #) definieren wir

Far C(Z x5 xT") x (Z x X" xT")

durch:

o (z,a1 - an, A1+ -Ap) Far (2, a9 -an, WAy --Ap) falls (2/, W) € 6(z,a1, A1)
und

o (z,w, Ay -Ap) by (2, w,WAg---Ay,) falls (2/, W) € §(z,e, Ay).

Weitere Notation:
e k3, = reflexiv-transitive Hiille von
o i, = i-fache Anwendung von Fj;
@ Wenn M eindeutig: I statt
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PDA: Akzeptierte Sprache

Definition (Akzeptierte Sprache eines PDA)

Sei M = (Z,%,T,6, z9,#) ein PDA. Die durch M akzeptierte Sprache L(M) ist
definiert als

L(M) :={w e X*| (20, w,#) F* (2,¢,¢) fiir ein z € Z}.
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Notation als Zustandsgraph

o Darstellung analog zu DFA / NFA
e Fiir (2/,B; -+ By) € 6(z,a, A) zeichnen wir

@(A,a):Bl-“B@

@ Beachte, dass das Startsymbol im Keller bekannt sein muss (iiblicherweise #)
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Beispiel

PDA M = ({z0,21},{a,b},{B, #},0, 20, #) mit

6(z0,a,#) ={(20, B#)} ~ 6(20,b, B) ={(21,€)} d(z1,6,%)={(z1,¢)}
6(z0,a, B) ={(20, BB)}  6(z1,0, B) ={(21,€)} (20, #) = {(20,€)}
und 6(z;, ¢, A) = 0 in allen anderen Fillen

Zustandsgraph dazu:

(#,a) : B#, (#,¢):¢e, (B,a): BB (B,b) :e, (#,¢e):¢
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Beispiel (2)

(#,a) : B#, (#,¢):e, (B,a): BB (B,b) : e, (#,¢):¢

(B,b) : ¢

<0

o M akzeptiert ¢, denn (zp,e,#) F (20,¢,¢€).
@ M akzeptiert das Wort atbt fiir i > 0, da

(20,a"d",4) b (20,a" 10", B#) F* (20, 0%, B'#) F (21,01, BT ) B (21,6, #) b (21,€,¢€)

o andere Worte werden nicht akzeptiert:
o fiir jedes gelesene a, gibt es B im Keller, das durch Lesen von b abgebaut werden muss
o Verbleiben mit a in zyg, Wechsel mit b in z1: Dort kénnen nur b's gelesen werden.

o L(M)={a'd"|ieN}
wi



Weiteres Beispiel

Sei M = ({Zo,zl}, {a,b}, {A,B,#},5, 20, #) mit

(20, a,#) = {(20, A#), (21, %)} 6(20,¢, A4) = {(21,A4)}
(Z(),b #) - {(2073#)7(517 )} 5('207573) = {(ZlvB)}
6(z0,a, A) = {(20, AA), (21, A) } 6(z0,8,#) = {(21,#)}
6(20,b, A) = {(20, BA), (21, 4)} 6(z1,a,4) = {(z1,¢)}
6(20,a, B) = {(20, AB), (21, B)} (21,0, B) = {(21,¢)}
(Z()ab B) = {( OvBB)7(Z17 )} 5(21757 #) = {(2175)}
und d(z;, ¢, C) = 0 fiir alle anderen Fille.
(#.,a) : A4, (#,b) : B#,
(A,a): AA, (A,b): BA,
(B,a): AB, (B,b): BB
(#,a0) 1 #, (#.b):#, (A,a): A
(B,a): B, (A,b):A, (B,b):B
f (Aye): A, |, (B,e): B, (#,¢):#
0

m o>

o oo




Weiteres Beispiel (2)

#,a) : A#, (#,b): B# (A,a): €
(A,a): AA, (A,b): BA (B,b) : e
,a): AB, (B,b): BB (#,¢): ¢

(#,a0) 1 #, (#,b): 4, (A,a): A

(B,a): B, (Ab):A, (B,b):B

(Aye): A, |, (B,e): B, (#,¢):#

20

L(M) = {w € {a,b}* | w ist Palindrom}:
@ In zy werden die gelesenen Zeichen (als A, B) auf den Keller gelegt
@ In z; werden sie dann wieder abgearbeitet (durch Lesen von a, b)

e Wechsel von zp zu z; mit einem Zeichen (fiir Palindrome uaw, ubu) oder mit &
(fur Palindrome ).
o Richtiger Zeitpunkt des Wechsels: Macht der Nichtdeterminismus.
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Akzeptanz durch Endzustande

Definition (PDA mit Endzusténden)

Ein (nichtdeterministischer) Kellerautomat mit Endzustinden (PDA mit
Endzustanden) ist ein Tupel M = (Z,%,T, 0, 29, #, E) wobei

@ Z ist eine endliche Menge von Zustdnden,
Y ist das (endliche) Eingabealphabet,
I ist das (endliche) Kelleralphabet
§:Z x ((ZU{e}) xT) — P.(Z x T'*) ist die Uberfiihrungsfunktion
zg € Z ist der Startzustand,
# € I ist das Startsymbol im Keller und
o F C Z ist die Menge der Endzustande.
Ein PDA mit Endzustinden akzeptiert die Sprache

L(M)={weX| (20,w,#) " (2,6,W) und z € E}.
v
wo




Aquivalenz: Akzeptanz durch Endzustinde / leeren Keller

Lemma

Fiir jeden Kellerautomat mit Endzustinden M kann ein Kellerautomat M’ (ohne
Endzustiande) konstruiert werden, so dass L(M) = L(M') gilt

Lemma

Fiir jeden Kellerautomat M kann ein Kellerautomat mit Endzustinden M’ konstruiert
werden, so dass L(M) = L(M’) gilt.

Satz

PDAs mit Endzustanden und PDAs ohne Endzustinde (mit Akzeptanz durch leeren
Keller) sind dquivalente Formalismen.

Beweise dazu sind im Skript
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Aquivalenz: PDAs und CFLs

Theorem
Kellerautomaten erkennen genau die kontextfreien Sprachen. J

Wir erlautern hier nur die Idee wie man fiir eine CFG einen PDA erstellt, der dieselbe
Sprache akzeptiert:
Fir G = (V, X, P, S) in Greibach-Normalform sei M = ({20}, %,V 0, 20, S) ein PDA,
sodass 0(z9,a, A) :={(z0,B1-+-By) | (A — aBy---By,) € P} und 6(20,¢,4) =0 in
allen anderen Fillen.

@ M simuliert Linksableitung S = w

@ Da GG in Greibach-Normalform, sieht eine Linksableitung nach i-Schritten immer

SO aus:
g =t ap---a;By - B;

@ Start mit Eingabe w und S auf dem Keller

@ Nach ¢ Schritten, ist a; - - - a; verarbeitet und By - -- B; auf dem Keller
Genauer Beweis und Richtung PDA — CFG: Nachste Vorlesung (nur FSK)

e



