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Motivation

o Kontextfreie Sprachen sind insbesondere niitzlich um Sprachen mit
Klammerungen zu beschreiben

@ Die Syntax von Programmiersprachen wird meist mit einer kontextfreien
Grammatik angegeben

Beispiele:
o G={E,MZ}{+,+()}u{0,...,9}, P, E) mit

P={E—>M|E+M,

M—Z | MxZ,

Z = N | (E),
N—1D| ... | 9D,
D—0D| ... |9D|¢}

o L= {a’t’ | j € N} ist kontextfrei: Produktionen {S — ¢ | T,T — aTb | ab} mit
S als Startsymbol erzeugen L

Kontextfreie Sprachen

Zur Erinnerung:

o Kontextfreie Sprachen (CFLs) werden von einer
kontextfreien Grammatik (CFG) erzeugt

@ Das sind die Typ 2-Grammatiken

o Bedingung: Alle linken Seiten der Produktionen bestehen aus genau einer
Variablen, d.h. sie sind von der Form A — r.

Einfache Operationen auf CFGs

o Wir definieren Operationen auf CFGs,
welche die erzeugte Sprache unverdndert lassen

o Die Operationen werden danach als Hilfsmittel wiederverwendet
(insbesondere bei der Berechnung von Normalformen).



Sprechweisen

Definition (links- bzw. rechts-rekursive Produktion)

Eine Produktion nennt man links-rekursiv, wenn sie von der Form
A— Au

ist, und rechts-rekursiv, wenn sie von der Form
A—uA

ist, wobei in beiden Fillen u eine Satzform ist.
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Beispiel

Die CFG G = ({A,C},{b,c,d},{A — ACA | bb,C — Ccc | d}, A) hat links-rekursive
Produktionen.

Entfernen der Links-Rekursion fiir A ergibt die CFG

G' = ({A,B,C},{b,c,d},{A — bbB | bb, B — CA | CAB,C — Ccc | d}, A)

AnschlieBendes Entfernen der Links-Rekursion fiir C' ergibt die CFG

G// = ({A7 B7 C’ D}’ {b’ C? d}7
{A = B | bb,B — CA | CAB,C — d | dD,D — cc | ccD}, A)

Elimination der Links-Rekursion

Lemma (Elimination von Links-Rekursion)

Sei G =(V,3,P,S), P=PU{A— Auy | --- | Aup, | w1 | -+ | wm,} eine CFG mit
RY
o P" sind alle Produktionen in P mit A als linker Seite und
o die Satzformen wy, ..., w,, beginnen alle nicht mit A.
Es gilt L(G) = L(G') fir G’ = (VWU{B},%, P'U P"”,S) mit B neue Variable und
P"={A—=wiB| - [wnBlwi]| - [wm,
B—u|...|up|wB]| ... |u,B}

Beweis: Ausfiihrlicher Beweis im Skript

Wesentliche Idee:

Ersetze Linksableitungsschritte mit G: z1Azy =, TAWpUp(1) " Up (k) T2 durch
Rechtsableitungsschritte mit G’: x1 Axo =t LW S(1) - - U ()T

Inlining von Produktionen

Lemma (Inlining von Produktionen)
Sei G = (V,%, P, S) eine CFG und
e A— uBveP,
@ B—wi | ... | w, alle Regeln mit B als linker Seite
und sei G' = (V, X, P\ {A = uBv}U{A = vwiv | ... | uw,v}, S).
Dann erzeugen G und G’ dieselbe Sprache, d.h. L(G) = L(G').

Beweis: Das folgt durch Modifizieren der Syntaxbiume zur Ableitung mit G bzw. G':

A
SN
u B v A
v AN
tausche alle Bau- w; durch u w; v

mabschnitte
(im Syntaxbaum mit G) (im Syntaxbaum mit G’)



Sharing von Satzformen mit neuen Produktionen Normalformen

Lemma (Sharing von Satzformen mit neuen Produktionen)

Sei G eine CFG mit G = (V, X, PU{A — wy ---wy}, S).

Seien By, ..., B, neue Variablen (d.h. VN {By,..., By} = 0) und sei
G' = (VU{By,...,Bn},%,PU{A — By--- By, B; = wi,...,B, = w,}, 9). o Niitzlich, wenn man Grammatiken analysiert oder Algorithmen auf Grammatiken
Dann gilt L(G) = L(G"). formuliert

@ Normalformen von Grammatiken fordern eine spezielle Form der Produktionen

@ Man muss dann nur diese Form (statt aller erlaubten) von Produktionen
betrachten

Beweis:

“C": Konstruiere aus S =% w Ableitung S =7, w: Ubersetze jeden Schritt
uAv =g uwy - wpv in AV =g uBy - - By =3 uwy - - wpv. o Wir betrachten zwei Normalformen
@ Chomsky-Normalform

‘D" B h fii £ w.
) etrachte den Syntaxbaum fiir S =7, w o Greibach-Normalform

Identifiziere die Anwendungen der Regeln A — By --- B,,, B; — w;, und
modifziere Syntaxbaum durch Anwendung der Regel A — wy - - - wy,.
Lese Ableitung S =, w ab.

oo 10/2
Die Chomsky-Normalform Eigenschaften der Chomsky-Normalform
Definition (Chomsky-Normalform) Sei G eine CFG in Chomsky-Normalform, dann gilt:
Eine CFG G = (V, %, P, S) mit € ¢ L(G) ist in Chomsky-Normalform, @ Syntaxb3dume zu Ableitungen mit G sind immer Bindrbaume
wenn fiir jede Produktion A — w € P gilt: w = a € ¥ oder w = BC mit B,C € V. @ Ableitungen eines Worts w € L(G) bestehen immer genau aus 2 - |w| — 1
Ableitungsschritten.
Beispiel: ..
i Beispiel:
o Die CFG G = ({AL{(). [ 11 {A—=(A) [ O [[Al ] [ AA} A) G'=({A,B,C,D,E,F,G},{(,)..]}, P, A) mit
ist nicht in Chomsky-Normalform
(nur die Produktion A — A A passt zum vorgeschriebenen Format). P={A— BF | BC | DG | DE | AA,
e Die CFG G' = ({A,B,C, D, E,F,G},{(,), ]}, P, A) mit B—(,C—=),D—[,E—=]F— AC,G— AE}
Ableitung von ([J(]])):
P={A— BF | BC | DG | DE | AA, A= BF = (F = (AC = (AAC = (DEAC = ([EAC
B—(,C=),D—[E—=F—ACG— AE} = (JAC = (|BFC = ([(FC = ([(ACC = ([[(DECC
ist in Chomsky-Normalform (und erzeugt die gleiche Sprache wie G). = (J((ecC = ([(Jcc = {((hc = )
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Eigenschaften der Chomsky-Normalform (2) Herstellen der Chomsky-Normalform

Der Syntaxbaum dazu:

c Theorem
A/ \A 4 Fiir CFGs G mit ¢ € L(G) kann eine dquivalente CFG in Chomsky-Normalform
N v \ ) berechnet werden.
D E B F
l i 1 7\
[ ] ( A c
7N
D E )
) i
[ I
1372 1472
Herstellen der Chomsky-Normalform Entfernen von Einheitsproduktionen
Jede CFG (mit ¢ € L(G)) kann in Chomsky-Normalform gebracht werden. Das o Intuitiv ist klar, dass A — B entfernt werden kann:
Verfahren geht in mehreren Schritten vor: Wenn erst A — B, dann B — w angewendet wird,

@ Entfernen von e-Produktionen (kennen wir bereits) kann man auch gleich A — w anwenden.

@ Entfernen von Einheitsproduktionen (Produktionen A — B)
© Sharen aller Terminale a in rechten Seiten, die nicht nur aus a bestehen durch

o Algorithmisch zu beachten:
@ Eliminiere in der richtigen Reihenfolge:

neue Produktionen A — a Wenn A — B und B — C, dann ist Ersetzen von
@ Alle Produktionen A — By -+ B, mit m > 2 in mehrere zerlegen: A — B durch A — C nicht zielfiihrend.
A= B1C1,C1 = ByCs, ..., Gz = Bn—1Bm o Zyklen A — B und B — A miissen vorher entfernt werden!
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Algorithmus 5: Entfernen von Einheitsproduktionen Korrektheit von Algorithmus 5 (1)

Eingabe: Eine CFG G = (V, X, P, S)

Beginn

Erzeuge gerichteten Graph D = (V, E), mit (A, B) € E fiir jede Einheitsproduktion A — B € P; Satz

solange es einen Zyklus (A1, Az),...,(An—1,An), (An, A1) € E gibt tue . P . . . a
Pi=P\{A > A27(_“1,Anzl _>£1mA1n —>)AE} ; 2 /% entferne 2ykl. Regeln */ Algorithmus 5 berechnet bei Eingabe einer CFG G mit ¢ € L(G) eine CFG G, die
P:=P[A1/As, ..., A1/An] /* ersetze alle Vorkommen von A; durch A, fiir i =2,...,n %/ keine Einheitsproduktionen hat, sodass gilt L(G) = L(G’). Wenn G keine
V= VA {4z, A3, Ak /¥ lsche Ao, ..., An ¥/ e-Produktionen hat, dann hat auch G’ keine e-Produktionen.
S = S[Al/Ag7 e ,Al/An] ; /* ersetze Startsymbol durch A, falls es A;, 2 < i < n war */
E :=E\{(AL,AQ),-»-7(An—17An)7(AmAl)} ; /* entferne Zyklus aus Graph */ [ H H .
E:=E[A1/As, ..., A1/A,] /* ersetze A; durch A, fiir i =2,...,n in anderen Kanten */ Beweis: Wir zeigen:

Sortiere D topologisch und nummeriere die Variablen in V durch (und benenne entsprechend in E, P, S um), © Das Entfernen eines Zyklus verandert die erzeugte Sprache nicht

so dass gilt: A; — A; impliziert i < j; @ Das Entfernen einer Einheitsproduktion A; — A; in der riickwérts-laufenden

Sei V= {A1,..., Ag};

fiir i=k bis 1 tue fiir-Schleife dndert die erzeugte Sprache nicht.

wenn A; — A; € P dann bereits gezeigt, da die Operation ,Inlining von Produktionen” korrekt.
seien A; — wy, ..., Aj = wy, alle Produktionen mit A; als linker Seite; . o . . ; . .
P:=PU{A; = wy,..., A — wn}; © Der Algorithmus terminiert und fiihrt nie Einheits- oder e-Produktionen ein.
P:= P\ {Al — Aj};
Gib die so entstandene Grammatik als G’ aus;
1o 1072
Korrektheit von Algorithmus 5: Entfernen von Zyklen ist korrekt Korrektheit von Algorithmus 5: Terminierung

Beweisskizze (ausfiihrlicher Beweis im Skript): Algorithmus 5 terminiert, denn

o Habe G = (V, %, P, S) Zyklus A, — As, ...
o Sei G' = (V',%, P',S") die Grammatik nach Entfernen des Zyklus.
o Sei o die Substitution {4; — A; | i€ {2,...,n}}.
e ,L(G) C L(G""
@ Zeige mit Induktion iiber n, dass fiir alle wi,ws € (XU V)* gilt:
Wenn wy =@ we, dann o(wi) =5, o(ws) .
e ,L(G") C L(G)"
@ Zeige mit Induktion iiber n, dass fiir w € (X U V’')* und wy € £* gilt:
Wenn w =, wo € ¥*. dann w =7, wo.

A1 = A A, Ay ° \Iii:ek;seci)r:aer:tge-Schleife terminiert, da jede Iteration die Anzahl der Zyklen strikt

o Die fiir-Schleife terminiert offensichtlich.
Es werden keine Einheitsproduktionen eingefiihrt:

@ Da die Produktionen topologisch sortiert behandelt werden:
Wenn A; — A; entfernt wird, wurden vorher alle Einheitsproduktionen 4; — Ay,
entfernt. D.h. zu diesem Zeitpunkt gilt: fiir alle Produktionen A; — w besteht w
nicht nur aus einer Variablen.

Es werden keine e-Produktionen eingefiihrt:

o offensichtlich.
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Algorithmus 6: Herstellen der Chomsky-Normalform

Eingabe: CFG G mit ¢ ¢ L(G) Theorem
. ' - i = 4 . . . . e . .
g:;ig::e. CFG G in Chomsky-Normalform mit L(G) = L(G) Fiir CFGs G mit ¢ € L(G) berechnet Algorithmus 6 eine dquivalente CFG in
Entferne die e-Produktionen in G mit Algorithmus 1 und entferne anschlieBend die Chomsky-Normalform.
Einheitsproduktionen mit Algorithmus 5;
Sei G' = (V', X, P',S") die entstandene Grammatik; Beweis:
fiir alle a € X tue . . .
/* Fiihre neue Variable A, fiir a ein, und ersetze Vorkommen von a durch das Nichtterminal */ ° Dle SChrItte " Entferne der E-PrOdUktlonen und Entfernen von
G = (V'U{A.}, Z{A = w[Aa/a] | A= w € P und |w| > 1} Einheitsproduktionen haben wir als korrekt gezeigt.

U{A—w|A—we P und |w| =1}U{A, = a},5)

L o Die Schritte ,, Einfiihren von Produktionen A — a" und Behandlung von
/* Nun sind alle Regeln von der Form A — a oder A — By --- By, mit m > 2 */

firalle A By B, € P mitm > 2 tue A — By --- By, sind Instanzen der korrekten Operation ,Sharing von Satzformen
- . . “
Seien C1, ..., Cp_2 neue Variablen; mit neuen Variablen
1 . . P . . .
e L T ) o Verifiziere, dass danach alle Produktionen die gewiinschte Form haben.
/* Ersetze in P’ die Produktion A — By -+ B,, durch neue Regeln */

P =(P'\{A— By Bp})
U{A — Blcl} U {Cz — Bi+101~+1 I firi=1,...,m— 3} U {Cm_Q — Bm_le};

21/29 22/29
Beispiel: Chomsky-Normalform berechnen Schritt 1: Entfernen der e-Produktionen

GO = ({A,B,C,D,S},{O,l},Pg,S) mit

Py={S—14, A— AB, A— DA, A—¢, B—0,
B—1, C— AAA, D — 1AC}.

Go= ({4,B,C,D,5},{0,1}, Py, S) mit o Menge W der Variablen, die € herleiten:
Py={S—1A, A= AB, A— DA, A—e¢, W:{A,C} daA—eund C — AAA
B—0, B—1, C— AAA, D — 1AC}. o Starte mit

Gl = ({A’B707D)S}7 {07 1}7P175)
P={S—1A, A— AB, A— DA, B —0,
B—1, C— AAA, D — 1ACY.
@ Hinzufiigen von Produktionen fiir Vorkommen von A und C

P={S—14, S—»1, A-AB, A— B, A—- DA, A= D,
B—0, B—=1, C— AAA, C— AA, C — A,
D —1AC, D— 1A, D— 1C, D — 1}.
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Schritt 2: Entfernen der Einheitsproduktionen (1) Schritt 2: Entfernen der Einheitsproduktionen (2)
P={S—1A, S—1, A—-AB, A— B, A— DA, A— D,

B—)O, B—1 C—)AAA, C—)AA, C—)A, P3 :{A5—)1A27 A5—>1, A2—>A2A37 A2—>A3, AQ—)A4A2,
D — ].AC, D — ].A7 D — 10, D — ].} A2 — A4, A3 — 07 A3 — 1, A1 — AQAQAQ, A1 — AQAQ,
@ Der gerichtete Graph ist D = ({S, A, B,C, D}, {(A, B),(A, D), (C, A)}). Ar = A, Ag = 14241, Ay — 143, Ay — 1A;, Ay — 1}

@ Nun l3uft die Fiir-Schleife fiir ¢ von 5 bis 1:

© Es gibt keine Zyklen, wir erhalten P, = P o Fiiri =5,i=4,7 =3 gibt es jeweils keine Produktion der Form A; — A;.

@ Topologisches Sortieren und Umbenennen der Variablen, sodass , 4; — A;
impliziert 7 < j" gilt, erfordert eine Umbenennung, welche die Beziehungen
~A<B" A< D" ,C< A" erzeugt.

@ Wir wihlen Umbenennung p mit p(C) = A1, p(A) = Ag, p(B) = As,

o Fiir i =2 wird Ay — Ajz ersetzt durch A; — 0, As — 1, und es wird
A2 — A4 ersetzt durch A2 — 1A2A1, A2 — 1A27 A2 — 1141 und A2 — 1. Danach ist
P4= {A5 — ].Ag7 A5 — 17 Ag — AgAg, A2 — 07 A2 — ].7 Ag — ,441427
A2 — 1A2A1, A2 — IAQ, A2 — 1A1, A3 — 0, A3 — 1,

p(D) = Ag, p(5) = 4s. AL AsAsAs, Ay — AgAs, Ay — As, Ay — 1434,
o Das liefert uns G3 = ({41, Ao, A3, Ay, A5}, %, P3, As) mit Ay — 145, Ay — 1A;, Ay — 1}
P3 = {A5 — 1A2, A5 — 1, AQ — A2A3, A2 — Ag, A2 — A4A2, o Fiiri =1 wird Al — A2 ersetzt durch A1 — A2A3, A1 — 0, A1 — 1, A1 — A4A2,
Ag — Ay, A3 — 0, A3 =1, Ay = AsAsAy, A1 — AxAs, A1 — 1A4;1, A1 — 143 und Ay — 14;.
A1 — AQ, A4 — 1A2A1, A4 — 1A2, A4 — 11417 A4 — 1}.
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Schritt 2: Entfernen der Einheitsproduktionen (3) Schritt 3: Terminalsymbole durch neue Produktionen darstellen
o Daher ist die Grammatik nach Entfernen der Einheitsproduktionen: Fiige Bo — 0 und By — 1 hinzu und ersetze in rechten Seiten mit Wortlange > 1:

Gs = (V5, %, Ps, As) mit Vs = {44, Ao, A3, Ay, A5} und
b ( b b 5) ° { ! 2 3 4 5} Pﬁz{Bo—)O, Bl—)l, A5—)BlA2, A5—)1, AQ—)AQAg, A2—>O,

Ps={A5 = 14y, A5 — 1, Ay — AsA3, Ay =0, Ay — 1, A — 1, Ay = AgAs, Ay — B1AsA1, A — B1As,
A2 — A4A2,A2 — ].AQAl, A2 — ].AQ, A2 — 1A1, A3 — 0, AQ — BlAL AS — 0, AS — 17 Al — A2A2A27 Al — A2A27
A3 — 1, A1 — AQAQAQ, A1 — A2A2, Al — A2A3, A1 — 0, Al — A2A37 Al — 0, Al -1, Al — A4A27 Al — B1A2A17
A1 — 1, Al — 1441427 A1 — 11421417 A1 — 1A2, A1 — 1A1, Al — B1A27 Al — BlAly A4 — B1A2A1;
A4 — 114.21417 A4 — 1A2, A4 — 1A1, A4 — l}. A4 — B1A27 A4 — BlAh A4 — 1}~
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Schritt 4: Rechte Seiten zerlegen

Zerlege rechte Seiten mit Wortlange > 2:
Ergibt G7 = (V7,2,P7,A5), wobei

Vi ={A1, Az, A3, Ay, A5, Bo, B1, C1, Ca, Cs, Cy }
P7 = {BO — 0, Bl — ]., A5 — BlAQ, A5 — 1, AQ — A2A3, A2 — 0,
A2 — 1, A2 — A4A2, A2 — B1Cy C1 — AQA],
Ay — BlAQ, Ay — BlAl, A3 — 0, A3 — 1, Ay — AQCQ,
CQ — A2A27 A1 — AQAQ, A1 — A2A3, A1 — 0, Al — 17
A1 — A4A2, A1 — 3103, 03 — AgAl, A1 — 311427
A1 — BlAl, A4 — 316'47 C4 — AQAl, A4 — BlAQ,
A4 — BlAl, A4 — 1}

Alle Schritte beendet, G7 ist in Chomsky-Normalform
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