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Abschlusseigenschaften (2)

Satz
Die regularen Sprachen sind abgeschlossen beziiglich Komplementbildung. J

Beweis:

e Sei M = (Z,%,0, 20, E) ein DFA der L akzeptiert.

o Dann akzeptiert M = (Z,%,6, 29, Z \ F) die Sprache L
(d.h. das Komplement von L): R

Offensichtlich gilt (6(z0,w) € E) <= —(d(z0,w) € Z\ E)
o Daher ist L regulir.
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Abschlusseigenschaften

Satz

Die reguliren Sprachen sind abgeschlossen beziiglich Vereinigung, Produkt und
Kleeneschem Abschluss.

Beweis:

Vereinigung, Produkt und Kleenescher Abschluss werden durch reguldre Ausdriicke
erzeugt und sind daher reguldre Sprachen:

@ Benutze reguldre Ausdriicke a1, ag mit L(ay) = L;.
o (ai|ag) erzeugt L(ag|ag) = L(ay) U L(eg) = Ly U Lo,
o ajay erzeugt L(ajas) = L(ay)L(ag) = L1 Ly und

* * *
o (ay)* erzeugt L(ay)* = Lj. O
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Abschlusseigenschaften (3)

Satz
Die reguldren Sprachen sind abgeschlossen beziiglich Schnitt. J

Beweis:

@ Folgt aus Ly N Ly = Ly U Ly und da regulire Sprachen abgeschlossen bez.

Vereinigung und Komplementbildung.
Alternativ:

o Seien M1 = (21,2,51,201,E1) und M2 = (ZQ,E,(sQ,ZOQ,EQ) DFAS,
die Ly = L(M;) und Ly = L(M,) akzeptieren.

@ Produktautomat von M7 und M, ist der DFA
M = (Zl X ZZ,Z,(S, (Z01,202)7E1 X Ez) mit
0((z,2'),a) = (01(z,a),02(7,a)) fir alle a € ¥ und (z,2') € Z1 X Zs.

o M akzeptiert L1 N Lo, denn es gilt:

5((207172072)711)) S (El,EQ) == (51(20,1,11)) [SEWA 8\2(2072,10) € EQ).
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Beispiel: Produktautomat

Produktautomat M7y x Mo

b a
a
M1:
b
a,b
b
M2:
a
a,b Lauf fiir bbaa b a

Nichtregularitat zeigen mit Abschlusseigenschaften (1)

Satz
Die Sprache L = {a" | n ist keine Primzahl} ist nicht regular. J

Beweis:

Durch Widerspruch:
@ Annahme L ist regular.
o Dann ist L auch regular.
o L={a}*\ L={a"|n ist eine Primzahl} ist nicht reguldr (bereits gezeigt)
o Widerspruch! Daher ist L nicht regular.
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Abschlusseigenschaften zusammengefasst

Theorem (Abschlusseigenschaften der reguldren Sprachen)

Die reguldren Sprachen sind abgeschlossen beziiglich Vereingung, Schnitt,
Komplementbildung, Produkt und Kleeneschem Abschluss.
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Nichtregularitat zeigen mit Abschlusseigenschaften (2)

Satz
Die Sprache L = {w € {a,b}* | #4(w) = #(w)} ist nicht regular. J

Beweis:

Durch Widerspruch:

o Annahme: L ist regular.

o Sprache L' = {a"b™ | n,m € N} ist reguldr, da
der folgende NFA mit e-Ubergingen L’ erkennt. —pf
o Da L und L' reguldr sind, ist auch L N L’ regulir.
o LNL ={a’V | j € N} ist aber nicht reguldr (wie bereits gezeigt)
o Widerspruch! D.h. L ist nicht regular.
8/14



Entscheidbarkeitsresultate: Wortproblem Entscheidbarkeitsresultate: Leerheitsproblem

Satz J

Das Leerheitsproblem fiir reguldre Sprachen ist entscheidbar.

o Bereits gezeigt: Das Wortproblem fiir Typ 1,2,3-Sprachen ist entscheidbar. Beweis:

o Fiir DFAs ist das Wortproblem in Linearzeit in der Lange des Wortes |osbar, denn _ ) . _ _
die Berechnung von §(zg,w) braucht fiir einen DFA nur |w| Schritte. @ Sei L regulire Sprache und sei M ein DFA mit L(M) = L.

o Dann gilt L = () genau dann, wenn es keinen Pfad vom Startzustand zu
einem Endzustand in M gibt.

@ Dies kann man leicht mit einer Tiefensuche auf dem Zustandsgraph von M

tiberpriifen.
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Endlichkeitsproblem fiir regulare Sprachen Schnittproblem fiir regulare Sprachen

Satz Satz
Das Endlichkeitsproblem fiir reguldre Sprachen ist entscheidbar. J Das Schnittproblem fiir reguldre Sprachen ist entscheidbar. J
Beweis: Beweis:

o Sei L reguldr und M ein DFA mit L(M) = L @ Seien Ly, Ly reguldre Sprachen.

o Esgilt |L]| < oo g.d.w. es keinen Pfad vom Startzustand zu einem Endzustand o Seien My, My DFAs mit L(M;) = L;.

gibt, der eine Schleife enthilt. o Berechne den Produktautomaten M mit L(M) = Ly N Lo
o Priife dies mit einer Tiefensuche auf dem Zustandsgraph von M. o Priife das Leerheitsproblem fiir L(M).
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Aquivalenzproblem fiir regulire Sprachen Zusammenfassung: Regulare Sprachen

Satz o Formalismen: Regulire Grammatiken, DFAs, NFAs (mit oder ohne e—Ubergéinge),
Das Aquivalenzproblem fiir reguldre Sprachen ist entscheidbar. J reguldre Ausdriicke

Pumping-Lemma (Pumping-Eigenschaft notwendig, nicht hinreichend!)
Beweis:

Der Satz von Myhill-Nerode: L regulér g.d.w. Index(~r) < o0

o Seien L1, Ly regulire Sprachen. Nicht-Regularitdt nachweisen: Pumping-Lemma oder Index(~r) = oo

o Seien My, My DFAs mit L(MZ) =1L,

@ Berechne die Minimalautomaten von M; und M5

Aquivalenzklassenautomat und Minimierung von DFAs

Abschlusseigenschaften reguldrer Sprachen

o Priife die Minimalautomaten auf Isomorphie. Entscheidbarkeitsresultate fiir reguldre Sprachen
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