LUDWIG-

MAXIMILIANS-

UNIVERSITAT
MUNCHEN

Letzte Anderung der Folien: 17. Mai 2022

Formale Sprachen und Komplexitdt
Theoretische Informatik fiir Medieninformatiker
Sommersemester 2022

Der Satz von Kleene

Prof. Dr. David Sabel

LFE Theoretische Informatik




Wiederholung: Regulare Ausdriicke

Definition (Reguldrer Ausdruck) Erzeugte Sprache

Sei X ein Alphabet. Ein reguldrer Ausdruck | Die von einem reguldren Ausdruck o

iiber 3 ist induktiv definiert: erzeugte Sprache L(«) ist induktiv iiber
dessen Struktur definiert:

@ () ist ein regulirer Ausdruck

@ ¢ ist ein reguldrer Ausdruck L) =10
@ a mit a € X ist ein regularer Ausdruck L(e) = {e} )
o Wenn a; und a9 reguldre Ausdriicke L(a) := {a} firacX
sind, dann auch ajas L{araz) := L(a1)L(a2)
. ) = {wv | u € L(a1),v € L(az)}
@ Wenn a; und as regulare Ausdriicke L{ai]as) = L(a1) U L(as)
sind, dann auch (041|OQ) L(( ) ) L( )
@ Wenn « regularer Ausdruck ist, dann <
auch (a)*

4




Zum Auffrischen: Beispiele

Geben Sie regulare Ausdriicke an, welche die folgenden Sprachen erzeugen:
o L; = {alle Worter iiber {a,b}, die das Teilwort abba enthalten}

o Ly = {alle Worter iiber {a,b}, die das Teilwort aba mindestens 2 Mal enthalten}

o L3 = {alle Worter iiber {a,b}, die das Teilwort aaa nicht enthalten}
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Zum Auffrischen: Beispiele

Geben Sie regulare Ausdriicke an, welche die folgenden Sprachen erzeugen:
o L; = {alle Worter iiber {a,b}, die das Teilwort abba enthalten}

(alb)*abba(alb)*

o Ly = {alle Worter iiber {a,b}, die das Teilwort aba mindestens 2 Mal enthalten}

((a|b)*aba(a|b)*aba(a|b)* | (a\b)*ababa(a|b)*)

o L3 = {alle Worter iiber {a,b}, die das Teilwort aaa nicht enthalten}

(blablaab)*(¢|a|aa)



Satz von Kleene

Theorem 4.7.4 (Satz von Kleene) J

Reguldre Ausdriicke erzeugen genau die reguldren Sprachen.

Beweis in zwei Teilen:
© Jede von einem reguldren Ausdruck erzeugte Sprache ist regular.

@ Fiir jede reguldre Sprache gibt es einen regularen Ausdruck, der sie erzeugt.
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Beweis: Satz von Kleene (1)

1. Jede von einem reguldren Ausdruck erzeugte Sprache ist regular.
Beweis:

o Wir konstruieren fiir reguliren Ausdruck a einen NFA M, mit e-Ubergingen und
eindeutigen Start- und Endzustdnden, sodass L(M,) = L(«).

@ Induktion liber die Struktur von «
o Basisfille:

o Fir @« = a € ¥ konstruiere —»O—a@
o Fiir o« = ¢ konstruiere +O—E>©
o Fiir a = () konstruiere —>O @

In allen Fallen ist L(a) = L(M,,) offensichtlich
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Beweis: Satz von Kleene (2)

o Induktionsschritt: Betrachte den Aufbau von « (3 Fille)
o Fiir @ = oy, liefert die ILH. M,,,, M,,.

0«0 0«0



Beweis: Satz von Kleene (2)

o Induktionsschritt: Betrachte den Aufbau von « (3 Fille)
o Fiir @ = oy, liefert die ILH. M,,,, M,,.

OnO  ~On0
Konstruiere daraus M,:

O O——0
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Beweis: Satz von Kleene (3)

o Fiir a = (aq|ag) liefert die LH. M, M,,

e
e



Beweis: Satz von Kleene (3)

o Fiir a = (aq|ag) liefert die LH. M, M,,
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O
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o Fiir a = (aq)* liefert die I.H. M,
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o Fiir a = (aq)* liefert die I.H. M,

YoXNe

Konstruiere daraus M,:
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Einschub, Beispiel: Regulirer Ausdruck — NFA mit e-Ubergingen

NFA zum regularen Ausdruck
(¢l (alb)*b(alb))

konstruieren:
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Beweis: Satz von Kleene (6)

Zur Erinnerung: ij enthélt die Wérter, die M von Zustand z; zu Zustand z; fiihren ohne dabei
Zwischenzustinde mit Index gréBer als k zu benutzen.

Basis: £ =0
e Wenn i # j, dann ist Lg’,j ={a€X|0(z,a) =z}
Falls L?,j = {a1,...,aq}, dann gilt L(agj) = ng fir 042]' = (a1]...l|aq).

Falls LY = 0, dann gilt L(a) ;) = L), mit af ; = 0.
o Wenn i = j, dannist Ly, = {e} U{a € £ | 6(z;,a) = z}.
Sei L?,i ={e,a1,...,a4}.

Dann gilt L(agi) = L?’i fir a; = (elaa|. .. |ag).



Beweis: Satz von Kleene (7)

Zur Erinnerung: Lk . enthélt die Wérter, die M von Zustand z; zu Zustand z; fiihren ohne dabei
Zwischenzustande mlt Index gréBer als k zu benutzen.

Induktionsschritt: &k — k + 1
k+1 k
Ly} =Li;U LE o (L) LkH,J,

denn entweder lduft M ohne Zustand 211 zu besuchen, oder der Lauf kann in 3 Teile
gespalten werden:
@ Lauf von z; bis zum ersten Besuch des Zustands z;,1 (abgedeckt durch Lﬁk+1)
@ Mehrmaliges, zyklisches Besuchen von k + 1 (beliebig oft)
(abgedeckt durch Ly, 1)
@ Letztmaliges Verlassen von z;11 und Lauf bis zu z; (abgedeckt durch Lf ;)

k+1 k+1 k+1
Daher gilt o + = (af ]az k+1(a£+1 pa1) aﬁﬂj) und L(o; + )= Lt



Beweis: Satz von Kleene (8)

Zur Erinnerung: Lf . enthilt die Woérter, die M von Zustand z; zu Zustand z; fiihren ohne dabei
Zwischenzustande mit Index gréBer als k zu benutzen.

Damit haben wir bewiesen:
Es gibt reguldre Ausdriicke aﬁj mit L(aﬁj) = Lﬁj

Jetzt miissen wir noch zeigen,dass es einen reguldren Ausdruck gibt,
der L(M) erzeugt.

Sei die Menge der Endzustinde E = {z;,..., 2, }.

Dann gilt L(af, |af | ... |af; ) = zLeJE Ly, = L(M) O



Beispiel: DFA — regularer Ausdruck

OO

a

Regularer Ausdruck dazu:
a%,2 = (0‘%,2|0‘%,2(0‘5,2)*a%,2)

= ((ale(e)™a) | (ale(e)a) (cla(e)a)” (¢|a(e)"a))

denn
ofi=c ofy=c afy=a ol =a
% = (a 12’ aq 1(0‘(1],1)*04(1),2) = (ale(e)*a)
%2 = (a2 2| Q 1(0‘(1],1)*04?,2) = (¢la(e)*a)



Beispiel: DFA — regularer Ausdruck

OO

a

Regularer Ausdruck dazu:
a%,2 = (0‘%,2|0‘%,2(0‘5,2)*a%,2)
= ((ale(e)a) | (ale(e)a) (cla(e)*a)” (ela(e)*a))
= (ala(aa)*) (durch Vereinfachung)

denn

0 _ 0 _ 0 _
Qg9 =€ ajg=a asy =a

I
™

04(1),1
% (o 2’ aq 1(0‘(1],1)*04(1),2) = (ale(e)*a)
%2 = (a2 2| Q 1(0‘(1],1)*04?,2) = (¢la(e)*a)



Zusammenfassung: Formalismen fiir regulare Sprachen

Reguldre Grammatiken W Theorem 4.2.1
(=Regulire Sprachen) J DF:]AS

oﬁens'\c‘“t\.‘('h
Theorem 4.4.1
(A

Satz 4.6.7 Theorem 4.7.4

Vv

[N FAs mit s—UbergéngenJ

Theorem 451

Satz 4.6.8

NFAs mit e-Ubergingen und
eindeutigem Start- und J

[Reguléire Ausdrﬁcke}

Endzustand Theorem 4.7.4

Kanten — zeigen Kodierungen



