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Wiederholung: DFAs & NFAs sind Formalismen fiir Typ 3-Sprachen

Theorem 4.5.4
DFAs und NFAs erkennen genau die reguliren Sprachen. J

Beachte: Determinisierung von NFA mit Potenzmengenkonstruktion

Wiederholung: NFA

Definition
Ein nichtdeterministischer endlicher Automat
(nondeterministic finite automaton, NFA) ist ein 5-Tupel (Z, %, 4, S, E') wobei
@ Z ist eine endliche Menge von Zustinden,
@ X ist das (endliche) Eingabealphabet mit (ZNX) =0,
o S C Z ist die Menge der Startzustdnde,
o E C Z ist die Menge der Endzustinde und
@ §:Z x ¥ — P(Z) ist die Zustandsiiberfiihrungsfunktion

GroBe des DFAs vs NFAs (1)

Sei M ein NFA mit n Zustanden.
Der durch die Potenzmengenkonstruktion erstellte DFA hat 2" Zustdnde!
D.h. der Platz explodiert uns!

Frage: Geht es besser (unsere Kodierung ist zu einfach) oder nicht?

Das folgende Lemma zeigt, dass es nicht wirklich besser geht



GroBe des DFAs vs NFAs (2)

Lemma

Sei Ly, = {uav | u € {a,b}*,v € {a,b}" "} fiir n € Nxo.

(Sprache aller Warter aus {a,b}*, die an n-letzter Stelle ein a haben).
o Es gibt NFA M,, mit L(M,,) = L,, und M,, hat n + 1 Zustande.
o Jeder DFA M, mit L(M]) = Ly, hat mindestens 2" Zustinde.

Beweis (Teil 1): Sei M, der folgende NFA:
a,b

L(M,,) = L, denn:
@ zum Akzeptieren miissen zg, z1, . . . 2z, nacheinander durchlaufen werden, was
genau mit Wértern av mit v € {a, b}~ méglich ist
@ In z kann zuvor jedes u € {a,b}* gelesen werden (Verbleib in z).
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NFAs mit e-Ubergangen

@ e-Ubergidnge erlauben Zustandswechsel ohne Lesen eines Zeichens
(es wird sozusagen das leere Wort ¢ gelesen)

o Ausdruckskraft dndert sich mit e-Ubergingen nicht
o e-Uberginge machen manche Konstruktionen einfacher.

Definition (NFA mit c-Ubergingen)

Ein nichtdeterministischer endlicher Automat mit e-Ubergéngen (NFA mit
e-Ubergdngen) ist ein Tupel M = (Z,%,4, S, E) wobei
@ Z ist eine endliche Menge von Zustanden,

o X ist das (endliche) Eingabealphabet mit (Z NX) = 0,
@ S C Z ist die Menge der Startzustdnde,
o F C Z ist die Menge der Endzustinde und
@ §:Z x (XU{e}) = P(Z) ist die Zustandsiiberfiihrungsfunktion
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GroBe des DFAs vs NFAs (3)

Beweis (Teil 2): Beweis durch Widerspruch.
o Annahme: Es gibt n € Nyg und DFA M’ = (Z,{a, b}, d, 20, F) mit
L(M'") = Ly, = {uav | u € {a,b}*,v € {a,b}" "'} und |Z| < 2"
o Menge W = {a, b}" enthilt 2" Worte der Lange n und da |Z] < 2", muss es

~ -~

w # w' € W geben mit §(2, w) = §(z0,w') = 2
o Sei j die erste Position, an der sich w und w’ unterscheiden.

Falls j = 1, dann ist 0.B.d.A. w = au € L,, aber v’ = bu’ € L, und z; € E und
z; ¢ E misste gleichzeitig gelten. Widerspruch!

Falls j > 1: O.B.d.A. w = uwav und w' = ubv’ mit |v| = || =n—j

Sei wg = wbi~! = yavhi~!
wly = w'h = uby'p/ 1

Dann muss gelten §(wp) = S(wg,) da 6(uav) = z; = o(ubv’).

Aber wy € Ly, und wj ¢ Ly, Widerspruch! |
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Beispiel: NFA mit e-Ubergangen

Akzeptierte Sprache:

alle Worte aus {a,b,c}*, die an letzter, vorletzter, oder drittletzter
Postion ein a haben, und das leere Wort
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e-Hiille e-Hiille (2)

Definition (e-Hiille)
Sei M = (Z,%,4,S, F) ein NFA mit e-Ubergingen. Die e-Hiille clos.(z) eines

Zustands z € Z ist induktiv definiert als die kleinste Menge von Zustinden, welche die Die e-Hiille fiir eine Zustandsmenge X C Z kann auch berechnet werden durch:
folgenden Eigenschaften erfiillt: X U 5(e.0) € X
- ) wenn Lex 02,€6) &
Q z € closc(z). close(X) :== { 105 (X Uy 5(2, ), sonst

@ Wenn 2’ € close(z) und 2" € 6(2,¢), dann ist auch 2" € clos.(z).

Fiir eine Zustandsmenge X C Z definieren wir clos.(X) := J,cx closc(2).

y

Die e-Hiille fiigt fiir eine Zustandsmenge alle durch e-Ubergénge erreichbaren Zustinde

hinzu.
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Beispiel NFA mit e-Ubergangen: Akzeptierte Sprache

Akzeptierte Sprache eines NFA mit c-Ubergiingen

Sei M = (Z,%,6, S, E) ein NFA mit e-Ubergingen.
Wir definieren § : (P(Z) x £*) — P(Z) induktiv durch:

3(X,e) =X
close(z0) = {z0} 8(X,aw) i= U B(close(8(2,a)),w) fir alle X € 2
close(z1) = {z1} i [ i
close(z4) = {24} e von M stasptirte Sprache
close(z3) = {21, 23, 24} = ik
closc(z2) = {z1, 22, 23, 24} L(M) == {w € £ | §(clos:(S5),w) N E # 0} /




e-Uberginge indern die Ausdruckskraft nicht (1) e-Uberginge indern die Ausdruckskraft nicht (2)

Beweis ,=": Sei M = (Z,%,0, 5, F) ein NFA mit e-Ubergsngen.
o Konstruiere NFA M’ mit L(M) = L(M’). Dann ist L(M) regular.

Satz 4.6.7 . o M'=(Z,%,8,5,FE) mit 8’ = clos:(S), 6'(z,a) = clos:(§(z, a)).
NFAs mit e-Ubergdngen akzeptieren genau die reguldren Sprachen. L(M) = L(M'):
Beweis , <" o Wir zeigen &(clos-(X),w) = & (clos.(X),w) fiir alle X C Z und w € $*. Wir

verwenden Induktion iiber die Wortlange |w|.
@ Basis: w = e. Dann gilt §(closs(X),¢) = close(X) = ¢’ (closs(X),¢€)
@ Schritt: Sei w = au mit a € X. Wir formen um:

o Jede reguldre Sprache wird von einem ,normalen* NFA akzeptiert.

o Transformiere diesen NFA in einen NFA mit e-Ubergingen:
Setze §(z,¢) = 0 fiir alle Zustinde z

= Def. § < ILH. >
Offensichtlich ist die akzeptierte Sprache diesselbe. d(clos:(X), au) E lU (f{()closa(é(z, a)),u) = ZU (;5(/)(0[055(5(27 a)),u)
. z€close zeclose
@ Daher wird jede reguldre Sprache von einem NFA mit e-Ubergangen

akzeptiert. , o 'y
b Def. & U §(8(z,a),u) Pt 0 &'(clos:(X), au)

z€clos: (X)



