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MUNCHEN Sommersemester 2022 Sel G = (‘/7 E, P, S) eine Grammatik.

G ist vom Typ 0
G ist automatisch vom Typ 0.

. . G ist Typ 1 (kontext itive G tik),
Erzeugte Sprachen, Mehrdeutige Grammatiken und Sprachen, ist vom Typ 1 (kontextsensitive Grammatik), wenn
fir alle (¢ — r) € P: |¢] <|r|.

Entfernen von e-Produktionen .
G ist vom Typ 2 (kontextfreie Grammatik), wenn ...

G ist vom Typ 1 und fiiralle (¢{ > r) € Pgilt: {=A €V

Prof. Dr. David Sabel
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G ist vom Typ 3 (reguldre Grammatik), wenn ...

G ist vom Typ 2 und fiir alle (A — r) € Pgilt: r =a oderr = aA’ fira e 3, A €V
(die rechten Seiten sind Worte aus (X U (£V)))
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Beispiel (kontextsensitive Grammatik) Grammatik erzeugt {a"b"c" | n € Ny}
G:({Svac}’{aab»C}7P»S) mit Satz
P={S—aSBC, S— aBC, CB — BC, aB — ab, bB — bb, bC — be, cC — cc} L(G) = {a™"c" | n € Nyo} fir G = ({S, B,C},{a,b,c}, P, S) mit
P ={S — aSBC,8 — aBC,CB — BC,aB — ab,bB — bb,bC — be, cC — cc}

Beispiel-Ableitung: 22" Zeige a"b"c™ € L(G) fiir alle n € Ny

S= aSBC = aaSBCBC = aaaSBCBCBC = aaaa BCBCBCBC @ Wende n — 1 mal S — aSBC und dann einmal S — aBC an:
= aaaabCBCBCBC = aaaabBCCBCBC = aaaabbCCBCBC S =*a"1S(BC)"! = a™(BC)"
= aaaabbCBCCBC = aaaabbBCCCBC = aaaabbBCCBCC e Wende CB — BC solange an, bis es kein Teilwort C' B mehr gibt.
= aaaabbBCBCCC = aaaabbBBCCCC = aaaabbbBCCCC a"(BO)" =* a"B"C"

= aaaabbbbC'CCC = aaaabbbbcCCC = aaaabbbbecCC

s aaaabbbbeccC = aaaabbbbecee @ Wende aB — ab und anschlieBend n — 1 mal bB — bb an.

a"B"C" = ¢"bB"1CO™ =* "y O™
Steckengebliebene Folge von Ableitungsschritten: @ Wende einmal bC — bc und anschlieBend n — 1 mal ¢C — cc an
a"b"C™ = a"beC™ T =* @b

S= aSBC = aaBCBC = aabCBC = aabcBC . . . . ninon
Zusammensetzen aller Ableitungsschritte zeigt S =* a"b"c".
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Grammatik erzeugt {a"b"c" | n € N5y} (2)

Satz
L(G) = {a"b"c" | n € N5} fir G = ({S,B,C},{a,b,c}, P, S) mit
P={S8—aSBC,S — aBC,CB — BC,aB — ab,bB — bb,bC' — bc, cC' — cc}

,C": Zeige, dass alle von G erzeugten Worte von der Form a™b™c™ sind.
o Fiir § =¢, u mit u Satzform zeigen die Regeln:
#a(u) = #b(u) + #B(u) = #c(u) + #C’(u)
o Fiir S =% w mit w € {a,b, c}* gilt: a’'s werden ganz links erzeugt, d.h. w = a"w’
mit w’ € {b,c}* und n = #,(w') = #.(w')
o Es gilt w' = bwy, da jedes auf a folgende Symbol durch aB — ab erzeugt wird
und die Regeln keine Terminalsymbole vertauschen.
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Beispiel einer Typ 0-Grammatik

Grammatik G = ({S,T, A, B, $}, {a, b}, P, S) mit

P={S—S$T$, T —aAT, T —bBT, T —¢, $a— a$, $b— 0%, Aa — a4,
Ab — bA, Ba — aB, Bb— bB, A$— $a, B$ — $b, $$ — ¢}

Eine Ableitung:

S = $T$ = $aATS = $aAaATS = $aAaAbBTS
= $aAaAbBS = $aa AADBS = $aa AbABS = $aabAABS
= $aabAA$H = $aabA$ab = SaabSaab = a$abSaab
= aa$b$aab = aab$$aab = aabaab

Beachte: L(G) = {ww | w € {a,b}*} und L(G) ist Typ 1-Sprache
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Grammatik, die {a"0"c" | n € N5y} erzeugt (3)

Satz
L(G) = {a™"c"™ | n € Ny} fir G = ({S, B,C},{a,b,c}, P,S) mit
P={S—aSBC,S = aBC,CB — BC,aB — ab,bB — bb,bC — bc,cC — cc}

. C": Zeige, dass alle von G erzeugten Worte von der Form a™b"c"™ sind.
° ...

o Ebenso kdnnen die Terminalsymbole des Wortes w' € {b, c}* nur durch
bB — bb, bC — bc und ¢C' — cc erzeugt worden sein.
Diese Produktionen erlauben nur einen Wechsel von b zu ¢ und keine Wechsel von
¢ zu b. Auch ein Umordnen der Terminalsymbole ist nicht moglich
(da es keine Produktion dafiir gibt).

o Dabher gilt w’ = b'c/ und mit n = #,(w') = #.(w') sogar w' = b"c". O
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Beispiel einer Typ 0-Grammatik (2)
Grammatik G = ({S,T, A, B, $},{a, b}, P, S) mit
P={S—$T$, T —aAT, T —bBT, T — ¢, $a— a3, $b— b3, Aa — a4,
Ab — bA, Ba — aB, Bb— bB, A$ — $a, BS — $b, $$ — ¢}
Begriindung dafiir, dass L(G) = {ww | w € {a,b}*} gilt:
e Mit S — $T'$ wird zunichst eine Umrahmung mit $$ erzeugt
o Mit T — aAT, T — bBT, T — ¢ wird ein Wort aus 2er Blocken aA und bB erzeugt
e Mit Aa — aA, Ab — bA, Ba — aB, Bb — bB werden A's und B's bis vor $
geschoben
o Mit A$ — $a und B$ — $b werden die A's und B's in a's und b's verwandelt, indem
sie iiber das rechte $ hiipfen.
o Mit $a — a$, $b — b$ wird das linke $ zum rechten geschoben, mit $$ — ¢ werden
sie dann eliminiert.
@ Bei allen Schritten wird die relative Lage aller a zu b sowie aller A zu B nicht gedndert.
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Mehrdeutige Grammatiken Mehrdeutige Grammatiken (2)

Beispiel:

(B, {*,+1,2},{E - E+xE, E~FE+E, E—~1, E—2}E) Mehrdeutige Grammatik

Zwei Ableitungen fiir 1+ 2 # 1: E"me Typ 2-Grammat|lf ist mehrdeutig, wenn es verschieden strukturierte Syntaxbdume
fiir dasselbe Wort w gibt.

o F=F+«FEF=F+FEFxE=>1+FExE=14+2xE=1+2x1 J
o F=F+FEF=F+FE«xE=1+ExE=14+2xE=1+2x1.
Syntaxbdume dazu:

Inhdrent mehrdeutige Sprache

Eine Typ 2-Sprache ist inhdrent mehrdeutig, wenn es nur mehrdeutige Grammatiken

/ f \ / ? \ gibt, die diese Sprache erzeugen. )
E * E E + E Die Sprache
. / }— \ . % % . / i \ - {a™b™c"d™ | m,n € Nso} U {a™b"c"d™ | m,n € N5g}
% £ £ % ist inhdrent mehrdeutig (Beweis z.B. in Hopcroft, Motwani, Ullman, 2006)
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e-Regel fiir Typ 1,2,3-Grammatiken Leeres Wort hinzufiigen geht mit Sonderregel immer
@ Das leere Wort € kann bisher nicht fiir Typ 1,2,3 Grammatiken erzeugt werden: Satz
Produktion S — ¢ erfiillt die Typ 1-Bedingung |S| < |¢| nicht. Daher Sonderregel: Sei G = (V,%,P,S) vom Typ i € {1,2,3} mit ¢ € L(G). Sei &' ¢ V..
Dann erzeugt G/ = (VU{S'}, X, PU{S =} U{S = r|S —re P},5) die

e-Regel fiir Typ 1-Grammatiken Sprache L(G') = L(G) U {e} und

Eine Grammatik G = (V, %, P, S) vom Typ 1 darf eine Produktion (S — &) € P G’ erfiillt die e-Regel fiir Typ 1,2,3-Grammatiken und G’ ist vom Typ i.
enthalten, vorausgesetzt, dass keine rechte Seite einer Produktion in P, die Variable S .

enthélt. Beweis:

o Da S’ neu, kommt S’ auf keiner rechten Seite vor.
Sonderregel erlaubt nicht: e Da S —r e P vom Typ i, sind auch S’ — r vom Typ i
G = ({s},{a},{S =5 = aSa},9) e Das =¢ giltee L(G)

o Firw #egilt: S =% wgdw. 8" =% w
Der jeweils erste Ableitungsschritt muss ausgetauscht werden, d.h. S =g r vs.
G=({95,S}{a},{S —¢,58 = aSa,S — aa,S — aSa,S — aa},S") S =aqr
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Sonderregel erlaubt:




e-Produktionen fiir Typ 2- und Typ 3-Grammatiken Algorithmus 1: Entfernen von e-Produktionen

Eingabe: Typ i-Grammatik G = (V, X, P, S) mit e ¢ L(G), i € {2,3}
Ausgabe: Typ i-Grammatik G’ ohne e-Produktionen, sodass L(G) = L(G’)

Sonderregel fiir Typ 2- und Typ 3-Grammatiken: Beginn
finde die Menge W C V aller Variablen A fiir die gilt A =* ¢:
e-Produktionen in kontextfreien und reguldren Grammatiken Beginn
In G T des T d des T laub ir Produkti d F W:={A|(A—c¢)e P} Die neuen Produktionen nehmen den
n Grammatiken des yps 2 un es lyps 3 erlauben wir Produktionen der Form wiederhole Ableitungsschritt A — ¢ vorweg.
A—e (sogenannte 6_Pr0dUkt|onen)' ) ‘ fiige alle A zu W hinzu mit A — Ay ... Ay € 1 Fiir regulire Produktion A’ — aA wird
bis sich W' nicht mehr andert; A’ — a hinzugefiigt (bleibt regulir!)
Das ist keine echte Erweiterung, denn: Ende
P :=P\{A—¢|(A—¢)e P} /* lésche Regeln A — ¢ */
Satz (Entfernen von e-Produktionen) wiederhole
fur all 1 Al P’ mi
Sei G = (V, %, P, S) eine kontextfreie (bzw. reguldre) Grammatik mit ¢ ¢ L(G). Dann " ?ulgz 5{:‘&’;’;3’;;2” Aﬁjﬁz Zeu P/r:ﬁ]z‘ﬁ:]‘ > 0 und A € W tue
glbt es eine kontextfreie (bZW reguléi re) Grammatik Gl mit L(G) = L(Gl) und G/ /* fir A" — u/ Av' Aw' gibt es (mindestens) zwei Hinzufiigungen: Fiir das Vorkommen von A nach u’ als
enthilt keine e-Produktionen. auch fiir das Vorkommen direkt vor w’ */
- Ende

bis sich P’ nicht mehr dndert;
gebe G’ = (V, X, P',S) als Ergebnisgrammatik aus;
Ende

Beweis: Algorithmus auf der nichsten Folie.
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Beispiel: Entfernen von e-Produktionen

G =({A,B,C,D,S},{0,1},P,S) mit

P={S—14, A— AB, A— DA, A—¢, B—0,
B—1, C— AAA, D — 1ACY.

o Menge W der Variablen, die € herleiten:

W={A,C}daA—cund C — AAA
o Starte mit
P={S—1A, A— AB, A— DA, B— 0,
B—1, C— AAA, D — 1ACY.
o Hinzufiigen von Produktionen fiir Vorkommen von A und C
PP={S—1A4, S—1, A+ AB, A~ B, A—~ DA, A— D,
B—0, B—>1, C— AAA, C— AA, C — A,
D —1AC, D—1A, D —1C, D — 1}.
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