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Einleitung

1.1 Themen und Literatur
Fiir die Veranstaltung sind die folgenden Inhalte geplant (kann sich noch leicht &ndern).
e Einfiihrung: Ziele der kiinstliche Intelligenz, intelligente Agenten.

e Suchverfahren: Uninformierte und informierte Suche, Suche in Spielbaumen.

Evolutiondre (oder auch genetische) Algorithmen.

Wissensreprasentation und Deduktion in der Aussagenlogik.

Pradikatenlogik

Qualitatives zeitliches Schliefsen am Beispiel von Allens Intervalllogik

Konzeptbeschreibungsschreibungssprachen

Maschinelles Lernen

Wir werden einige Algorithmen erdrtern, wobei wir neben (imperativem) Pseudo-Code
auch desofteren eine entsprechende Implementierung in der funktionalen Programmier-
sprache Haskell angeben. Die Haskellprogramme dienen eher zum Verstiandnis und sind
daher selbst kein Priifungsstoft.

1.1.1 Wesentliche Lehrbiicher fiir diese Veranstaltung

D. Poole, and A. Mackworth, Artificial Intelligence: Foundations of Computational
Agents. Cambridge University Press, 2010. auch online unter http://artint.info/
frei verfiigbar

S.J. Russel and P. Norvig. Artificial Intelligence: A Modern Approach. Third Edition,
Prentice Hall, 2010.

W. Ertel Grundkurs Kiinstliche Intelligenz: Eine praxisorientierte Einfiihrung. Vieweg-
Teubner Verlag, 2009. Aus dem Netz der Universitit als E-Book kostenlos verftigbar
unter http://www.springerlink.com/content/t13128/
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1 Einleitung

1.1.2

D. Poole, A. Mackworth, and R. Goebel. Computational Intelligence: A Logical Ap-
proach. Oxford University Press, 1998.

Franz Baader, Deborah McGuiness, Daniele Nardi, and Peter Patel-
Schneider. The description logic handbook. Cambridge university press,
2002.  Aus dem Netz der Universitdt als E-Book kostenlos verfiigbar unter
http://site.ebrary.com/lib/frankfurtm/docDetail.action?docID=10069975

Christoph Beierle and Gabriele Kern-Isberner. Methoden wissensbasierter Systeme. 4.
Auflage, Vieweg, 2008. Aus dem Netz der Universitit als E-Book kostenlos verfiigbar
unter http://www.springerlink.com/content/h67586/

P. Winston. Artificial Intelligence. Addison Wesley, 1992.
McDermott Charniak. Introduction to Artificial Intelligence. Addison Wesley, 1985.

Genesereth and Nilsson. Logical foundations of artificial intelligence. Morgan Kauf-
mann, 1988.

M. Ginsberg. Essentials of artificial intelligence. Morgan Kaufmann, 1993.

Wolfgang Bibel, Steffen Holldobler, and Torsten Schaub. Wissensreprisentation und
Inferenz. Eine grundlegende Einfiihrung. Vieweg, 1993.

Joachim Herzberg. Planen: Einfiihrung in die Planerstellungsmethoden der Kiinstlichen
Intelligenz. Reihe Informatik. BI Wissenschaftsverlag, 1989.

Michael M. Richter. Prinzipien der Kiinstlichen intelligenz. Teubner Verlag, 1992.

Weitere Lehr- und Hanbiicher

A. Barr, PR. Cohen, and E.A. Feigenbaum. The Handbook of Artificial Intelligence.
Addison Wesley, 1981-1989. 4 Bande.

E. Davies. Representation of Commonsense Knowledge. Morgan Kaufmann, 1990.
H.L. Dreyfus. What Computers Can’t Do. Harper Colophon Books, 1979.

Glinter Gorz, editor. Einfithrung in die kiinstliche Intelligenz. Addison Wesley, 1993.
Peter Jackson. Introduction to expert systems, 3rd ed. Addison-Wesley, 1999.

George F. Luger and William A. Stubblefield . Artificial intelligence: structures and
strategies for complex problem solving. 3rd ed. Addison-Wesley, 1998.

Zbigniew Michalewicz. Genetic algorithms + data structures = evolution programs.
Springer-Verlag, 1994.
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1.2 Was ist Kiinstliche Intelligenz?

Todd C. Moody. Philosophy and Artificial Intelligence. Prentice Hall, 1993.
Frank Puppe. Problemldsungsmethoden in Expertensystemen. Springer-Verlag, 1990.
Frank Puppe. Einfiihrung in Expertensysteme. Springer-Verlag, 1991.

Peter Schefe. Kiinstliche Intelligenz, Uberblick und Grundlagen. Reihe Informatik. BI
Wissenschaftsverlag, 1991.

S. Shapiro. Encyclopedia of Artificial Intelligence. John Wiley, 1989-1992. 2 Bande.

Herbert Stoyan. Programmiermethoden der Kiinstlichen Intelligenz. Springer-Verlag,
1988.

J. Retti u.a. Artificial Intelligence — Eine Einfiihrung. Teubner Verlag, 1986.
Vidysagar. A theory of learning and generalization. Springer-Verlag.

Ingo Wegener, editor. Highlights aus der Informatik. Springer, 1996.

Reinhard Wilhelm, editor. Informatics — 10 years back — 10 years ahead. Lecture Notes

in Computer Science. Springer-Verlag, 2000.

1.2 Was ist Kiinstliche Intelligenz?

Ziel der Kiinstlichen Intelligenz ist die Herstellung eines intelligenten Agenten. Dies kann
man auch als die Herstellung eines moglichst guten (autonomen, lernenden, intelligen-
ten, automatischen) Informationssystems ansehen. Einige Beispiele fiir solche Systeme
sind:

e Taschenrechner, die analog zum Menschen Rechenaufgaben 16sen kénnen (dabei
aber anders Rechnen als der Mensch).

e Schachspielende Computer wie z.B. Deep Blue, Deep Thought und Deep Fritz
e Sprachiibersetzer wie z.B. GoogleTranslate, Babelfish, etc.
e wissensbasierte Systeme in vielen Varianten

o Texterkennungssysteme in Kombinationen mit Hintergrundwissen wie z.B. das
Watson—Programnﬂ welches bei der amerikanischen TV-Show ,Jeopardy” gegen
frithere Champions antrat und gewann.

e Roboter, z.B. Haushaltsrobotor wie Staubsaugerroboter, Industrieroboter, etc.

e intelligente Informationssysteme

'www.ibm.com/de/watson
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Allgemein ist ein intelligenter Agent, der im Kern einen Computer hat und mit der phy-
sikalischen Umwelt agiert, ein Roboter. Sind die Umgebungen nicht-physikalisch, so wird
dies meist durch spezielle Namen gekennzeichnet: Ein Software-Robotor (softbot) hat
eine Wissensbasis und gibt Antworten und Ratschlédge, aber agiert nicht mit der physi-
kalischen Umwelt. Web-Roboter (webbot) interagieren mit dem WWW, z.B. zum Durch-
suchen und Erstellen von Suchdatenbanken im WWW. Ein Chat-Roboter (chatbot) agiert
in einem Chat. Ein Agent hat als Eingaben und Zwischenzustidnde zum einen Vorwis-
sen tiber die Umgebung (z.B. eine Karte), aber auch erlerntes Wissen, Testfille etc. Die
vom Agent zu erreichenden Ziele sind tiblicherweise mit Prioritdten und Wichtigkeiten
versehen. Allgemein kann ein Agent Beobachtungen tiber die Umgebung und auch Beob-
achtungen tiber sich selbst machen (und daraus Schliisse ziehen, beispielsweise Lernen).
Aufgrund dieser , Eingaben” berechnet der Agent als als Ausgabe seine ndchste Aktion.

Vorwissen

Erfahrungswissen ——
Agent | ————— Aktion
Ziele, Priorititen ————

Beobachtungen ——

Bevor wir auf die genauere Modellierung von Agenten eingehen, wollen wir erortern,
was man unter Kiinstlicher Intelligenz versteht, d.h. wann ein System (Computer) tiber
kiinstliche Intelligenz verfiigt und welche Eigenschaften eine Methode als KI-Methode
auszeichnet.

Allerdings gibt es keine eindeutige allgemeine Definition der kiinstlichen Intelligenz.
Wir werden daher verschiedene Ansdtze und Kennzeichen fiir kiinstliche Intelligenz er-
lautern. Geméf3 (Russell & Norvig, 2010) kann man die verschiedenen Ansédtze entspre-
chend der zwei Dimensionen:

e menschliches Verhalten gegeniiber rationalem Verhalten
e Denken gegeniiber Handeln

in vier Klassen von Ansdtzen unterteilen: Menschliches Denken, rationales Denken,
menschliches Handeln und rationales Handeln. Wahrend ,, menschlich” bedeutet, dass
das Ziel ist, den Menschen nachzuahmen, meint ,rational” ein verniinftiges Vorgehen,
das optimal (beziiglich einer Kostenabschitzung o.4.) ist. Wir erldutern im Folgenden ge-
nauer, was KI entsprechend dieser Klassen meint und als Ziel hat.

1.2.1 Menschliches Handeln

Verwendet man menschliches Handeln als Ziel kiinstlicher Intelligenz, so steht im Vor-
dergrund, Systeme oder auch Roboter zu erschaffen, die analog zu Menschen handeln.
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1.2 Was ist Kiinstliche Intelligenz?

Ein Ziel dabei ist es, Methoden und Verfahren zu entwickeln, die Computer dazu brin-
gen, Dinge zu tun, die momentan nur der Mensch kann, oder in denen der Mensch noch
den Computern iiberlegen ist. Eine Methode, um ,nachzuweisen”, ob der Computer ent-
sprechend intelligent handelt, besteht darin, seine Handlungen mit den Handlungen des
Menschen zu vergleichen (wie z.B. der Turing-Test, sieche unten).

1.2.2 Menschliches Denken

Dieser Ansatz verfolgt das Ziel, dass ein Computer ,,wie ein Mensch denkt”. Dabei muss
zundchst erforscht werden, wie der Mensch selbst denkt, bevor entsprechende Modelle
auf Computer iibertragen werden konnen. Dieses Erforschen kann beispielsweise durch
psychologische Experimente oder Hirntomografie erfolgen. Ist eine Theorie aufgestellt,
so kann diese in ein System umgesetzt werden. Wenn die Ein- und Ausgaben dieses Sys-
tems dem menschlichen Verhalten entsprechen, kann man davon ausgehen, dass dieses
System auch im Mensch eingesetzt werden konnte und daher dem menschlichen Denken
entspricht. Dieser Ansatz ist jedoch nicht alleinig in der Informatik angesiedelt, sondern
entspricht eher dem interdisziplindren Gebiet der Kognitionswissenschaft, die informati-
sche Modelle mit experimentellen psychologischen Versuchen kombiniert, um menschli-
ches Verhalten durch Modelle zu erfassen und nachzuahmen. Beispiele fiir dieses Gebiet
sind Fragen danach, wie der Mensch etwas erkennt (z.B. wie erkennen wir Gesichter),
oder Verstdndnis des Spracherwerbs des Menschen. Ein System ist kognitiv adiquat, wenn
es strukturell und methodisch wie ein Mensch arbeitet und entsprechende Leistungen
erzielt. Z.B. ist ein Taschenrechner nicht kognitiv addquat, da er anders addiert als der
Mensch, die Methodik stimmt also nicht tiberein. Daher ist dieser Ansatz der kognitiven
Simulation eher vom Gebiet der kiinstlichen Intelligenz abzugrenzen (also als verschieden
anzusehen), da er sehr auf exakte Nachahmung des menschlichen Denkens zielt. Wir wer-
den daher diesen Ansatz nicht weiter verfolgen, sondern ihn der Kognitionswissenschaft
iiberlassen.

1.2.3 Rationales Denken

Rationales Denken versucht Denken durch Axiome und korrekte Schlussregeln zu forma-
lisieren. Meistens wird hierzu eine Logik verwendet. D.h. der logische Ansatz (ein grofies
Teilgebiet der Kiinstlichen Intelligenz) ist es, aufgrund einer Logik ein Deduktionssystem
zu implementieren, das sich intelligent verhélt. Eine Hiirde bei diesem Ansatz ist es, das
entsprechende Problem bzw. das Wissen in einer Logik zu formalisieren.

1.2.4 Rationales Handeln

Dies ist der Agenten-Ansatz. Ein Agent ist ein System, dass agiert, d.h. auf seine Um-
gebung (die Eingaben) eine Reaktion (die Ausgaben) durchfiihrt. Dabei erwartet man
im Allgemeinen, dass der Agent autonom operiert, d.h. auf die Umgebung fiir lingere
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Zeitrdume reagiert, sich an Anderungen anpassen kann und ein Ziel verfolgt (und die-
ses eventuell den Gegebenheiten anpasst). Ein rationaler Agent ist ein Agent, der sein
Ergebnis maximiert, d.h. stets das bestmogliche Ergebnis erzielt. Dieser Ansatz ist sehr
allgemein und kann auch teilweise die anderen Ansitze miteinbeziehen. So ist es durch-
aus denkbar, dass ein rationaler Agent eine Logik mitsamt Schlussregeln verwendet, um
rationale Entscheidungen zu treffen. Die Wirkung des rationalen Agentes kann mensch-
lich sein, wenn dies eben rational ist. Es ist jedoch keine Anforderung an den rationalen
Agent, menschliches Verhalten abzubilden. Dies ist meist ein Vorteil, da man sich eben
nicht an einem gegebenen Modell (dem Mensch) orientiert, sondern auch davon unab-
hingige Methoden und Verfahren verwenden kann. Ein weiterer Vorteil ist, dass Ratio-
nalitdt klar mathematisch definiert werden kann und man daher philosophische Fragen,
was intelligentes Verhalten oder Denken ist, quasi umgehen kann.

1.2.5 Ausrichtungen und Ausrichtung der Vorlesung

Die Kognitionswissenschaft versucht das intelligente Handeln und Denken des Menschen
zu analysieren, zu modellieren und durch informatische Systeme nachzuahmen. Dafiir
werden insbesondere das Sprachverstehen, Bildverstehen (und auch Videoverstehen) un-
tersucht und durch Lernverfahren werden entsprechende Systeme trainiert und verbes-
sert. Die ingenieurmifiig ausgerichtete KI hingegen stellt Methoden, Techniken und Werk-
zeuge zum Losen komplexer Anwendungsprobleme bereit, die teilweise kognitive Fahig-
keiten erfordern. Als Beispiele sind hier Deduktionstechniken, KI-Programmiersprachen,
neuronale Netze als Mustererkenner, Lernalgorithmen, wissensbasierte Systeme, Exper-
tensysteme zu nennen.

In der Vorlesung werden wir die ingenieurméfiige Ausrichtung verfolgen und uns mit
direkt programmierbaren KI-Methoden beschéftigen, die insbesondere Logik in verschie-
denen Varianten verwenden.

Einige Gebiete der Kiinstlichen Intelligenz sind

e Programmierung strategischer Spiele (Schach, ...)

Automatisches/Interaktives Problemlosen und Beweisen

Nattirlichsprachliche Systeme (Computerlinguistik)

Bildverarbeitung

Robotik

(medizinische) Expertensysteme

Maschinelles Lernen
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1.3 Philosophische Aspekte

Wir betrachten kurz einige philosophische Aspekte der kiinstlichen Intelligenz, indem
wir zundchst die philosophischen Richtungen Materialismus, Behaviorismus und Funk-
tionalismus erétern.

Materialismus Dem Materialismus liegt der Gedanke zu grunde, dass es nichts gibt
aufler Materie. Diese bewirkt auch den Geist bzw. die Gedanken eines Menschen. Die Im-
plikation daraus ist, dass alles was einen Menschen ausmacht prinzipiell mithilfe natur-
wissenschaftlicher Methoden (Chemie, Physik, Biologie, ...) analysierbar ist. Als Kon-
sequenz (insbesondere fiir die kiinstliche Intelligenz) ergibt sich, dass prinzipiell auch
alles konstruierbar ist, insbesondere ist bei diesem Ansatz im Prinzip auch der denkende,
intelligente Mensch konstruierbar.

Behaviorismus Der Behaviorismus geht davon aus, dass nur das Beobachtbare Gegen-
stand der Wissenschaft ist. D.h. nur verifizierbare Fragen und Probleme werden als sinn-
voll angesehen. Glauben, Ideen, Wissen sind nicht direkt, sondern nur indirekt beobacht-
bar. Bewufstsein, Ideen, Glaube, Furcht, usw. sind Umschreibungen fiir bestimmte Verhal-
tensmuster. Ein Problem dieser Sichtweise ist, dass man zum Verifizieren evtl. unendlich
viele Beobachtungen braucht. Zum Falsifizieren kann hingegen eine geniigen. Aquiva-
lenz von Systemen (z.B. Mensch und Roboter) wird angenommen, wenn sie gleiches Ein-
/Ausgabe-Verhalten zeigen.

Funktionalismus Der Funktionalismus geht davon aus, dass geistige Zustdande (Ideen,
Glauben, Furcht, ...) interne (funktionale) Zustdnde eines komplexen System sind. Einzig
die Funktion definiert die Semantik eines Systems. D.h. der Zustand S} des Systems A is
funktional dquivalent zu Zustand S, des Systems B, gdw. A und B bei gleicher Eingabe
die gleiche Ausgabe liefern und in funktional dquivalente Zustédnde iibergehen. Z.B. sind
das Roéhren-Radio und das Transistor-Radio funktional dquivalent, da sie dieselbe Funk-
tion implementieren. Im Unterschied dazu sind Radio und CD-Player nicht dquivalent.
Dieser Ansatz lduft darauf hinaus, dass der Mensch im Prinzip ein endlicher Automat
mit Ein/Ausgabe ist, wenn auch mit sehr vielen Zustanden.

1.3.1 Die starke und die schwache KI-Hypothese

Im Rahmen der Kiinstlichen Intelligenz unterscheidet die Philosophie die schwache und
die starke KI-Hypothese. Die schwache KI-Hypothese ist die Behauptung, dass Maschinen
agieren konnen, alsob sie intelligent wéaren.

Die starke KI-Hypothese geht im Gegensatz dazu davon aus, dass Maschinen wirklich
denken konnen, d.h. sie simulieren nicht nur das Denken.
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Die schwache KI-Hypothese wird von den meisten als gegeben hingenommen. Die star-
ke KI-Hypothese steht in der KI-Forschung im Allgemeinen nicht im Vordergrund, son-
dern eher die pragmatische Sichtweise, dass es irrelevant ist, ob das ,,Denken” nur an-
scheinlich oder tatsdchlich passiert — hauptsache das System funktioniert.

Trotzallem sollte man sich als KI-Forscher iiber die ethisch-moralischen Konsequenzen
seiner Forschung bewusst sein.

1.3.2 Der Turing-Test

Ein Test, der die starke KI-Hypothese nachweisen konnte, konnte der folgende von
Alan Turing vorgeschlagene Test sein. Der sogenannte Turingtest besteht darin, dass ein
menschlicher Fragesteller schriftliche Fragen an den Computer (die Gegenstelle) stellt
und dieser darauf antwortet. Der Test ist bestanden, wenn der Fragesteller nicht erkennen
kann, ob die Antworten von einem Computer oder von einem Menschen stammen, d.h.
die Gegenstelle sollte wechselweise mal durch den Computer mal durch einen Mensch
ersetzt werden.

Kommunikationsleitung

(Textiibertragung)

menschlicher Gegenstelle
Fragesteller (Mensch oder Computer)

Ein Problem des Turingtests ist, dass dieser nicht objektiv ist, da er von den Fahigkeiten
des menschlichen Fragestellers abhdngt, z.B. vom Wissen {iber aktuelle Fahigkeiten eines
Computers. Die Aussagekraft kann durch wiederholen des Experiments mit mehreren
Fragestellern erhoht werden.

Der Test ist absichtlich so ausgelegt, dass es keine physische Interaktion zwischen
Mensch und Computer gibt (der Mensch sieht den Computer nicht und er stellt die Fra-
gen schriftlich), da diese zusétzlichen Anforderungen nicht die Intelligenz ausmachen.

Hingegen verwendet der fotale Turingtest zusatzlich ein Videosignal, so dass der Com-
puter anhand dieses Signals auch den menschlichen Befrager analysisieren kann (z.B.
durch Gestenerkennung), und umgekehrt der Befrager feststellen kann, ob der Befragte
iiber wahrnehumngsorientierte Fahigkeiten verfiigt. Zusétzlich kann der Befrager physi-
sische Objekte an den Befragten iibergeben. Der Computer muss daher iiber Fahigkeiten
zur Objekterkennung und Robotik (Bewegen des Objekts) etc. verfiigen.

Ein Wettbewerb, der sich am Turingtest orientiert, ist der seit 1991 vergebene Loebner-
Preiﬂ Dabei werden Chat-Bots getestet und der von einer Jury am menschendhnlichs-
ten ausgewdhlte Chat-Bot wird zum jdhrlichen Sieger gekiihrt. In jeder Runde des Tests
kommuniziert ein Jury-Mitglied simultan mit einem Chat-Bot und einem Menschen aus-
schliefSlich iiber Textnachrichten in begrenzter Zeit. Im Anschluss entscheidet der Juror

2h’c’cp: / /www.loebner.net/Prizef/loebner-prize.html
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wer Mensch, wer Maschine ist. Es gibt zudem noch einmalige Preise fiir den ersten Chat-
Bot, der es schafft die Jury tiberzeugend zu tduschen, ein Mensch zu sein, und schliefdlich
den mit 100.000 USD dotierten Preis, fiir den ersten Chat-Bot, der dies auch beziiglich
audio-visueller Kommunikation schafft. Beide einmalige Preise wurden bisher nicht ver-
geben.

Das Interessante an den Turing-dhnlichen Tests ist, dass sie ein halbwegs einsichtiges
Kriterum festlegen, um zu entscheiden, ob eine Maschine menschliches Handeln simulie-
ren kann oder nicht. Gegenargumente fiir den Turingtest sind vielfdltig, z.B. konnte man
ein System als riesige Datenbank implementieren, die auf jede Frage vorgefertigte Ant-
worten aus der Datenbank liest und diese présentiert. Ist ein solches System intelligent?

Andererseits gibt es Programme die manche Menschen in Analogie zum Turingtest tdu-
schen konnen. Ein solches Programm ist das von ]. Weizenbaum entwickelte Programm
ELIZAﬂ dass (als Softbot) einen Psychotherapeuten simuliert. Zum einen benutzt ELI-
ZA vorgefertigte Phrasen fiir den Fall, dass das System nichts versteht (z.B. , Erzdhlen Sie
mir etwas aus Ihrer Jugend.”), zum anderen wird mithilfe von Mustererkennung in der
Eingabe des Benutzers nach Schliisselwortern gesucht und anschlieffend werden daraus
Ausgaben (anhand von Datenbank und Schlussregeln) geniert (z.B. ,Erzédhlen Sie mir
etwas uber zyz”).

Der Turing-Test wird in der Forschergemeinde nicht stark als angestrebtes Ziel verfolgt,
aber aufgrund seiner Einfachheit demonstriert er eindrucksvoll, was kiinstliche Intelli-
genz bedeutet.

1.3.3 Das Gedankenexperiment , Chinesischer Raum”

Das von John Searle vorgeschlagenes Gedankenexperiment zum , Chinesischen Raum”
soll als Gegenargument zur starken KI-Hypothese dienen, d.h. es soll ein Nachweis sein,
dass ein technisches System kein Verstandnis der Inhalte hat, die verarbeitet werden, bzw.
dass es keinen verstehenden Computer geben kann.

Das Experiment ldsst sich wie folgt beschreiben: Jemand, der kein chinesisch versteht,
sitzt in einem Raum. Es gibt dort chinesisch beschriftete Zettel und ein dickes Handbuch
mit Regeln (in seiner Muttersprache), die jedoch ausschliefilich angeben, welche chinesi-
sche Zeichen als Antwort auf andere chinesische Zeichen gegeben werden sollen. Durch
einen Schlitz an der Tiir erhélt die Person Zettel mit chinesischen Zeichen. Anhand des
Handbuchs und der bereits beschrifteten Zettel erzeugt die Person neue Zettel auf sei-
nem Stapel und einen neuen beschrifteten Zettel (mit chinesischen Schriftzeichen), den
er nach aufsen reicht.

Es stellen sich nun die Fragen: Versteht die Person im Raum chinesisch? Versteht das
Gesamtsystem chinesisch? John Searles Argument ist, dass kein Teil des Systems etwas
vom Inhalt versteht, und daher weder die Person noch das System chinesisch versteht. Das

3siehe z.B. http://www.med-ai.com/models/eliza.html.de
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Gegenargument (entsprechend dem Behaviorismus) ist, dass das Gesamtsystem etwas
versteht, da das Verstandnis beobachtbar ist.

1.3.4 Das Prothesenexperiment

Dieses Gedankenexperiment geht davon aus, dass die Verbindungen von Neuronen im
Gehirn voll verstanden sind und dass man funktional gleiche Bauteile (elektronische Neu-
ronen) herstellen und im Gehirn einsetzen kann. Das Experiment besteht nun darin, ein-
zelne Neuronen durch elektronische Neuronen zu ersetzen. Die Fragen dabei sind: Wird
sich die Funktionalitdt des Gehirns &ndern? Ab welcher Anzahl von elektronischen Neu-
ronen wird sich das Prothesen-Gehirn in einen Computer verwandeln, der nichts versteht.
Die Folgerung aus diesem Experiment ist, dass entweder das Gehirn nur aus Neuronen
besteht (d.h. das Prothesengehirn dndert nichts, die starke KI-Hypothese gilt daher), oder
das es etwas gibt, das noch unbekannt ist (Bewusstsein, Geist, etc.).

1.3.5 Symbolverarbeitungshypothese vs. Konnektionismus

Ein physikalisches Symbolsystem basiert auf Symbolen, denen eine Bedeutung in der Rea-
litat zugeordnet werden kann. Aus einer eingegeben Symbolstruktur (z.B. ein String aus
Symbolen 0.4.) werden sukzessive weitere Symbolstrukturen erzeugt und evtl. auch aus-
gegeben.

Die Symbolverarbeitungshypothese (von A. Newell and H. Simon) geht davon aus, dass
ein physikalisches Symbolsystem so konstruiert werden kann, dass es intelligentes Verhal-
ten zeigt (d.h. den Turingtest besteht). Uberlegungen zu Quantencomputern und deren
parallele, prinzipielle Fahigkeiten konnten hier zu neuen Ansédtzen und Unterscheidun-
gen fiihren. Im Moment gibt es aber noch keine verwendbaren Computer, die auf diesem
Ansatz basieren.

M. Ginsberg charakterisiert die kiinstliche Intelligenz durch das Ziel der Konstruktion
eines physikalischen Symbolsystems, das zuverldssig den Turingtest besteht.

Die Hypothese des Konnektionismus geht davon aus, dass man subsymbolische, verteil-
te, parallele Verarbeitung benétigt, um eine Maschine zu konstruieren, die intelligentes
Verhalten zeigt (den Turingtest besteht).

Die technische Hypothese dazu ist, dass man kiinstliche neuronale Netze benétigt. Als
Gegenargument dazu wére zu nennen, dass man kiinstliche neuronale Netze auch (als
Software) programmieren und auf normaler Hardware simulieren kann.

1.4 KI-Paradigmen

Zwei wesentliche Paradigmen der kiinstlichen Intelligenz sind zum einen das physikali-
sche Symbolsystem (erstellt durch explizites Programmieren und verwenden von Logi-
ken, Schlussregeln und Inferenzverfahren). Die Starken dieses Paradigmas bestehen dar-
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in, dass man gute Ergebnisse in den Bereichen Ziehen von Schliissen, strategische Spiele,
Planen, Konfiguration, Logik, ...erzielen kann.

Ein anderes Paradima konzentriert sich auf Lernverfahren und verwendet insbeson-
dere kiinstliche neuronale Netze. Dessen Starken liegen vorallem in der Erkennung von
Bildern, der Musterverarbeitung, der Verarbeitung verrauschter Daten, dem maschinelles
Lernen, und adaptiven Systeme (Musterlernen).

Trotzallem benétigt man fiir ein komplexes KI-System im Allgemeinen alle Paradigmen.

1.4.1 Analyse und Programmieren von Teilaspekten

Die folgende Arbeitshypothese steht hinter der Untersuchung von Teilaspekten der
Kiinstlichen Intelligenz:

Untersuche und programmiere Teilaspekte an kleinen Beispielen. Wenn das klar ver-
standen ist, dann untersuche grofie Beispiele und kombiniere die Losungen der Teilaspek-
te.

Das ergibt zwei Problematiken:

Kombination der Losungen von Teilaspekten. Die Losungen sind oft kombinierbar, aber
es gibt geniigend viele Beispiele, die inkompatibel sind, so dass die Kombination
der Methoden oft nicht moglich ist bzw. nur unter Verzicht auf gute Eigenschaften
der Teillosungen.

realistische Beispiele (scale up) Wenn die Software-Losung fiir kleine Beispiele (Mi-
krowelten) funktioniert, heifSst das noch nicht, dass diese auch fiir realistische Bei-
spiele (Makrowelten) sinnvoll funktioniert bzw. durchfiihrbar ist.

1.4.2 Wissensreprasentation und Schlussfolgern

Wissensreprasentationshypothese: (Smith, 1982)) “Die Verarbeitung von Wissen ldfit sich
trennen in: Reprédsentation von Wissen, wobei dieses Wissen eine Entsprechung in der
realen Welt hat; und in einen Inferenzmechanismus, der Schliisse daraus zieht.”

Dieses Paradigma ist die Basis fiir alle Programme in Software/Hardware, deren in-
nere Struktur als Modellierung von Fakten, Wissen, Beziehungen und als Operationen,
Simulationen verstanden werden kann.

Ein Repréasentations- und Inferenz-System (representation and reasoning system) be-
steht, wenn man es abstrakt beschreibt, aus folgenden Komponenten:

1. Eine formale Sprache: Zur Beschreibung der giiltigen Symbole, der giiltigen syntak-
tischen Formen einer Wissensbasis, der syntaktisch korrekten Anfragen usw.
Im allgemeinen kann man annehmen, dass eine Wissensbasis eine Multimenge von
giltigen Sdtzen der formalen Sprache ist.
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2. Eine Semantik: Das ist ein Formalismus, der den Sidtzen der formalen Sprache eine
Bedeutung zuweist.
Im allgemeinen ist die Semantik modular, d.h. den kleinsten Einheiten wird eine
Bedeutung zugeordnet, und darauf aufbauend den Sédtzen, wobei die Bedeutung
der Sétze auf der Bedeutung von Teilsdtzen aufbaut.

3. Eine Inferenz-Prozedur (operationale Semantik) die angibt, welche weiteren Schliisse
man aus einer Wissensbasis ziehen kann. L.a. sind diese Schliisse wieder Sétze der
formalen Sprache.

Diese Inferenzen miissen korrekt bzgl. der Semantik sein.

Dieses System kann auf Korrektheit gepriift werden, indem man einen theoretischen
Abgleich zwischen Semantik und operationaler Semantik durchfiihrt.
Die Implementierung des Reprdsentations- und Inferenz-Systems besteht aus:

1. Parser fiir die formale Sprache
2. Implementierung der Inferenzprozedur.

Interessanterweise trifft diese Beschreibung auch auf andere Formalismen zu, wie Pro-
grammiersprachen und Logische Kalkiile.

1.5 Bemerkungen zur Geschichte zur Geschichte der KI

Wir geben einen groben Abriss iiber die geschichtliche Entwicklung des Gebiets der
kiinstlichen Intelligenz.

1950: A. Turing: Imititationsspiel

1956 J. McCarthy Dartmouth Konferenz: Start des Gebietes “artificial intelligence” und
Formulierung der Ziele.

1957- 1962 “allgemeiner Problemldser”
Entwicklung von LISP (higher-order, Parser und Interpreter zur Laufzeit)
Dameprogramm von A. Samuels (adaptierend “lernend”)
Newell & Simon: GPS (General Problem Solver)
1963-1967 spezialisierte Systeme
e semantische Verarbeitung (Benutzung von Spezialwissen iiber das Gebiet)
e Problem des Common Sense

e Resolutionsprinzip im automatischen Beweisen

1968- 1972 Modellierung von Mikrowelten
o MACSYMA mathematische Formel-Manipulation
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e DENDRAL Expertensystem zur Bestimmung von organischen Verbindungen
mittels Massenspektroskopie

e SHRDLU, ELIZA: erste Versuche zur Verarbeitung natiirlicher Sprache

1972-77 Wissensverarbeitung als Technologie
e medizinisches Expertensystem: MYCIN
e D. Lenats AM (automated mathematics)

o KI-Sprachentwicklungen: PLANNER, KRL PROLOG KL-ONE

1977- Entwicklung von Werkzeugen Trend zur Erarbeitung von Grundlagen;

e Expertensystem-Schalen (E-MYCIN)

Fifth generation project in Japan (beendet)

Computerlinguistik
e kinstliche neuronale Netze
e logisches Programmieren

e 1985 Doug Lenats CYC

aktuelle Forschungsrichtungen

e Technologie zum textuellen Sprachverstehen und zur Ermoglichung von
Mensch-Computer-Dialogen. (Wahlster: Verbmobil-Projekt)

e Robotik-Ansatz: (Embodied artificial intelligence, R. Pfeifer). sinngeméf: Eine
gemeinsame Untersuchung und Entwicklung von Sensorik, Motorik, d.h. phy-
sikalische Gesetzmaéfiigkeiten des Roboters und der Steuerung mittels Compu-
ter (neuronalen-Netzen) ist notwendig: ,intelligentes Insekt”

e Automatische Deduktion
e Logik
e Robotik

e kiinstliche neuronale Netze

1.5.1 Schlussfolgerungen aus den bisherigen Erfahrungen:

e Das Fernziel scheint mit den aktuellen Methoden, Techniken, Hardware und Soft-
ware nicht erreichbar

e Motivationen und Visionen der KI sind heute in der Informatik verbreitet.
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e Die direkte Programmierung von Systemen (ohne sehr gute Lernalgorithmen) hat
Grenzen in der Komplexitit des einzugebenden Modells (Regeln, Fakten, ...); Auch
wird es zunehmend schwerer, die Systeme und die Wissensbasis zu warten und
konsistent zu dndern.

Das Projekt CYCﬁ von Doug Lenat zur Erzeugung eines verniinftigen Programms
mit Alltagswissen durch Eingabe einer Enzyklopéadie hat nicht zum erhofften durch-
schlagenden Erfolg gefiihrt.

e Manche Gebiete wie (computerunterstiitzte) ,Verarbeitung nattirlicher (schriftli-
cher oder gesprochener) Sprache”, Robotik, Automatische Deduktion, ...haben sich
zu eigenstandigen Forschungsgebieten entwickelt.

e Forschungsziele sind aktuell eher spezialisierte Aspekte bzw. anwendbare Verfah-
ren:
Logik und Inferenzen, Mensch-Maschine-Kommunikation, Lernverfahren (ad-
aptive Software), Repradsentationsmechanismen; eingebettete KI, nicht-Standard-
Logiken und Schlussfolgerungssysteme, ....

1.6 Intelligente Agenten

Unter dem Uberbegriff Agenten kann man alle KI-Systeme einordnen.

Wir stellen einige einfache Uberlegungen zu Agenten und deren Interaktionsmoglich-
keiten mit ihrer Umgebung an.

Ein Agent hat

e Sensoren zum Beobachten seiner Umgebung und

o Aktuatoren (Aktoren; Effektoren) um die Umgebung zu manipulieren.

e N

Beobachtungen
Sensoren <
Agent
. Umgebung
Aktuatoren Aktionen

Er macht Beobachtungen (Messungen, percept). Die (zeitliche) Folge seiner Beobachtun-
gen nennt man Beobachtungssequenz (percept sequence). Er kann mittels seiner Aktuato-
ren Aktionen ausfiihren, die die Umgebung, evtl. auch seine Position, beeinflussen. Wenn
man das Verhalten des Agenten allgemein beschreiben will, dann kann man das als

*http:/ /www.cyc.com/
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Agentenfunktion: {Beobachtungsfolgen} — { Aktionen}.

beschreiben.

Diese Agentenfunktion kann man durch das Agentenprogramm definieren. Prinzipiell

kann man diese Funktion durch eine vollstindige Tabelle beschreiben, oder durch einen

Algorithmus.

Beispiel 1.6.1 (Staubsaugerwelt (Russell & Norvig, 2010) ). Das ist nur eine Modellwelt, die
man variieren kann, um die Problematik und die Effekte zu illustrieren, und anhand derer man

sich leichter verdeutlichen kann, welche Konzepte eine Rolle spielen.

Der einfachste Fall ist wie folgt modelliert:

Es gibt nur zwei Orte an denen sich der Agent (Staubsauger) aufhalten kann: Quadrate A
und B (bzw. Riume A, B)

Jedes Quadrat kann Dreck enthalten oder nicht. Der Agent kann nur sehen, ob das Quadrat
in dem er sich aufhilt, dreckig ist: Sauber/ Dreckig, D.h. seine Beobachtung ergibt einen
Booleschen Wert.

Die mogliche Aktionen des Agenten sind: InsAndereQuadrat, Saugen und NichtsTun.

Einige implizite Annahmen sind in diesm Modell versteckt:

Der Agent ist nur an einem Ort.
Aktionen kann er nur zur aktuellen Zeit und am aktuellen Ort vornehmen.

Die Umgebung kann sich unabhingig vom Agenten verindern: Hier nur der Zustand
,,Dreck oder kein Dreck im Quadrat A oder B”.

Normalerweise nimmt man auch an, dass der Dreck nicht von selbst verschwindet. Jedoch
kann er nicht seinen eigenen Ort beobachten, oder die Anzahl der méglichen Quadrate (Réiu-
me).

Der obige Agent kann nicht beobachten, wo er ist, und seine Aktionen sind immer ausfiihrbar.
Er kann nur eine Aktion gleichzeitig ausfiihren.
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1 Einleitung

Die Aufgabe oder Fragestellung ist nun: Wann ist der Agent (das zugehorige Pro-
gramm) gut / verniinftig bzw. intelligent ? Dazu braucht man eine Vorgabe: ein (externes)
Performanzmafs, d.h. eine Leistungsbewertung des Agenten. Z.B:

o Alles soll immer maximal sauber sein. Konsequenz wire, dass der Staubsauger im-
mer hin und her fahrt und saugt.

o Alles soll moglichst sauber sein, und der Stromverbrauch soll moglichst klein sein.
Hier kann man diskrete Zeit annehmen, pro Zeiteinheit jeweils eine Anzahl Punk-
te pro sauberes Quadrat vergeben und jeden Wechsel des Quadrats mit einem be-
stimmten Abzug versehen. Die mittlere Punktzahl pro Zeit wire dann das passende
Mafs.

e Alles soll méglichst sauber sein, und der Staubsauger soll moglichst wenig storen.
Der Agent kann nicht beobachten, ob er stort.

Der optimale agierende Agent ist der intelligente Agent.

Man sieht, dass abhédngig vom Performanzmafs jeweils andere Agenten als optimal zidh-
len. Im allgemeinen ist das Performanzmaf} nicht vom Agenten selbst zu berechnen, da
er nicht ausreichend viele Beobachtungen machen kann. Normalerweise muss man Kom-
promisse zwischen den verschiedenen Kriterien machen, da nicht alle Kriterien gleichzei-
tig optimal zu erfiillen sind, und da auch nicht alle Kriterien zu berechnen bzw. effizient
zu berechnen sind.

1.6.1 Gesichtspunkte, die die Giite des Agenten bestimmen
e Das Performanzmaf
e Das Vorwissen iiber die Umgebung
e Die moglichen Aktionen

e Die aktuelle Beobachtungsfolge

Definition 1.6.2. Ein verniinftiger (intelligenter, rationaler) Agent ist derjenige, der stets die
optimale Aktion bzgl des Performanzmafes wihlt, aufgrund seiner Beobachtungsfolge und seines
Vorwissens iiber die Umgebung.

Allerdings muss man beachten, dass man den verniinftigen Agenten nicht immer im-
plementieren kann, da der Agent oft das Performanzmaf$ nicht berechnen kann. Zum
Vorwissen kann hier z.B. die stochastische Verteilung des Verschmutzung iiber die Zeit
gelten, d.h. wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dass das Quadrat A in der ndchsten Zeit-
einheit wieder dreckig wird.
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1.6 Intelligente Agenten

1.6.2 Lernen

Da normalerweise das Vorwissen iiber die Umgebung nicht ausreicht, oder sich die Um-
gebung und deren Langzeitverhalten dndern kann, ist es fiir einen guten Agenten not-
wendig

e mittels der Sensoren Wissen iiber die Umgebung zu sammeln;

e lernfihig zu sein, bzw. sich adaptiv zu verhalten, aufgrund der Beobachtungsse-
quenz.

Z.B. kann eine Erkundung der Umgebung notwendig sein, wenn der Staubsauger in
einer neuen Umgebung eingesetzt wird, und das Wissen dazu nicht vorgegeben ist.

Ein Agent wird als autonom bezeichnet, wenn der Agent eher aus seinen Beobachtungen
lernt und nicht auf vorprogrammierte Aktionen angewiesen ist.

1.6.3 Verschiedene Varianten von Umgebungen

Umgebungen konnen anhand verschiedener Eigenschaften klassfiziert werden. Die Eigen-
schaften sind:

o Vollstindig beobachtbar vs. teilweise beobachtbar.
Der Staubsauger kann z.B. nur sein eigenes Quadrat beobachten.

o Deterministisch vs. Stochastisch.
Der Dreck erscheint zuféllig in den Quadraten.

e Episodisch vs. sequentiell.
Episodisch: Es gibt feste Zeitabschnitte, in denen beobachtet agiert wird, und die
alle unabhingig voneinander sind.
Sequentiell. Es gibt Spatfolgen der Aktionen.

e Statisch vs. Dynamisch
Dynamisch: die Ungebung kann sich wahrend der Nachdenkzeit des Agenten ver-
andern. Wir bezeichnen die Umgebung als semi-dynamisch, wenn sich wiahrend der
Nachdenkzeit zwar die Umgebung nicht verdndert, jedoch das Performanzmaf. Ein
Beispiel ist Schachspielen mit Uhr.

o Diskret vs. Stetig.

o Ein Agent oder Multiagenten.
Bei Multiagenten kann man unterscheiden zwischen Gegnern / Wettbewerber / Ko-
operierenden Agenten. Es gibt auch entsprechende Kombinationen.

Beispiel 1.6.3. Eine Beispieltabelle aus (Russell & Norvig, 2010)
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1 Einleitung

Arbeits- Beobacht; Deter- Episo- Statisch | Diskret | Agenten
umgebung bar min- disch

istisch
Kreuzwortritsel || vollst. det. seq. statisch diskret 1
Schach mit Uhr || vollst. det. seq. semi diskret n
Poker teilw. stoch. seq. statisch diskret n
Backgammon vollst. stoch. seq. statisch diskret n
Taxifahren teilw. stoch. seq. dyn. stetig n
Medizinische teilw. stoch. seq. dyn. stetig 1
Diagnose
Bildanalyse vollst. det. episod. semi stetig 1
Interaktiver teilw. stoch. seq. dyn. diskret n
Englischlehrer

1.6.4 Struktur des Agenten
Ein Agent besteht aus:

e Physikalischer Aufbau inkl. Sensoren und Aktuatoren; man spricht von
der Architektur des Agenten.

e dem Programm des Agenten

Wir beschreiben in allgemeiner Form einige Moglichkeiten:

o Tabellengesteuerter Agent: (endlicher Automat) mit einer Tabelle von Eintragen:
Beobachtungsfolgel +~ Aktionl
Beobachtungsfolge2 +~ Aktion2

Diese Beschreibung ist zu allgemein und eignet sich nicht als Programmieridee; die
Tabelle ist einfach zu grof3. Leicht abgedndert und optimiert, ndhert man sich ,nor-
malen” Programmen:

e Agent mit Zustand
implementiert eine Funktion der Form (Zustand, Beobachtung) — Aktion, Zu-
stand’

Wobei der Zustand auch die gespeicherte Folge (Historie) der Beobachtungen sein
kann.

e Einfacher Reflex-Agent:
Tabellengesteuert (endlicher Automat) mit einer Tabelle von Eintragen:
Beobachtungl — Aktionl
Beobachtung?2 — Aktion2
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1.6 Intelligente Agenten

e Modellbasierte Strukturierung:
Der Zustand wird benutzt, um die Umgebung zu modellieren und deren Zustand
zu speichern. Z.B. beim Staubsauger: inneres Modell des Lageplan des Stockwerks;
welche Riume wurden vom Staubsauger gerade gesdubert, usw.

— Zweckbasierte Strukturierung (goalbased, zielbasiert): Die Entscheidung, wel-
che Aktion als nédchste ausgefiihrt wird, hiangt davon ab, ob damit ein vorge-
gebenes Ziel erreicht wird.

Dr Agent kann erkennen, ob er das Zeil erreicht hat.

— Nutzenbasierte Strukturierung (utility-based, nutzenbasiert): Die Entschei-
dung, welche Aktion als ndchste ausgefiihrt wird, hdngt davon ab, ob da-
mit eine vorgegebene (interne) Nutzenfunktion (internes Giitemaf3) verbes-
sert wird. Da das Performanzmaf$ vom Agenten selbst meist nicht berechnet
werden kann, da ihm die Informationen fehlen, gibt es eine Bewertungsfunkti-
on (utility function), die der Agent berechnen und als Bewertung verwenden
kann.

e Lernende Agenten (s.o.): Das Vorsehen aller moglichen Aktionen auf alle Varianten
der Beobachtung ist, auch stark optimiert, sehr aufwéandig, manchmal unmdéglich,
da man leicht Félle beim Programmieren {ibersieht, und oft die optimale Aktion
nicht so einfach aus der jeweiligen Beobachtungsfolge ausrechnen kann. Die Spei-
cherung der ganzen Beobachtungsfolge kann zudem sehr viel Speicher benotigen.

Lernverfahren bieten hier einen Ausweg und erhohen die Autonomie des Agenten.

Da man eine Meta-Ebene ins Programm einfiihrt, muss man unterscheiden zwi-
schen

— Lernmodul
- Ausfithrungmodul

Das Ausfiihrungsmodul ist das bisher betrachtete Programm, das Aktionen berech-
net, das Lernmodul verwendet die Beobachtungsfolge, um das Ausfiihrungsmodul
bzw. dessen Parameter (im Zustand gespeichert) zu verandern.

Zum Lernen benétigt man eine Riickmeldung bzw. Bewertung (critic) der aktuellen
Performanz, um dann das Ausfiihrungsmodul gezielt zu verbessern. Das kann ei-
ne interne Bewertungsfunktion sein, aber auch ein von Aufien gesteuertes Training:
Es gibt verschiedene Lernmethoden dazu: online, offline, die sich weiter unterglie-
dern. Offline-Lernen kann man als Trainingsphase sehen, wobei anhand vorgegebe-
ner oder zuféllig erzeugter ,,Probleme” die optimale Aktion trainiert werden kann.
Das Lernverfahren kann z.B. durch Vorgabe der richtigen Aktion durch einen Leh-
rer, oder mittels Belohnung / Bestrafung fiir gute / schlechte Aktionsauswahl das
Training durchfiihren.
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Suchverfahren

2.1 Algorithmische Suche

Oft hat man in einer vorgegebenen Problemlésungs-Situation die Aufgabe, einen be-
stimmten Zweck zu erreichen, einen (Aktions-)Plan fiir einen Agenten zu entwickeln,
einen Weg zu finden o.4. Hierzu benétigt man zunéchst eine Repréasentation des aktuel-
len Zustandes sowie der Mdoglichkeiten, die man hat, um sein Ziel zu erreichen. Im All-
gemeinen gibt es kein effizientes Verfahren, um den Plan zu berechnen, denn nicht alle
Probleme haben so einfache Losungen wie z.B. die Aufgabe zu zwei gegebenen Zahlen de-
ren Produkt zu bestimmen. Man benétigt daher Suchverfahren. In diesem Kapitel werden
wir einige Suchverfahren und deren Anwendung und Eigenschaften erortern.
Beispiele fiir solche Suchprobleme sind:

e Spiele: Suche nach dem besten Zug

Logik: Suche nach einer Herleitung einer Aussage

Agenten: Suche nach der optimalen nidchsten Aktion

Planen: Suche nach einer Folge von Aktionen eines intelligenten Agenten.

Optimierung: Suche eines Maximums einer mehrstelligen Funktion auf den reellen
Zahlen

Wir beschrdnken uns auf die Fille, in denen die Aufgabe eindeutig und exakt formu-
lierbar ist.

Die exakte Reprisentation der Zustinde, der Uberginge, der Regeln ist Teil der Pro-
grammierung und Optimierung der Suche. Meist hat man:

e Anfangssituationen

o Kalkiilregeln, die es erlauben aus einer Situation die ndchste zu berechnen (Spielre-
geln), die sogenannte Nachfolgerfunktion

e Ein Test auf Zielsituation

Beispiel 2.1.1.
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2.1 Algorithmische Suche

Schach: Gegeben ist als Anfangssituation eine Stellung im Spiel, die Nachfolgerfunktion ent-
spricht den moglichen Ziigen. Eine Zielsituation ist erreicht, wenn man gewonnen hat. Ge-
sucht ist nun ein Zug, der zum Gewinn fiihrt.

Deduktion: Gegeben ist als Anfangssituation eine zu beweisende Aussage A und einer Menge
von Axiomen und evtl. schon bewiesenen Sétzen und Lemmas. Gesucht ist ein Beweis fiir
A.

Planen: Gegeben eine formale Beschreibung des interessierenden Bereichs; z.B. Fahrplan, An-
fangsort, Zeit, Zielort der zu planenden Reise. Gesucht ist ein Plan, der die Reise ermdglicht.

2.1.1 Beispiel: das n-Damen Problem

Beim n-Damen Problernlﬂ ist ein n x n-Schachfeld gegeben und gesucht ist eine Losung
dafiir n Damen auf dem Schachbrett so zu verteilen, dass keine Dame eine andere bedroht
(Damen bedrohen sich, wenn sie auf einer horizontalen, vertikalen oder diagonalen Linie
stehen).

Eine mogliche Losung fiir das 4-Damen Problem ist:

Ein moglicher Ablauf der Suche, wenn n = 4 ist, ist der folgende:
1. Dame A-1

2. Dame A-2; Bedrohung

3. Dame A-2 nach B-2 Bedrohung (Diagonale)

4, Dame B-2 nach C-2

5. Dame A-3; Bedrohung

6. Dame A-3 nach B-3; Bedrohung

usw

9. Dame auf Reihe 3 zuriicknehmen, Dame C-2 auf D-2

10. Dame A-3
11. Dame A-3 nach B-3
usw.

IWir betrachten das n-Damen Problem hier nur als Demonstrationsbeispiel fiir die Suche, denn es es gibt
bessere, linear berechenbare systematische Losungen.

M. Schmidt-Schaufd & D. Sabel, Skript KI, SoSe 2014 21 Stand: 1. April 2014



2 Suchverfahren

2.1.2 Beispiel: ,Missionare und Kannibalen”

3 Missionare und 3 Kannibalen sind auf einer Seite eines Flusses. Es gibt ein
Boot, in dem hochstens zwei Personen rudern konnen.

Bedingung: Auf keiner Uferseite diirfen jemals mehr Kannibalen als Missio-
nare sein.

Gesucht: ein Plan zur Uberquerung des Flusses, der diese Bedingung einhlt.

Kodierungsmoglichkeiten des Problems:

Wir betrachten aufeinanderfolgende Zustidnde, die aus den Anzahlen der Missionare
und der Kannibalen pro Ufer sowie der Position des Bootes bestehen:

1. Am Anfang: 3M, 3K, L, OM, 0K
Ziel ist die Situation: 0M, 0K, R, 3M, 3K

mogliche zweite Situationen:

2.1 2M, 3K, R, 1M, 0K
2.2 1M, 3K, R, 2M, 0K
2.3 2M, 2K, R, 1M, 1K
24 3V, 2K, R, 0M, 1K
25 3V, 1K, R, 0M, 2K

Man sieht: 2.1 und 2.2 sind verboten, die anderen erlaubt.
Die naive Suche wiirde Zyklen enthalten, die dem Hin-und-Her-Rudern entsprechen,
ohne dass sich etwas dndert. Es gibt offensichtliche Verbesserungen der naiven Suche:

e Suche nicht in einem Baum aller Méglichkeiten, sondern in einem gerichteten Gra-
phen.

e schon versuchte Situationen werden nicht noch einmal verfolgt.

Ein Diagramm des Zusammenhangs der ersten Zustidnde. Verbotene Zustidnde sind mit

— markiert.
(3,3,<,0,0)

_|(173?>72?0) _|(2737>’]"0) (3’27>707 1) (272’>7 17 1) (3’]">’07
_'(2737<71’0) (3323<,07 1)
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2.1 Algorithmische Suche

Der Suchgraph ohne ungiiltige Situationen ist:

(3,3,<,0,0)
(3,2,>,0,1) (2,2,>,1,1) (3,1,>,0,2)
Vo
(3,2,<,0,1)
}
(3,0,>,0,3)
§
(3,1,<,0,2)
§
(1,1,>,2,2)
}
(2,2,<,1,1)
§
(0,2,>,3,1)
}
(0,3,<,3,1)
}
(0,1,>,3,2)
§
(0,2,<,3,1)
}
(0,0,>,3,3)

Allerdings ist das Problem doch nicht ganz eindeutig formuliert: Es gibt folgende Proble-

me der Représentation:

1. Die Reprasentation kann Eindeutigkeit herbeifiihren, die in der Problemstellung

nicht enthalten war. Zum Beispiel ist das Ein-und Aussteigen aus dem Boot nicht

mitberiicksichtigt: Was passiert, wenn ein Kannibale mit dem Boot am Ufer an-

kommt, und dort befinden sich ein Missionar und ein Kannibale, und der Missionar

will im Boot zurtickfahren. Ist das erlaubt oder nicht? Reprasentiert man andere Zu-

stinde, z.B. nur die Zustinde wahrend des Bootfahrens, kann es erlaubt sein.

2. Die Repréasentation bestimmt die Struktur des Suchraumes mit. Z.B. Wenn man die

Missionare und Kannibalen mit Namen benennt, und als Zustand die Menge der

Personen auf der Startseite des Flusses speichert und zusétzlich B genau dann in

die Menge einfiigt, wenn das Boot auf der Startseite des Flusses ist. Dann ist die
Anfangssituation: {M;, My, M3, K, K, K3, B}
Jetzt gibt es 21 Folgesituationen:

1. {M2> M37 Kla KQ) K3}
2. {M17 M37 Kla KQ) K3}
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2 Suchverfahren

{My, M2, Ky, K2, K3}
{My, M3, M3, K, K3}
{My, M3, M3, Ky, K3}
{My, Ma, M3, Ky, K2}
{M3, K1, K2, K3}
{Mz, K1, K3, K3}
{Mz, M3, K, K3}
10. {Ms, M3, K1, K3}
11. {Ms, M3, K1, K5}
12. {My, K1, Ko, K3}
13. {My, M3, Ko, K3}
14. {My, M3, K1, K3}
15. {My, M3, K1, Ky}
16. {Mi, My, Ko, K3}
17. {My, Ms, K1, K3}
18. {My, My, K1, K5}
19. {My, My, M3, K3}
20. {My, My, M3, K5}
21. {My, My, M3, K4}

O ® N ok W

Die Anzahl der erlaubten Folgesituationen ist 12.

Offensichtlich ist in dieser Reprasentation die Suche sehr viel schwieriger.

3. Die Représentation hat auch eine Wahl bei der Festlegung der Knoten und der Nach-
folgerfunktion. Z.B. kann man bei n-Dame auch als Nachfolger jede Situation neh-
men, bei der eine Dame mehr auf dem Schachbrett steht

Das Finden einer geeigneten Reprisentation und die Organisation der Suche erfordert
Nachdenken und ist Teil der Optimierung der Suche.

2.1.3 Suchraum, Suchgraph

Wenn man vom Problem und der Reprasentation abstrahiert, kann man die Suche nach
einer Losung als Suche in einem gerichteten Graphen (Suchgraph, Suchraum) betrachten.
Hier ist zu beachten, dass der gerichtete Graph nicht explizit gegeben ist, er kann z.B.
auch unendlich grof sein. Der Graph is daher implizit durch Erzeugungsregeln gegeben.
Die Suche und partielle Erzeugung des Graphen sind somit verflochten. Der Suchgraph
besteht aus:
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e Knoten Situation, Zustiande

e Kanten in Form einer Nachfolger-Funktion N, die fiir einen Knoten dessen Nachfol-
gesituationen berechnet.

o Anfangssituation
o Zielsituationen: Eigenschaft eines Knotens, die gepriift werden kann.

Diesen Graphen (zusammen mit seiner Erzeugung) nennt man auch Suchraum.
Wir definieren einige wichtige Begriffe.

Definition 2.1.2. Die Verzweigungrate des Knotens K (branching factor) ist die Anzahl der
direkten Nachfolger von K, also die Michtigkeit der Menge N (K).

Die mittlere Verzweigunsrate des Suchraumes ist entsprechend die durchschnittliche Ver-
zweigungrate aller Knoten.

Die Grofle des Suchraumes ab Knoten K in Tiefe d ist die Anzahl der Knoten, die von K
aus in d Schritten erreichbar sind, d.h. die Mdichtigkeit von Nd(K ), wobei

N'(M)=| JIN(@L)| L e M} und N'(K) = N(N"""

(K))-

Eine Suchstragie ist eine Vorgehensweise zur Durchmusterung des Suchraumes. Eine Such-
strategie ist vollstindig, wenn sie in endlich vielen Schritten (Zeit) einen Zielknoten findet, falls
dieser existiert.

Bemerkung 2.1.3. Im Allgemeinen hat man eine mittlere Verzweigungsrate ¢ > 1. Damit ist der
Aufwand der Suche exponentiell in der Tiefe des Suchraums. Das nennt man auch kombinatori-
sche Explosion.

Die meisten Suchprobleme sind NP-vollstindig bzw. NP-hart. In diesem Fall bendtigen alle be-
kannten Algorithmen im schlechtesten Fall (mindestens) exponentiellen Zeitaufwand in der Grifse
des Problems.

2.1.4 Prozeduren fiir nicht-informierte Suche (Blind search)

Wir betrachten zunichst die nicht-informierte Suche, wobei nicht-informiert bedeutet,
dass die Suche nur den Graphen und die Nachfolgerfunktion verwenden darf (kann),
aber keine anderen Informationen iiber die Knoten, Kanten usw. verwenden kann.

Die Parameter sind

e Menge der initialen Knoten

e Menge der Zielknoten, bzw. eindeutige Festlegung der Eigenschaften der Zielkno-
ten

e Nachfolgerfunktion N
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Algorithmus Nicht-informierte Suche

Datenstrukturen: L sei eine Menge von Knoten, markiert mit dem dorthin fithrenden
Weg.

Eingabe: Setze L := Menge der initialen Knoten mit leerem Weg

Algorithmus:
1. Wenn L leer ist, dann breche ab.

2. Wihle einen beliebigen Knoten K aus L.

3. Wenn K ein Zielknoten ist, dann gebe aus: Zielknoten und Weg dorthin (d.h.
Weg im Graphen dorthin)

4. Wenn K kein Zielknoten, dann nehme Menge N (K') der direkten Nachfolger
von K und verdndere L folgendermafsen:
L:=(LUN(K))\ {K} (Wege entsprechend anpassen)
Mache weiter mit Schritt[l]

Wir betrachten im folgenden Varianten der blinden Suche, die insbesondere das Wahlen
des Knotens K aus L eindeutig durchfiihren.

2.1.4.1 Varianten der blinden Suche: Breitensuche und Tiefensuche

Die Tiefensuche verwendet anstelle der Menge der L eine Liste von Knoten und wahlt
stets den ersten Knoten der Liste als ndchsten zu betrachtenden Knoten. Aufierdem wer-
den neue Nachfolger stets vorne in die Liste eingefiigt, was zur Charakteristik fiihrt, dass
zundchst in der Tiefe gesucht wird.
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Algorithmus Tiefensuche

Datenstrukturen: L sei eine Liste (Stack) von Knoten, markiert mit dem dorthin fiih-
renden Weg.

Eingabe: Fiige die initialen Knoten in die Liste L ein.
Algorithmus:
1. Wenn L die leere Liste ist, dann breche ab.

2. Wihle ersten Knoten K aus L, sei R die Restliste.

3. Wenn K ein Zielknoten ist, dann gebe aus: Zielknoten und Weg dorthin (d.h.
Weg im Graphen dorthin)

4. Wenn K kein Zielknoten, dann sei N(K) die (geordnete) Liste der direkten
Nachfolger von K, mit dem Weg dorthin markiert
L := N(K) ++ R. (wobei ++ Listen zusammenhéangt)

Mache weiter mit[ll
N\ /

Eine einfache, rekursive Implementierung in Haskell ist:

———————————————————————————————————————————————————————————————————————

dfs ::(a -> Bool) -- Zieltest (goal)
-> (a -> [a]) -- Nachfolgerfunktion (succ)
-> [a] -- Startknoten

-> Maybe (a, [a]) -- Ergebnis: Just (Zielknoten,Pfad) oder Nothing
dfs goal succ stack =

go [(k,[k]) | k <- stack]
where

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
:
-- Einfuegen der Anfangspfade, dann iterieren mit go :
|
|
:
go [l = Nothing -- Alles abgesucht, nichts gefunden :

|

|

|

|

|

|

|

go ((k,p):r)
| goal k = Just (k,p) -- Ziel gefunden
| otherwise = go ([(k’,k’:p) | k’ <- succ k] ++ r)

Beachte, dass die explizite Speicherung der Pfade in Haskell nicht viel Effizienz kostet
(da diese lazy ausgewertet werden). In imperativen Sprachen kann man durch geschickte
Speicherung der Liste den aktuellen Suchpfad in der Liste L speichern: Jeder Eintrag ist
ein Knoten mit Zeiger auf den nachsten Nachbarknoten.

Bemerkung 2.1.4 (Eigenschaften der Tiefensuche). Die Komplexitdt (worst-case) des Ver-
fahrens ist bei fester Verzweigungsrate ¢ > 1:

Platz: linear in der Tiefe. (wenn die Verzweigungsrate eine obere Schranke hat)

Zeit: entspricht der Anzahl der besuchten Knoten (als Baum gesehen), d.h. Aufwand ist expo-
nentiell in der Tiefe.
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Beachte, dass Tiefensuche nicht vollstindig ist, wenn der Suchgraph unendlich grofS ist, denn die
Suche kann am Ziel vorbeilaufen, und fiir immer im unendlichen langen Pfad laufen.

2.1.4.2 Pragmatische Verbesserungsmoglichkeiten der Tiefensuche

Einige offensichtliche, einfache Verbesserungsmoglichkeiten der Tiefensuche sind:

Tiefensuche mit Tiefenbeschrinkung &
Wenn die vorgegebene Tiefenschranke k iiberschritten wird, werden keine Nachfol-
ger dieser Knoten mehr erzeugt. Die Tiefensuche findet in diesem Fall jeden Ziel-
knoten, der hochstens Tiefe k hat.

Eine Haskell-Implementierung dazu wire (anstelle der Tiefe wird die noch verfiig-
bare Suchtiefe mit den Knoten gespeichert):

dfsBisTiefe goal succ stack maxdepth =
-- wir speichern die Tiefe mit in den Knoten auf dem Stack:
go [(k,maxdepth, [k]) | k <- stack]

where

go ((k,i,p):r)
| goal k = Just (k,p) -- Ziel gefunden
| i>0 =go ([(k’,i -1, k?:p) | k> <- succ k] ++ 1)

|

|

|

|

|

|

:

|

! go [] = Nothing -- Alles abgesucht, nichts gefunden
|

|

|

|

:

: | otherwise = go r -- Tiefenschranke erreicht
|

Tiefensuche mit Sharing
Nutze aus, dass der gerichtete Graph manchmal kein Baum ist. Schon untersuch-
te Knoten werden nicht nochmal untersucht und redundant weiterverfolgt. Im-
plementierung durch Speichern der bereits besuchten Knoten z.B. in einer Hash-
Tabelle. Eine Implementierung in Haskell dazu ist:

dfsSharing goal succ stack = :
-- Einfuegen der Anfangspfade, dann iterieren mit go,
-- letzes Argument ist die Merkliste
go [(k,[k]) | k <- stack] []
where
go [l mem = Nothing -- Alles abgesucht, nichts gefunden
go ((k,p):r) mem |
|
|
|
|
|
|
|

| goal k = Just (k,p) -- Ziel gefunden
| k ‘elem mem = go r mem -- Knoten schon besucht
| otherwise = go ([(k’,k’:p) | k> <- succ k] ++ r) (k:mem)

Platzbedarf Anzahl der besuchten Knoten (wegen Speicher fiir schon untersuchte
Knoten)
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Zeit: O(n * log(n)) mit n = Anzahl der untersuchten Knoten (n is exponentiell in
der Tiefe bei Verzweigungrate ¢ > 1).

Tiefensuche mit Sharing, aber beschranktem Speicher
Diese Variante funktioniert wie Tiefensuche mit Sharing, aber es werden maximal
nur B Knoten gespeichert.
Der Vorteil gegentiber Tiefensuche ist Ausnutzen von gemeinsamen Knoten; besser
als Tiefensuche mit Sharing, da die Suche weiterlduft, wenn die Speicherkapazitat
nicht fiir alle besuchten Knoten ausreicht.

2.1.4.3 Effekt des Zuriicksetzen: (Backtracking)

Die Tiefensuche fiihrt Backtracking durch, wenn nicht erfolgreiche Pfade erkannt werden.
Die Arbeitsweise der Tiefensuche ist: Wenn Knoten K keine Nachfolger hat (oder eine
Tiefenbeschrankung) tiberschritten wurde, dann mache weiter mit dem nachsten Bruder
von K. Dies wird auch als chronologisches Zuriicksetzen — chronological backtracking —
bezeichnet.

Abwandlungen dieser Verfahren sind Dynamic Backtracking und Dependency-directed
Backtracking. Diese Varianten schneiden Teile des Suchraumes ab und kénnen verwen-
det werden, wenn mehr {iiber die Struktur des Suchproblems bekannt ist. Insbesondere
dann, wenn sichergestellt ist, dass man trotz der Abkiirzungen der Suche auf jeden Fall
noch einen Zielknoten finden kann.

Es gibt auch Suchprobleme, bei denen kein Backtracking erforderlich ist (greedy Ver-
fahren ist moglich). Dies kann z.B. der Fall sein, wenn jeder Knoten noch einen Zielknoten
als Nachfolger hat. Die Tiefensuche reicht dann aus, wenn die Tiefe der Zielknoten in alle
Richtungen unterhalb jedes Knotens beschréankt ist. Anderenfalls reicht Tiefensuche nicht
aus (ist nicht vollstindig), da diese Suche sich immer den Ast aussuchen kann, in dem
der Zielknoten weiter weg ist.

Ein vollstandiges Verfahren ist die Breitensuche:
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Algorithmus Breitensuche

Datenstrukturen: L sei eine Menge von Knoten, markiert mit dem dorthin fithrenden
Weg.

Eingabe: Fiige die initialen Knoten in die MengeL ein.
Algorithmus:
1. Wenn L leer ist, dann breche ab.

2. Wenn L einen Zielknoten K enthélt, dann gebe aus: K und Weg dorthin.

3. Sonst sei N(L) Menge aller direkten Nachfolger der Knoten von L, mit einem
Weg dorthin markiert.
Mache weiter mit Schritt[ljund L := N(L).

Eine Implementierung in Haskell ist:

bfs goal succ start =
go [(k,[k]) | k <- start] -- Pfade erzeugen
where
go [] = Nothing -- nichts gefunden
go rs =
case filter (goal . fst) rs of -- ein Zielknoten enthalten?
-- Nein, mache weiter mit allen Nachfolgern
[1 ->go [(k’,k’:p) | (k,p) <- rs, k’ <- succ k]
-- Ja, dann stoppe:

(r:rs) -> Just r

Die Komplexitdt der Breitensuche bei fester Verzweigungsrate ¢ > 1 ist:

Platz: ~ Anzahl der Knoten in Tiefe d, d.h. ¢%, und das ist exponentiell in der Tiefe d.

Zeit: (Anzahl der Knoten in Tiefe d) + Aufwand fiir Mengenbildung: n + n * log(n),
wenn n = #Knoten. Bei obiger Annahme einer fester Verzweigungsrate ist das

(1 + d * log(c)).

Die Breitensuche ist vollstindig! D.h. wenn es einen (erreichbaren) Zielknoten gibt, wird
sie auch in endlicher Zeit einen finden.

2.1.4.4 Iteratives Vertiefen (iterative deepening)

Dieses Verfahren ist ein Kompromiss zwischen Tiefen- und Breitensuche, wobei man die
Tiefensuche mit Tiefenbeschrankung anwendet. Hierbei wird die Tiefenschranke iterativ
erhoht. Wenn kein Zielknoten gefunden wurde, wird die ganze Tiefensuche jeweils mit
grofierer Tiefenschranke nochmals durchgefiihrt.

Eine Implementierung in Haskell ist:
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idfs goal succ stack =
let -- alle Ergebnisse mit sukzessiver Erh"ohung der Tiefenschranke

alleSuchen = [dfsBisTiefe goal succ stack i | i <- [1..]]

case filter isJust alleSuchen of
[1 -> Nothing -- Trotzdem nichts gefunden
(r:rs) -> r -- sonst erstes Ergebnisse

i in i

Man beachte, dass man die Tiefe, in welcher der erste Zielknoten auftritt, nicht vorher-
sagen kann.

Der Vorteil des iterativen Vertiefens ist der viel geringere Platzbedarf gegentiber der
Breitensuche bei Erhaltung der Vollstandigkeit des Verfahrens. Man nimmt eine leichte
Verschlechterung des Zeitbedarfs in Kauf, da Knoten mehrfach untersucht werden.

Komplexititsbetrachtung: bei fester Verzweigungsrate ¢ > 1.

Platzbedarf: linear in der Tiefe.

Zeitbedarf: Wir zdhlen nur die im Mittel besuchten Knoten, wenn der erste Zielknoten

in Tiefe k ist, wobei wir bei der Rechnung die Naherung > a' ~ a 1 fira > 1
i=1 a—
verwenden.
Tiefensuche mit Tiefenbeschrankung k:
, k+1
0.5 ") =~ 0.
*(Zc) 05*(0_1)
=1
Iteratives Vertiefen bis Tiefe k:
"o
YA
kol vl k+1 i:zl ¢ Paan
; — H 05 () = T 05 ()
ko .
(X c)—c k+1 1 k+1 k+1
= EL L 0sk ()~ () =) +05% ()
c—1 c—1 c—1"c—1 c—1
k41 k41 k41 k+1
c c c c c
= - 0.5 ~ 0.5
((0—1)2) -1 *(c—l) ((0—1)2)+ >k(c—l)

Der Faktor des Mehraufwandes fiir iteratives Vertiefen im Vergleich zur Tiefensuche
(mit der richtigen Tiefenbeschrankung) ergibt sich zu:

k+1 k+1 k+1
AR P R e
(c—1) c—1 (c—1)
| = — g5 T1l= +1
c 05*(0 ) c—1
0.5*(6_1) : ]
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Ein Tabelle der ca.-Werte des Faktors d = il + 1 ist

cl2|3]4 |5 |...]10
d|3]2]1,67]1,5]...|1,22

D.h. der eigentliche Aufwand ergibt sich am Horizont der Suche. Der Vergleich ist
zudem leicht unfair fiir iteratives Vertiefen, da die Tiefensuche ja den Wert von k
nicht kennt.

Das Verfahren des iteratives Vertiefen wird z.B. im Automatischen Beweisen verwendet
(siehe z.B. M. Stickel: A PROLOG-technology theorem prover.) Die Entscheidungsalter-
nativen, die man beim Optimieren abwégen muss, sind:

e Speichern
e Neu Berechnen.

Stickels Argument: in exponentiellen Suchrdaumen greift die Intuition nicht immer: Neu-
berechnen kann besser sein als Speichern und Wiederverwenden.

Bemerkung 2.1.5. Beim dynamischen Programmieren ist in einigen Fillen der Effekt gerade um-
gekehrt. Man spendiert Platz fiir bereits berechnete Ergebnisse und hat dadurch eine enorme Er-
sparnis beim Zeitbedarf.

2.1.4.5 Iteratives Vertiefen (iterative deepening) mit Speicherung

Die Idee hierbei ist, den freien Speicherplatz beim iterativen Vertiefen sinnvoll zu nutzen.
Hierbei kann man zwei verschiedene Verfahren verwenden:

1. Bei jedem Restart der Tiefensuche wird der zugehorige Speicher initialisiert. Wah-
rend der Tiefensuchphase speichert man Knoten, die bereits expandiert waren und
vermeidet damit die wiederholte Expansion. Hier kann man soviele Knoten spei-
chern wie mdglich. Man spart sich redundante Berechnungen, aber der Nachteil ist,
dass bei jeder Knotenexpansion nachgeschaut werden muss, ob die Knoten schon
besucht wurden.

2. Man kann Berechnungen, die in einer Tiefensuchphase gemacht wurden, in die
nédchste Iteration der Tiefensuche retten und somit redundante Berechnungen ver-
meiden. Wenn alle Knoten der letzten Berechnung gespeichert werden konnen,
kann man von dort aus sofort weiter machen (d.h. man hat dann Breitensuche).
Da man das i.a. nicht kann, ist folgendes sinnvoll:

Man speichert den linken Teil des Suchraum, um den Anfang der nédchsten Iterati-
on schneller zu machen, und Knoten, die schon als Fehlschldge bekannt sind, d.h.
solche, die garantiert keinen Zielknoten als Nachfolger haben.
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2.1.5 Riickwirtssuche

Die Idee der Riickwaértssuche ist:

man geht von einem (bekannten) Zielknoten aus und versucht den Anfangs-
knoten zu erreichen.

Voraussetzungen dafiir sind:

e Man kann Zielknoten explizit angeben (nicht nur eine Eigenschaft, die der Zielkno-
ten erfiillen muss).

e man kann von jedem Knoten die direkten Vorgéanger berechnen.

Riickwartssuche ist besser als Vorwértssuche, falls die Verzweigungsrate in Riickwarts-
richtung kleiner ist die Verzweigungsrate in Vorwértsrichtung.

Man kann normale Suche und Riickwértssuche kombinieren zur Bidirektionalen Suche,
die von beiden Seiten sucht.

2.2 Informierte Suche, Heuristische Suche

Die Suche nennt man ,, informiert”, wenn man zusitzlich eine Bewertung von allen Knoten
des Suchraumes angeben kann, d.h. eine Schitzfunktion, die man interpretieren kann als
Ahnlichkeit zu einem Zielknoten, oder als Schitzung des Abstands zum Zielknoten. Der
Zielknoten sollte ein Maximum bzw. Minimum der Bewertungsfunktion sein.

Eine Heuristik (,,Daumenregel”) ist eine Methode, die oft ihren Zweck erreicht, aber
nicht mit Sicherheit. Man spricht von heuristischer Suche, wenn die Schétzfunktion in
vielen praktisch brauchbaren Fallen die richtige Richtung zu einem Ziel angibt, aber mog-
licherweise manchmal versagt.

Das Suchproblem kann jetzt ersetzt werden durch:

Minimierung (bzw. Maximierung) einer Knotenbewertung (einer Funktion)
auf einem gerichteten Graphen (der aber erst erzeugt werden muss)

Variante: Maximierung in einer Menge oder in einem n-dimensionaler Raum.

Beispiel: 8-Puzzle

Wir betrachten als Beispiel das sogenannte 8-Puzzle. Dabei sind 8 Plattchen mit den Zah-
len 1 bis beschriftet und in einem 3x3 Raster angeordnet, d.h. es gibt ein leeres Feld. M6g-
liche Ziige sind: Plattchen konnen auf das freie Feld verschoben werden, wenn sie direkter
Nachbar des freien Feldes sind. Ziel des Puzzles ist es, die Zahlen der Reihe nach anzu-

ordnen.

M. Schmidt-Schaufd & D. Sabel, Skript KI, SoSe 2014 33 Stand: 1. April 2014



2 Suchverfahren

8 1
65| 4
71213

Wir reprisentieren das 8-Puzzle als als 3 x 3-Matrix, wobei a;; = n, wenn n die Nummer
des Pléttchens ist, das an Position (i, j) ist. B bezeichne das leere Feld.

Anfang: beliebige Permutation der Matrix, z.B.

8
6
7

[\DU‘UU
W =~ =

Ziel:

—_
(SN \V)
S W

7

o0
W

Bewertungsfunktionen: zwei Beispiele sind:
1. f1() Anzahl der Plattchen an der falschen Stelle

2. f2() Anzahl der Ziige (ohne Behinderungen zu beachten), die man braucht,
um Endzustand zu erreichen.

3 f1(S1) = 7 (nur Pléttchen 6 ist richtig)
S5=|8 76 f2(S1)=24+1+14+3+1+0+2+2=12
B 5 4 (Die Summe ist in der Reihenfolge 1,...,n)
2 31
So=| B 76 | N=T
8 5 4 f2(S2) =24+14+14+3+1+0+24+1=11

Man sieht, dass die zweite Bewertungsfunktion genauer angibt als die erste, wie gut die
erreichte Situation ist.

Aber: es ist bekannt, dass es Ausgangssituationen gibt, von denen aus man das Ziel
nicht erreichen kann (Permutation ist ungerade).

In den Unterlagen ist ein Haskell-Programm, das mit Best-First und verschiedenen
Bewertungsfunktionen, nach nicht allzu langer Zeit eine Zugfolge fiir 3 x 3 findet. Wenn
man dieses Puzzle fiir groflere n per Hand und per Suche probiert und vergleicht, so
erkennt man, dass der Rechner sich in lokalen Optimierungen verliert, wiahrend man von
Hand eine Strategie findet, die die Zielsituation herstellt, falls es tiberhaupt moglich ist.
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Diese Strategie ist in etwa so:

Verschiebe zunéichst die 1 so, dass diese an ihrem Platz ist.

Verschiebe zunichst die 2 so, dass diese an ihrem Platz ist.

bei den letzten beiden Ziffern der ersten Zeile: n — 1, n erlaube eine Suche durch
Verschieben innerhalb eines 3 x 2-Késtchens.

Benutze diese Strategie bis zur vorletzten Zeile.

Bei der vorletzten Zeile, fange von links an, jeweils zwei Pldttchen korrekt zu schie-
ben, bis das letzte 2 x 3 Rechteck bleibt.

Innerhalb dieses Rechtecks probiere, bis die Pldttchen an ihrem Platz sind.

Man sieht, dass einfache Bewertungsfunktionen diese Strategie nicht erzeugen. Kennt
man die Strategie, kann man eine (komplizierte) Bewertungsfunktion angeben, die dieses
Verhalten erzwingt. Beim n-Puzzle ist es vermutlich schwieriger diese Bewertungsfunkti-
on zu finden, als das Problem direkt zu programmieren, wenn man eine Strategie erzwin-
gen will. Hier braucht man eigentlich einen guten Planungsalgorithmus mit Zwischen-
und Unterzielen und Prioritédten.

2.2.1 Bergsteigerprozedur (Hill-climbing)

Dies ist auch als Gradientenaufstieg (—abstieg)E]bekannt, wenn man eine n-dimensionale
Funktion in die reellen Zahlen maximieren will (siehe auch Verfahren im Bereich
Operations Research).

Parameter der Bergsteigerprozedur sind
e Menge der initialen Knoten
o Nachfolgerfunktion (Nachbarschaftsrelation)

e Bewertungsfunktion der Knoten, wobei wir annehmen, dass Zielknoten maximale
Werte haben (Minimierung erfolgt analog)

o Zieltest

2Gradient: Richtung der Vergrofierung einer Funktion; kann berechnet werden durch Differenzieren
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Algorithmus Bergsteigen

Datenstrukturen: L : Liste von Knoten, markiert mit Weg dorthin
h sei die Bewertungsfunktion der Knoten
Eingabe: L sei die Liste der initialen Knoten, absteigend sortiert entsprechend h

Algorithmus:
1. Sei K das erste Element von L und R die Restliste

2. Wenn K ein Zielknoten, dann stoppe und geben K markiert mit dem Weg zu-
riick

3. Sortiere die Liste NF'(K) absteigend entsprechend h und entferne schon be-
suchte Knoten aus dem Ergebnis. Sei dies die Liste L’.

4. Setze L := L'++R und gehe zull]

Bergsteigen verhalt sich analog zur Tiefensuche, wobei jedoch stets als nédchster Knoten
der Nachfolger expandiert wird, der heuristisch den besten Wert besitzt. Bei lokalen Ma-
xima kann die Bergsteigerprozedur eine zeitlang in diesen verharren, bevor Backtracking
durchgefiihrt wird. Beachte, dass das Vermeiden von Zyklen unabdingbar ist, da ansons-
ten die Bergsteigerprozedur in lokalen Maxima hdngen bleibt. Der Erfolg der Bergstei-
gerprozedur hédngt stark von der Giite der Bewertungsfunktion ab. Ein anderes Problem
ergibt sich bei Plateaus, d.h. wenn mehrere Nachfolger die gleiche Bewertung haben, in
diesem Fall ist nicht eindeutig, welcher Weg gewihlt werden soll.

Durch die Speicherung der besuchten Knoten ist der Platzbedarf linear in der Anzahl
der besuchten Knoten, also exponentiell in der Tiefe.

In Haskell kénnte man die Bergsteigerprozedur implementieren durch folgenden Co-
de:

———————————————————————————————————————————————————————————————————————

hillclimbing cmp heuristic goal successor start =
let -- sortiere die Startknoten
list = map (\k -> (k,[k])) (sortByHeuristic start)
in go list []
where
go ((k,path):r) mem
| goal k = Just (k,path) -- Zielknoten erreicht
| otherwise =
let -- Berechne die Nachfolger (nur neue Knoten)
nf = (successor k) \\ mem
-- Sortiere die Nachfolger entsprechend der Heuristik
1’ = map (\k -> (k,k:path)) (sortByHeuristic nf)
in go (1’ ++ r) (k:mem)
sortByHeuristic = sortBy (\a b -> cmp (heuristic a) (heuristic b))
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Dabei ist das erste Argument cmp die Vergleichsfunktion (z.B. compare), die es daher flexi-
bel ermdglich zu minimieren oder zu maximieren. Das zweite Argument ist die Heuristik
als Funktion von Zustdnden nach Werten, das dritte Argument ist der Zieltest, das vierte
die Nachfolgerfunktion und start ist eine Liste von initialen Zustanden.

2.2.2 Der Beste-zuerst (Best-first) Suche

Wir betrachten als ndchste die Best-first-Suche. Diese wahlt immer als ndchsten zu expan-
dierenden Knoten, denjenigen Knoten aus, der den besten Wert bzgl. der Heuristik hat.
Der Algorithmus ist:

Algorithmus Best-First Search

Datenstrukturen:
Sei L Liste von Knoten, markiert mit dem Weg dorthin.
h sei die Bewertungsfunktion der Knoten

Eingabe: L Liste der initialen Knoten, sortiert, so dass die besseren Knoten vorne
sind.
Algorithmus:

1. Wenn L leer ist, dann breche ab

2. Sei K der erste Knoten von L und R die Restliste.
3. Wenn K ein Zielknoten ist, dann gebe K und den Weg dahin aus.

4. Sei N(K) die Liste der Nachfolger von K. Entferne aus N(K) die bereits im
Weg besuchten Knoten mit Ergebnis N/

5. Setze L := N ++ R

6. Sortiere L, so dass bessere Knoten vorne sind und gehe zu

Die best-first Suche entspricht einer Tiefensuche, die jedoch den nédchsten zu expandie-
renden Knoten anhand der Heuristik sucht. Im Unterschied zum Bergsteigen, bewertet
die Best-First-Suche stets alle Knoten im Stack und kann daher schneller zuriicksetzen
und daher lokale Maxima schneller wieder verlassen. In der angegebenen Variante ist die
Suche nicht vollstindig (analog wie die Tiefensuche). Der Platzbedarf ist durch die Spei-
cherung der besuchten Knoten exponentiell in der Tiefe.

Der Vollstandigkeit halber geben wir eine Implementierung in Haskell an:
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bestFirstSearchMitSharing cmp heuristic goal successor start =
let -- sortiere die Startknoten
list = sortByHeuristic (map (\k -> (k,[k])) (start))
in go list []
where
go ((k,path):r) mem
| goal k = Just (k,path) -- Zielknoten erreicht

| otherwise =

nf = (successor k) \\ mem
-- aktualisiere Pfade
1’ = map (\k -> (k,k:path)) nf
-- Sortiere alle Knoten nach der Heuristik
1’’ = sortByHeuristic (1’ ++ r)
in go 1’’ (k:mem)
sortByHeuristic =

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
1 :
|
! let -- Berechne die Nachfolger und nehme nur neue Knoten |
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
| |
|
|
|
|
|
1 |
| sortBy (\(a,_) (b,_)-> cmp (heuristic a) (heuristic b)) |
|

2.2.3 Simuliertes Ausglithen (simulated annealing)

Die Analogie zum Ausgliihen ist:
Am Anfang hat man hohe Energie und alles ist beweglich,
dann langsame Abkiihlung, bis die Kristallisation eintritt (bei minimaler Energie).

Die Anwendung in einem Suchverfahren ist sinnvoll fiir Optimierung von n-

dimensionalen Funktionen mit reellen Argumenten, weniger bei einer Suche nach einem
Zielknoten in einem gerichteten Suchgraphen.
Bei Optimierung von n-dimensionalen Funktionen kann man die Argumente verdndern,
wobei man den Abstand der verschiedenen Argumenttupel abhédngig von der Tempera-
tur definieren kann. Bei geringerer Temperatur sinkt dieser Abstand. Der Effekt ist, dass
man zundchst mit einem etwas groben Raster versucht, Anhaltspunkte fiir die Ndhe zu
einem Optimum zu finden. Hat man solche Anhaltspunkte, verfeinert man das Raster,
um einem echten Maximum nédher zu kommen, und um nicht tiber den Berg driiber zu
springen bzw. diesen zu untertunneln.

Implementierung in einem Optimierungsverfahren:

1. Am Anfang grofie Schrittweite (passend zum Raum der Argumente). Mit diesen
Werten und der Schrittweite Suche analog zu Best-First; dann allméhliche Vermin-
derung der Schrittweite, hierbei Schrittweite und Richtung zufillig auswahlen, bis
sich das System stabilisiert. Die besten Knoten werden jeweils weiter expandiert.

2. Alternativ: Das System lauft getaktet. Am Anfang wird eine zuféllige Menge von
Knoten berticksichtigt. Bessere Knoten diirfen mit groflerer Wahrscheinlichkeit im
ndchsten Takt Nachfolger erzeugen als schlechte Knoten. Die Wahrscheinlichkeit
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tiir schlechte Knoten wird allméhlich gesenkt, ebenso die Schrittweite.

Analoge Verfahren werden auch in kiinstlichen neuronalen Netzen beim Lernen ver-
wendet. Variante[2hat Analogien zum Vorgehen bei evolutionaren Algorithmen. Ein Vor-
teil des Verfahrens liegt darin, dass lokale Maxima konnen verlassen werden. Ein Proble-
me des Verfahrens ist, dass es einige Parameter zu justieren sind, die stark vom Problem
abhdngen konnen:

e Schnelligkeit der ,, Abkiihlung”
o Abhidngigkeit der Wahrscheinlichkeit von der , Temperatur” (bzw. Wert der Schitz-
funktion)

2.3 A*-Algorithmus

Die vom A*-Algorithmus zu l6senden Suchprobleme bestehen aus den Eingaben:

e ein (gerichteter) Graph (wobei die Nachfolgerbeziehung i.a. algorithmisch gegeben
ist), d.h. es gibt eine Nachfolgerfunktion NF, die zu jedem Knoten N die Nachfolger
NF(N) berechnet. Wir nehmen an, dass der Graph schlicht ist, d.h. es gibt hochstens
eine Kante zwischen zwei Knoten.

e eine (i.a. reellwertige) Kostenfunktion c fiir Kanten, sodass ¢(Nj, N2) € R gerade
die Kosten der Kante von Knoten N; zu Knoten N festlegt.
Fir einen Weg N1 — Ny — ... — Nj bezeichne ¢y (N1 Nz . . . Ni;) gerade die Summe
der Kosten Zf;ll ¢(Niy Niy1).

e ein Startknoten S

e eine Schitzfunktion A (-), die die Kosten von einem bereits erreichten Knoten N bis
zum néchsten Zielknoten abschétzt.

e einen Test auf Zielknoten Z. Die Zielknoten sind meist algorithmisch definiert, d.h.
man hat nur einen Test, ob ein gegebener Knoten ein Zielknoten ist.

Ziel ist das Auffinden eines optimalen (d.h. mit minimalen Kosten) Weges vom Start-
knoten zu einem der Zielknoten,

Beispiel 2.3.1. Ein typisches Beispiel ist die Suche nach einem kiirzesten Weg von A nach B
in einem Stadtplan. Hier sind die Knoten die Kreuzungen und die Kanten die Straffenabschnitte
zwischen den Kreuzungen; die Kosten entsprechen der Weglinge.

Der A*-Algorithmus stiitzt sich auf eine Kombination der bereits verbrauchten Kosten
g(N) vom Start bis zu einem aktuellen Knoten N und der noch geschéitzten Kosten h(NV)
bis zu einem Zielknoten Z, d.h. man benutzt die Funktion f(N) = ¢g(N) + h(N). Die
Funktion h(-) sollte leicht zu berechnen sein, und muss nicht exakt sein.

Es gibt zwei Varianten des A*-Algorithmus (abhdngig von den Eigenschaften von h).
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e Baum-Such-Verfahren: Kein Update des minimalen Weges bis zu einem Knoten
wihrend des Ablaufs.

e Graph-Such-Verfahren: Update des minimalen Weges bis zu einem Knoten wiahrend
des Ablaufs

Im Folgenden ist der A*-Algorithmus als Graph-Such-Verfahren angegeben.

g
Algorithmus A*-Algorithmus

Datenstrukturen:
e Mengen von Knoten: Open und Closed
e Wert g(V) fiir jeden Knoten (markiert mit Pfad vom Start zu N)
e Heuristik h, Zieltest Z und Kantenkostenfunktion c
Eingabe:
e Open:= {S}, wenn S der Startknoten ist
e ¢(5) := 0, ansonsten ist g nicht initialisiert
e Closed:= 10
Algorithmus:
repeat
Waihle N aus Open mit minimalem f(N) = g(IN) + h(NV)
if Z(V) then
break; // Schleife beenden
else
Berechne Liste der Nachfolger N := NF(N)
Schiebe Knoten /N von Open nach Closed
for N' € N do
if N € Open U Closed und g(N) + ¢(N, N’) > g(N’) then
skip // Knoten nicht verdandern
else
g(N'):=g(N) + ¢(N, N'); // neuer Minimalwert fiir g(N")
Fiige N’ in Open ein und (falls vorhanden) 16sche N’ aus Closed;
end-if
end-for
end-if
until Open = ()
if Open = () then Fehler, kein Zielknoten gefunden
else N ist der Zielknoten mit g(/NV) als minimalen Kosten
end-if

Bei der Variante als Baumsuche gibt es keine Closed-Menge. Daher kann der gleiche
Knoten mehrfach in der Menge Open mit verschiedenen Wegen stehen. Bei Graphsuche

Stand: 1. April 2014 40 M. Schmidt-Schaufd & D. Sabel, Skript KI, SoSe 2014



2.3 A*-Algorithmus

hat man immer den aktuell bekannten minimalen Weg, und somit den Knoten nur einmal

in Open.

Beachte, dass der (bzw. ein) Zielknoten in der Open-Menge sein kann, dieser aber erst
als Ziel erkannt wird, wenn er als zu expandierender Knoten ausgewdhlt wird. Ebenso
ist zu beachten, dass ein Knoten in der Closed-Menge sein kann, und wieder in die Open-
Menge eingefiigt wird, weil ein kiirzerer Weg entdeckt wird.

Eine rekursive Implementierung der A*-Suche in Haskell ist:

-- Eintr"age in open / closed: (Knoten, (g(Knoten), Pfad zum Knoten))
aStern heuristic goal successor open closed
| null open = Nothing -- Kein Ziel gefunden
| otherwise =
let n@(node, (g_node,path_node)) = Knoten mit min. f-Wert
minimumBy (\(a, (b,_)) (a’,(b’,_))
-> compare ((heuristic a) + b) ((heuristic a’) + b’)) open
in
if goal node then Just n else -- Zielknoten expandiert
let nf = (successor node) -- Nachfolger
-- aktualisiere open und closed:
(open’,closed’) = update nf (delete n open) (n:closed)
update [] o ¢ = (o,c)
update ((nfnode,c_node_nfnode):xs) o ¢ =

-- m"oglicher neuer Knoten, mit neuem g-Wert und Pfad
newnode = (nfnode, (g_node + c_node_nfnode,path_node ++ [nodel]))
in case lookup nfnode open of -- Knoten in Open?
Nothing -> case lookup nfnode closed of -- Knoten in Closed?
Nothing -> (newnode:o’,c’)
Just (curr_g,curr_path) ->
if curr_g > g_node + c_node_nfnode
then (newnode:o’,delete (nfnode, (curr_g,curr_path)) c’)
else (o’,c?)
Just (curr_g,curr_path) ->
if curr_g > g_node + c_node_nfnode
then (newnode: (delete (nfnode, (curr_g,curr_path)) o’),c’)
else (o’,c?)
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: let (o’,c’) = update xs o ¢ -- rekursiver Aufruf :
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: in aStern heuristic goal successor open’ closed’ :
|

Beispiel 2.3.2. Im Beispiel kann man sich den Fortschritt des A*-Algorithmus leicht klarmachen,
wenn man eine Kante als 1 zdihlt, weifS wo das Ziel ist, und als Schitzfunktion des Abstands die
Rechteck-Norm |ya — y1| + |xo — x1| des Abstands vom aktuellen Knoten zum Ziel nimmt.
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S @ ®

Rechnet man das Beispiel durch, dann sieht man, dass der A*-Algorithmus sowohl den oberen als
auch den unteren Weg versucht.

2.3.1 Eigenschaften des A*-Algorithmus

Im folgenden einige Bezeichnungen, die wir zur Klarung der Eigenschaften benétigen.

g*(N,N’) = Kosten des optimalen Weges von N nach N’

g*(N) = Kosten des optimalen Weges vom Start bis zu N

c*(N) = Kosten des optimalen Weges von N bis zum néchsten Zielknoten Z.
fH(N) = g (N)+c(N)

(Kosten des optimalen Weges durch N bis zu einem Zielknoten Z)
Der A*-Algorithmus hat gute Eigenschaften, wenn die Schitzfunktion h die Kosten un-

terschétzt. D.h., wenn fiir jeden Knoten N: h(N) < ¢*(N) gilt.

Beispiel 2.3.3. Wir betrachten das folgende Beispiel, mit einer tiberschdtzenden Schitzfunktion:

Die Notation dabei ist N/h(N), d.h. in jedem Knoten ist die heuristische Bewertung angegeben.
Fiihrt man den A*-Algorithmus fiir dieses Beispiel mit Startknoten S und Zielknoten Z aus, erhiilt
man den Ablauf:

Am Anfang:

Open : {S}

Closed : {0}

Nach Expansion von S:

Open : {A, B} mit g(A) = 1und g(B) =2
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Closed: {S}

Nachster Schritt:

Da f(A) = g(A) + h(a) =146 = Tund f(B) = g(B) + h(B) = 2+ 3 = 5, wird B als
nichster Knoten expandiert und man erhilt:

Open: {Z, A} mit g(Z) =4

Closed: {B,S}

Nachster Schritt:

Da f(A) = g(A) + h(A) = 1+6 =Tund f(Z) = g(Z)+ h(Z) = 4+ 0 = 0, wird der
Zielknoten Z expandiert und der A*-Algorithmus gibt den Weg S — B — Z mit Kosten 4 als
optimalen Weg aus, obwohl ein kiirzerer Weg S — A — Z existiert.

Beispiel 2.3.4. Die Linge jedes Weges von A nach B in einem Stadtplan ist stets linger als die
direkte Entfernung (Luftlinie) \/(ba — a2)? + (b1 — a1)2. Diese einfach zu berechnende Schiitz-
funktion unterschiitzt die echten Kosten.

Wenn alle StrafSen rechtwinklig aufeinander zulaufen, und es keine Abkiirzungen gibt, kann
man auch die Rechtecknorm als Schitzung nehmen: |by — as| + |b1 — a1|, denn die echten Wege
kénnen dann nicht kiirzer als die Rechtecknorm sein (auch Manhattan-Abstand genannt).

Definition 2.3.5. Voraussetzungen fiir den A*-Algorithmus:

1. es gibt nur endlich viele Knoten N mit g*(N) + h(N') < d, wobei
d = inf{Kosten aller Wege von S zu einem Zielknoten Z}.

2. Fiir jeden Knoten N gilt: h(N) < ¢*(N), d.h. die Schitzfunktion ist unterschitzend.
3. Fiir jeden Knoten N ist die Anzahl der Nachfolger endlich.

4. Alle Kanten kosten etwas: ¢(N, N") > 0 fiir alle N, N'.

5. Der Graph ist schlichzﬂ

Die Voraussetzung der Endlichkeit der Knoten und sind z.B. erfiillt, wenn es
eine untere Schranke ¢ > 0 fiir die Kosten einer Kante gibt.

Beispiel 2.3.6. Betrachte den folgenden Suchgraph, der Bedingung[Tjaus Definition[2.3.5|verletzt:

3schlicht = zwischen zwei Knoten gibt es hochstens eine Kante
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Dabei gehen wir davon aus, dass der Pfad Ay — Ay — As — ... entsprechend unendlich weiter
verlduft, mit ¢(A;, Aiy1) = 21% und h(A;) = % In diesem Fall gibt es nur den direkten Pfad
S — Z als mogliche und optimale Losung, insbesondere ist d = 1. Der A*-Algorithmus startet
mit S und fiigt die Knoten Ay und Z in die Open-Menge ein. AnschliefSend wird stets fiiri =1, . ..
A; expandiert und A;, in die Open-Menge eingefiigt. Da Z nie expandiert wird, terminiert der
A*-Algorithmus nicht.

Beispiel 2.3.7. Das folgende Beispiel ist dhnlich zum vorhergehenden, es verletzt ebenfalls Bedin-
gung|T|aus Definition Es zeigt jedoch, dass es zum Infimum d nicht notwendigerweise auch
einen endlichen Weg im Suchgraphen geben muss:

Der Pfad Ay — Ay — Az — ... laufe entsprechend unendlich weiter, wobei c(A;, Z) = 21-%1,

c(Aiy Air) = 2% und h(A;) = % In diesem Fall gibt es unendlich viele Wege von S nach Z,
der Form S — Ay — ... Ay — Z fiir k = 1,2,.... Die Kosten der Pfade sind 13,15,1%, ...
Das Beispiel zeigt, daher das d = 1 als Infimum definiert werden muss, und dass es keinen Weg
von S zu Z mit Kosten 1 gibt, man aber fiir jedes € > 0 einen Weg findet, dessen Kosten kleiner

1 + e sind. Der A*-Algorithmus wiirde fiir obigen Graphen, nur die A;-Knoten expandieren, aber
nie den Zielknoten Z expandieren.

Wir zeigen nun zunéchst, dass die Bedingungen aus Definition[2.3.5 ausreichen, um zu
folgern, dass zum Infimum d auch stets ein endlicher Weg mit Kosten d existiert.

Fir einen Knoten N sei infWeg(N) := inf{Kosten aller Wege von N zu einem
Zielknoten}

Satz 2.3.8. Es existiere ein Weg vom Start S bis zu einem Zielknoten. Sei d = infWeg(S) =
inf {Kosten aller Wege von S zu einem Zielknoten Z}. Die Voraussetzungen in Definition
seien erfiillt.

Dann existiert ein optimaler Weg von S zum Ziel mit Kosten d.

Beweis. Wir zeigen mit Induktion, dass wir fiir jedes n > 1 einen der folgenden beiden
Wege konstruieren konnen:

1. S=K; — ... > K;miti <n, cy(Ky,...,K;) = dund K; ist ein Zielknoten

2. S=Ki — ... > Ky, wobeicy(Ki,...K;)+ infWeg(K;) = dftrallej € {1,...,n}
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Basisfall n = 1. Dann erfiillt der ,Weg” S die Voraussetzung, da infWeg(S) = d angenom-
men wurde. Fiir den Induktionsschritt, sei die Bedingung fiir n — 1 erfiillt. Wir betrachten
zweli Fille:

e Die Induktionsannahme erfiillt Bedingung (1} d.h. es gibt einen Weg K; — ... K;
(fireini < n — 1) mit ey (Ky,. .., K;) = d und K; ist Zielknoten. Dann erfiillt der
gleiche Weg Bedingung|T]fiir n.

e Die Induktionsannahme erfiillt Bedingung [2| Sei K1 — ... — K,_; der ent-
sprechende Weg. Insbesondere gilt cy (K1,...,K,—1) + infWeg(Kp—1) = d.
Wenn K,_; ein Zielknoten ist, ist Bedingung [l erfiillt und wir sind fertig.
Anderenfalls betrachte alle Nachfolger Ni,..., N, von Kj;. Da es nur endli-
che viele Nachfolger gibt, gibt es mindestens einen Nachfolger N, so dass
ew (K1, ..., Kno1) + c(Kj, Ny) + infWeg(Ny,) = d. Mit K,, := N, erfiilt der Weg
K; — ... = K, Bedingung[2|

Zum Beweis der eigentlichen Aussage, miissen wir jetzt nur noch zeigen, dass es ein n gibt,
dass Bedingung [1] erfiillt, d.h. es gibt keinen unendlichen langen Weg der Bedingung
erfillt.

Betrachte die konstruierte Folge K1 — K3 — ... gem. Bedingung 2| Ein Knoten kann
nicht mehrfach in der Folge Ky, K, ... vorkommen, da man sonst das Infimum d echt
verkleinern konnte (den Zyklus immer wieder gehen). Weiterhin muss fiir jeden Knoten
K gelten, dass h(K;) < infWeg(K;) ist, da h unterschitzend ist und infWeg(K;) das
entsprechende Infimum der existierenden Wege zum Ziel ist. Gédbe es unendlich viele
Knoten K, dann wire daher Bedingung|[I|aus Definition verletzt. Somit folgt, dass
es keine unendliche Folge gibt und man daher stets einen endlichen optimalen Weg findet.

O

Lemma 2.3.9. Es existiere ein optimaler Weg S = Ko — ... — K,, = Z vom Startknoten S bis
zu einem Zielknoten Z . Die Voraussetzungen in Definition |2.3.5|seien erfiillt. Dann ist wihrend
der Ausfiihrung des A*-Algorithmus stets ein Knoten K; in Open, markiert mit g(K;) = g*(K;),
d.h. mit einem optimalen Weg von S zu K;.

Beweis. Induktion tiber die Iterationen des A*-Algorithmus. Fiir den Basisfall, gentigt es
zu beachten, dass S € Open und ¢(S) = 0 gilt, und im Anschluss K in Open eingefiigt
wird. Da S — K; und K auf einem optimalen Weg liegt, muss K mit g(K) = ¢(S, K;) =
g* (S, K1) markiert werden (sonst gébe es einen kiirzeren Weg von S zu 7).

Induktionsschritt: Als Induktionshypothese verwenden wir, dass Open mindestens
einen der Knoten K; enthdlt, der mit g(K;) = ¢*(K;) markiert ist. Sei j maximal, so dass
K diese Bedingungen erfiillt. Wir betrachten unterschiedliche Falle:

e Ein Knoten # K wird expandiert. Dann verbleibt K; in Open und der Wert g(k&j)
wird nicht verdndert, da er bereits optimal ist.
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e Der Knoten K; wird expandiert. Dann wird K, in Open eingefiigt und erhilt den
Wert g(Kj11) = g(Kj) + o(Kj, Kj1) = g°(K;) + ¢(Kj, Kj+1) Dieser Wert muss
optimal sein, da ansonsten der Weg S — K| — ... — K, nicht optimal wiére.

O

Lemma 2.3.10. Unter der Annahme, dass die Bedingungen aus erfiillt sind, gilt: Wenn A*
einen Zielknoten expandiert, dann ist dieser optimal.

Beweis. Nehme an S = Ky — K;...K, = Z ist ein optimaler Weg. Angenommen,
ein Zielknoten Z’ wird expandiert. Dann ist Z’ der Knoten aus Open mit dem minima-
len f(Z') = g(Z') + h(Z') = g(Z'). Betrachte den Knoten K; mit maximalem j aus
dem optimalen Weg, der noch in Open ist und mit g(K;) = ¢*(K;) markiert ist (gem.
Lemma 2.39). Wenn Z = Z’ und genau auf dem Weg erreicht wurde, dann ist genau
der optimale Weg S — K; — ... — Z gefunden worden. Wenn K; # Z’, dann gilt
f(K;) = g(K;) + h(K;) < dda h die Kosten bis zum Ziel unterschitzt. Da Z’ expan-
diert wurde, gilt f(Z') = g(Z") + h(Z') = g(Z') < g(K;) + h(K;) < d, und daher ist der
gefundene Weg optimal. O

Lemma 2.3.11. Unter der Annahme, dass die Bedingungen aus erfiillt sind, und ein Weg
vom Start zum Zielknoten existiert gilt: Der A*-Algorithmus expandiert einen Zielknoten nach
endlich vielen Schritten.

Beweis. Seien d die Kosten des optimalen Wegs S = Ky — K;... = K,, = Z. Aufgrund
von Lemma[2.3.9 gentigt es zu zeigen, dass jeder der Knoten K; nach endlich vielen Schrit-
ten expandiert wird, oder ein anderer Zielknoten wird expandiert. Da stets ein K; in Open
mit Wert g(K;) = ¢*(K;) markiert ist und ¢*(kK;) + h(K;) < d gelten muss (die Heuristik
ist unterschédtzend), werden nur Knoten L expandiert fiir die zum Zeitpunkt ihrer Expan-
sion gilt: (L) + h(L) < ¢*(K;) + h(K;) < d.Da ¢g*(L) + h(L) < g(L) + h(L), gilt auch
g*(L) 4+ h(L) < d fiir all diese Knoten L. Gemif Bedingung|]aus Definition 2.3.5/kann es
daher nur endlich viele solcher Knoten L geben, die vor K; expandiert werden. ]

Aus den Lemmas 2.3.10|und [2.3.11{und Satz folgt direkt:

Theorem 2.3.12. Es existiere ein Weg vom Start bis zu einem Zielknoten. Die Voraussetzungen
in Definition [2.3.5]seien erfiillt. Dann findet der A*-Algorithmus einen optimalen Weg zu einem
Zielknoten.

Beachte, dass der A*-Algorithmus auch einen anderen optimalen Weg finden kann, der
von K1, ..., K, verschieden ist.

Beispiel 2.3.13. Fiir das Stadtplan-Beispiel konnen wir folgern, dass der A*-Algorithmus im Falle
des Abstandsmafes h(.), das die Luftlinienentfernung zum Ziel misst, einen optimalen Weg finden
wird. Hat der Stadtplan nur Straflen in zwei zueinander senkrechten Richtungen, dann kann man
auch die Rechtecknorm nehmen.

Stand: 1. April 2014 46 M. Schmidt-Schaufd & D. Sabel, Skript KI, SoSe 2014



2.3 A*-Algorithmus

Der Aufwand des A*-Algorithmus ist i.a. exponentiell in der Lange des optimalen
Weges (unter der Annahme einer konstanten Verzweigungsrate).

Bemerkung 2.3.14. Wenn man den endlichen Graphen als gegeben annimmt, mit Bewertungen
der Kanten, dann kann man mit dynamischem Programmieren in polynomieller Zeit (in der Grifse
des Graphen) alle kostenoptimalen Wege berechnen, indem man analog zur Berechnung der transi-
tiven Hiille eine Matrix von Zwischenergebnissen iteriert (Floyd-Algorithmus fiir kiirzeste Wege,
Dijkstra-Algorithmus).

Der Dijkstra-Algorithmus entspricht dem A*-Algorithmus, wenn man die Schitzfunktion
h(N) = 0 setzt fiir alle Knoten N. Dieser hat als Aufgabe, einen Weg mit minimalen Kosten
zwischen zwei Knoten eines gegebenen endlichen Graphen zu finden.

In diesem Fall hat man stets eine Front (Open) der Knoten mit minimalen Wegen ab dem Start-
knoten.

2.3.2 Spezialisierungen des A*-Algorithmus:

Beispiel 2.3.15. Weitere Beispiele fiir Graphen und Kostenfunktionen sind.:

Wenn h(N) = 0, dann ist der A*-Algorithmus dasselbe wie die sogenannte Gleiche-Kostensuche
(branch-and-bound)

Wenn ¢(N1,N3) = k (k Konstante, z.B. 1), und h(N) = 0, dann entspricht der A*-
Algorithmus der Breitensuche.

Die Variante A*° des A*-Algorithmus, die alle optimalen Weg finden soll, hat folgende
Erganzung im Algorithmus: sobald ein Weg zum Ziel gefunden wurde, mit einem Wert
d, werden nur noch Knoten in Open akzeptiert (d.h. die anderen kommen nach Closed),
bei denen g(N) + h(N) < d. Der Algorithmus stoppt erst, wenn keine Knoten mehr in
Open sind.

Theorem 2.3.16. Es gelten die Voraussetzung von Satz|2.3.12} Dann findet der Algorithmus A*°
alle optimalen Wege von S nach Z.

Beweis. Zunédchst findet der A*-Algorithmus einen optimalen Weg zu einem Ziel. Daraus
ergibt sich eine obere Schranke d fiir die Kosten eines optimalen Weges. Aus den Vor-
aussetzungen ergibt sich, dass der A*°-Algorithmus nur endlich viele Knoten und Wege
inspiziert. t

Definition 2.3.17. Wenn man zwei Schitzfunktionen hy und hy hat mit:
1. hy und hy unterschitzen den Aufwand zum Ziel

2. fiir alle Knoten N gilt: hi(N) < ha(N) < c*(N)
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dann nennt man ho besser informiert als hy.

Hieraus alleine kann man noch nicht folgern, dass der A*-Algorithmus zu h, sich besser
verhilt als zu h. (Ubungsaufgabe)

Notwendig ist: Die Abweichung bei Sortierung der Knoten mittels f muss klein sein.
D.h. optimal wére f(k) < f(k') < f*(k) < f*(K).

Der wichtigere Begriff ist:

Definition 2.3.18. Eine Schitzfunktion h(.) ist monoton, gdw.
h(N) < ¢(N,N') + h(N’) fiir alle Knoten N und deren Nachfolger N' und wenn h(Z) = 0 ist
fiir Zielknoten Z.

Offenbar gilt die Monotonie-Ungleichung auch fiir die optimale Wegldnge von N nach
N’, wenn N’ kein direkter Nachfolger von N ist. Dies kann man so sehen:
h(N) < ¢(N, N1) + h(N1) < ¢(N, N1) + ¢(N1, N2) + h(N2)
Iteriert man das, erhdlt man: h(N) < ey (N, N') + h(N')
Und damit auch A(N) < g*(N, N') + h(N')
Fir den Weg zum Ziel Z gilt damit h(N) < ¢*(N,Z)+ h(Z) = ¢*(N, Z) ,da h(Z) = O ist.

Lemma 2.3.19. Eine monotone Schitzfunktion h(.) ist unterschitzend.

Die Monotonie der Schdtzfunktion entspricht der Dreiecksungleichung in Geometrien
und metrischen Rdumen.
Die Monotonieeigenschaft beschreibt das Verhalten der Funktion f beim Expandieren:
Wenn die Schitzfunktion monoton ist, dann wéchst der Wert von f monoton, wenn man
einen Weg weiter expandiert.

Satz 2.3.20. Ist die Schitzfunktion h monoton, so expandiert der A*-Algorithmus jeden unter-
suchten Knoten beim ersten mal bereits mit dem optimalen Wert. D.h. g(N) = g¢*(N) fiir alle
expandierten Knoten.

Beweis. Sei § = K; — ... — K, ein optimaler Weg von S nach K,,. Wir nehmen an die
Aussage sei falsch und es gelte g(K,,) > g*(K,) und K,, wird expandiert. Aus Lemma[2.3.9]
folgt: Es gibt einen Knoten K; # K, und (i < n), der in Open ist und fiir den gilt g(K;) =
9" (K3).

f(K3)
+g*(K;, Kn) + h(Ky) folgt aus Monotonie

IA
QQ*Q
AQA

< 9(Kn)+hMKn) = f(KnN).

Da f(K;) < f(Kn) miisste aber K; anstelle von K, expandiert werden. D.h. wir haben
einen Widerspruch gefunden. O
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Diese Aussage erlaubt es bei monotonen Schitzfunktionen, den A*-Algorithmus zu ver-
einfachen: man braucht kein Update der optimalen Wegldnge in Closed durchzufiihren.
D.h. die Baumsuchvariante des A*-Algorithmus reicht aus.

Beispiel 2.3.21. Die Aussage bedeutet nicht, dass nicht schon Knoten des optimalen Weges vorher
in Open sind. Diese konnten auf einem nichtoptimalen Weg erreicht werden, werden dann aber
nicht expandiert. Das folgende Beispiel zeigt dies.

Der A*-Algorithmus expandiert zuniichst S, dann A. Bei der Expansion von A wird N in Open
eingefiigt (mit dem bis dahin gefundenden Weg S — A — N'), aber der optimale Weg von S zu
N ist noch nicht entdeckt. Im nichsten Schritt wird B expandiert, was zur Entdeckung des Weges
S — B — N fiihrt. Erst jetzt wird der Knoten N expandiert.

Theorem 2.3.22. Ist die Schitzfunktion h monoton, so findet der A*-Algorithmus auch in der
Baum-Variante (ohne update) den optimalen Weg zum Ziel.

Bemerkung 2.3.23. Der Dijkstra-Algorithmus zum Finden optimaler Wege in einem Graphen
entspricht (wenn man von der Speicherung des optimalen Weges absieht) folgender Variante:
Man wihlt h() = 0 und nimmt den A*-Algorithmus.

Dann ist h() monoton und es gelten die Aussagen fiir monotone Schitzfunktionen.

Es gelten folgende weitere Tatsachen fiir monotone Schatzfunktionen:
Satz 2.3.24. Unter den Voraussetzungen von Aussage[2.3.20] (d.h. Monotonie von h) gilt:
1. Wenn N spiter als M expandiert wurde, dann gilt f(N) > f(M).
2. Wenn N expandiert wurde, dann gilt g*(N) + h(N) < d wobei d der optimale Wert ist.
3. Jeder Knoten mit g*(N) + h(N) < d wird von A*° expandiert.

Theorem 2.3.25. Wenn eine monotone Schitzfunktion gegeben ist, die Schitzfunktion in kon-
stanter Zeit berechnet werden kann, dann liuft der A*-Algorithmus in Zeit O(|D|), wenn
D = {N | g"(N) + h(N) < d}.

Nimmt man die Verzweigungsrate c als konstant an, d als Wert des optimalen Weges und 6 als der
kleinste Abstand zweier Knoten, dann ist die Komplexitit O(c% ).
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In einem rechtwinkligen Stadtplan, in dem die Abstdnde zwischen zwei Kreuzungen
alle gleich sind, gilt, dass der A*-Algorithmus in quadratischer Zeit abhéngig von der
Weglinge des optimalen Weges einen Weg findet. Das liegt daran, dass es nur quadratisch
viele Knoten in allen Richtungen gibt. Im allgemeinen kann die Suche exponentiell dauern
(z.B. mehrdimensionale Raume)

Beispiel 2.3.26. Die Suche eines kiirzesten Weges im Stadtplan mit dem Luftlinienabstand als
Schitzfunktion ist monoton: Mit 11() bezeichnen wir den Luftlinienabstand. Es gilt wegen der
Dreiecksungleichung: Il(N, Z) < Il(N,N') + lIl(N', Z). Da der echte Abstand stets grifier als
Luftlinie ist, gilt: Il(N,N') < ¢(N,N'), und mit der Bezeichnung h(-) := lI(-) gilt h(N) <
¢(N,N") + h(N').

Dasselbe gilt fiir das Beispiel des gitterformigen Stadtplans, bei dem man die Rechtecknorm
nimmt, da auch diese die Dreiecksungleichung erfiillt.

Man sieht auch, dass in einem quadratischen Stadtplan die Rechtecknorm besser informiert ist
als die Luftlinienentfernung.

Satz 2.3.27. es gelten die Voraussetzungen in Satz[2.3.12] Seien d die Kosten des optimalen Weges.
Seien hy, ho zwei monotone Schitzfunktionen, so dass ho besser informiert sei als hy.

Sei Ay der A*°-Algorithmus zu hy und As sei der A*°-Algorithmus zu hs.
Dann gilt: Alle Knoten N mit g*(N) + ha(N) < d die von A expandiert werden, werden auch
von Ay expandiert.

Beweis. Der A*°-Algorithmus stoppt erst, wenn er keine Knoten mehr findet, die unter der
Grenze sind. Ein Knoten N wird von A; expandiert, wenn es einen Weg von S nach N
gibt, so dass fiir alle Knoten M auf dem Weg die Ungleichung ¢*(M) + hao(M) < d gilt.
Da wegen hy (M) < hao(M) dann g*(M) + hi (M) < d gilt, wird der Knoten auch von A;
expandiert
U

Was macht man, wenn die Schatzfunktion nicht monoton ist? Im Fall einer unterschét-
zenden Funktion h gibt es eine Methode der Korrektur wahrend des Ablaufs des Algo-
rithmus.
Angenommen, N hat Nachfolger N’ und es gilt h(N) > ¢(N, N’) + h(N’). Nach Voraus-
setzung ist der optimale Wert eines Weges von N zum Zielknoten grofSer als i (N'). Wenn
es einen Weg von N’ zu einem Ziel gidbe der besser als h(N) — ¢(N, N') ist, dann hétte
man einen Widerspruch zur Unterschidtzung. Damit kann man h'(N’) := h(N) —c¢(N, N')
definieren. Danach gilt h(N) = ¢(N, N') + h/(N').

Beispiel 2.3.28. Es kann vorkommen, dass ein Knoten im normalen A*-Algorithmus von Open

nach Closed geschoben wird, aber danach nochmal nach Open bewegt wird, da man doch einen
besseren Weg gefunden hat. Betrachte den Suchgraph:
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Die Expansionsreihenfolge ist:

expandiert  Nachfolger Open Closed

S AB S

A C AB S

C D BC SA

B C B,D SAC
C D CD S,AB

Der Knoten C' wird daher von Closed erneut nach Open geschoben. Diese Schitzfunktion kann
nicht monoton sein. Es gilt 8 = h(B) > ¢(B,C) + h(C) = 5.

Was dieses Beispiel auch noch zeigt, ist dass der Reparaturmechanismus, der dynamisch h zu
einer monotonen Schétzfunktion verbessert, das Verhalten des Algorithmus nicht so verbessert,
dass Aussage gilt, denn die Aussage gilt nicht fiir dieses Beispiel unter der Annahme der
nachtriglichen Korrektur von h.

2.3.3 IDA*-Algorithmus und SMA*-Algorithmus

Da der A*-Algorithmus sich alle jemals besuchten Knoten merkt, wird er oft an die Spei-
chergrenze stofien und aufgeben. Um das zu umgehen, nimmt man eine Kombination
des abgeschwéchten A*-Algorithmus und des iterativen Vertiefens. Die Rolle der Grenze
spielt in diesem Fall der maximale Wert d eines Weges, der schon erzeugt wurde.

IDA* mit Grenze d:

e Ist analog zu A*.

es gibt keine Open/Closed-Listen, nur einen Stack mit Knoten und Wegekosten.

der Wert g(IV) wird bei gerichteten Graphen nicht per Update verbessert.

Der Knoten N wird nicht expandiert, wenn f(NN) > d.

das Minimum der Werte f(N) mit f(N) > d wird das d in der nédchsten Iteration.
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Dieser Algorithmus benétigt nur linearen Platz in der Lange des optimalen Weges, da
er nur einen Stack (Rekursions-Stack des aktuellen Weges) verwalten muss.

Da dieser Algorithmus in einem gerichteten Graphen moglicherweise eine exponenti-
elle Anzahl von Wegen absuchen muss, obwohl das beim A*-Algorithmus durch Update
zu vermeiden ist, gibt es eine pragmatische Variante, den SMA*-Algorithmus, der wie der
A*-Algorithmus arbeitet, aber im Fall, dass der Speicher nicht reicht, bereits gespeicher-
te Knoten 16scht. Der Algorithmus nutzt hierzu die verfiigbare Information und 16scht
die Knoten, der am ehesten nicht zu einem optimalen Weg beitragt. Das sind Knoten, die
hohe f-Werte haben. Es gibt weitere Optimierungen hierzu (siehe Russel-Norvig).

2.4 Suche in Spielbdumen

Ziel dieses Kapitels ist die Untersuchung von algorithmischen Methoden zum intelligen-
ten Beherrschen von strategischen Zweipersonenspielen, wie z.B. Schach, Dame, Miihle, Go,
Tictactoe, bei dem der Zufall keine Rolle spielt (siehe auch 2 Artikel aus (Wegener, 1996))).

Spiele mit mehr als zwei Personen sind auch interessant, aber erfordern andere Metho-
den und werden hier nicht behandelt.

Zum Schachspiel existierten bereits vor Benutzung von Computern Schachtheori-
en, Untersuchungen zu Gewinnstrategien in bestimmten Spielsituationen (Eréffnungen,
Endspiel, usw) und zum Bewerten von Spielsituationen. Mittlerweile gibt es zahlreiche
Varianten von recht passabel spielenden Schachprogrammen, und auch einige sehr spiel-
starke Programme.

Es gibt zwei verschiedene Ansitze, ein Programm zum Schachspielen zu konzipieren:

1. Man baut auf den bekannten Schachtheorien und Begriffen auf, wie Verteidigung,
Angriff, Bedrohung, Decken, Mittelfeld, ..., und versucht die menschliche Methode
Zu programmieren.

2. Man versucht mit reiner Absuche aller Moglichkeiten unter Ausnutzung der Ge-
schwindigkeit eines Computers, einen guten nachsten Zug zu finden.

Betrachtet man heutige, erfolgreiche Schachprogramme, dann ist die wesentliche Me-
thode das Absuchen der Varianten, wobei auf einer (einfachen) statischen Bewertung von
Spielsituationen aufgebaut wird. Ergdnzend dazu wird eine Er6ffnungsbibliothek ver-
wendet und Endspielvarianten werden getrennt programmiert. Die Programmierung der
meisten Schachtheorien scheitert daran, dass sie nicht auf Computer tibertragbar sind, da
die Begriffe unscharf definiert sind.

Wir betrachten zunédchst sogenannte Spielbaume, die ein Zweipersonenspiel reprasen-
tieren:

Definition 2.4.1 (Spielbaum). Es gibt zwei Spieler, die gegeneinander spielen. Diese werden
aus bald ersichtlichen Griinden Maximierer und Minimierer genannt. Wir nehmen an, es gibt
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eine Darstellung einer Spielsituation (z.B. Schachbrett mit Aufstellung der Figuren), und die
Angabe welcher der beiden Spieler am Zug ist. Der Spielbaum dazu ist wiefolgt definiert:

o Die Wurzel ist mit der aktuellen Spielsituation markiert.

e Fiir jeden Knoten sind dess Kinder genau die Spielsituationen die durch den néichsten Zug
des aktuellen Spielers mdglich sind. Pro Ebene wechselt der Spieler

e Blitter sind Knoten, die keine Nachfolger mehr haben, d.h. Endsituation des Spiels

e Blitter werden mit einem Gewinnwert bewertet. Normalerweise ist die eine ganze Zahl.
Bei Schach z.B.: 1, wenn der Maximierer gewonnen hat, -1, wenn der Minimierer gewonnen
hat, 0 bei Remis. Bei anderen Spielen kann dies auch eine Punktzahl o.d. sein.

Als Beispiel betrachten wir TicTacToe: In diesem Spiel wird eine Anfangs leere (3x3)-
Matrix abwechselnd durch die beiden Spieler mit X und O gefiillt. Ein Spieler gewinnt,
wenn er drei seiner Symbole in einer Reihe hat (vertikal, horizontal oder Diagonal). Wir
nehmen an, dass Maximierer X als Symbol benutzt und Minimierer O.

Betrachte z.B. den Spielbaum zur Situation

X|0|X
(0]
O|X

wobei der Maximierer am Zug ist.

/

X

o

| >

| Q|Q «—— X|Q|Q
5 X\O >

iSlES)

o><:/><><

=[O0

Ox‘\oxx
xx\o o
0 k/

0><></

X | O O | X X | O O | X X | O O | X

X | O O O O O | X O | O O O

O | X X | O o | X X | O O | X X | X

X | O | X X |0 | X X |0 | X X |0 | X X | O | X X | O | X

X | O [©] X | O | X O O | X X | O | X O | O | X X | O | O

O | X | X O | X | O O | X | X O| X | O O | X | X O | X | X
0 0 1 0 1 0

Der Spielbaum zeigt schon, dass der Maximierer keinesfalls verlieren wird, aber kann
er sicher gewinnen? Und wenn ja, welchen Zug sollte er als ndchsten durchfiihren?

Das Ziel der Suche besteht darin, den optimalen néchsten Zug zu finden, d.h. das Fin-
den einer Gewinnstrategie. Dabei soll zu jeder Spielsituation der optimale Zug gefunden
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werden. Als Sprechweise kann man verwenden, dass man einen einzelnen Zug Halbzug
nennt; ein Zug ist dann eine Folge von zwei Halbziigen.

Fiir die betrachteten Spiele ist die Menge der Spielsituationen endlich, also kann man im
Prinzip auch herausfinden, welche Spielsituationen bei optimaler Spielweise zum Verlust,
Gewinn bzw. Remis fiithren.

Wenn man Spiele hat, die zyklische Zugfolgen erlauben, bzw. wie im Schach bei drei-
fach sich wiederholender Stellung (bei gleichem Spieler am Zug) die Stellung als Remis
werten, dann ist die folgende Minmax-Prozedur noch etwas zu erweitern.

Die Suche im Spielbaum der Abspielvarianten mit einer Bewertungsfunktion wurde
schon von den Pionieren der Informatik vorgeschlagen (von Shannon, Turing; siehe auch
die Ubersicht in Russel und Norvig). Dies nennt man die Minmax-Methode.

Algorithmus MinMax-Suche

Datenstrukturen: Nachfolgerfunktion, Wert(Zustand) fiir Endsituationen, Daten-
struktur fiir Spielzustand, Spieler

Funktion Minmax(Zustand,Spieler):
NF := alle Nachfolgezustdnde zu (Zustand,Spieler);
if NF = () then return Wert(Zustand) else
if Spieler == Maximierer then
return maxr{Minmax(Z,Spieler) | Z € NF}
else // Spieler ist Minimierer
return min{Minmax(Z, Spieler) | Z € NF}
endif
endif

Wobei Spieler der jeweils anderen Spieler bedeuten soll.
. J

In einer echten Implementierung, sollte man zusétzlich den gegangenen Weg speichern,
damit der nédchste optimale Zug ebenfalls als Ausgabe zur Verfiigung steht.
Im Spielbaum entspricht die MinMax-Suche gerade dem Verfahren:

e Bewerte alle Blitter

e Berechne den Wert der anderen Knoten Stufenweise von unten nach oben, wobei
tiber die Werte der Kinder maximiert bzw. minimiert wird, je nachdem welcher Spie-
ler am Zug ist.

Beachte, dass die Implementierung des MinMax-Algorithmus jedoch als Tiefensuche er-
folgen kann, und daher die Ebenenweise Bewertung (Minimierung / Maximierung) nach
und nach vornimmt.
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Wir betrachten erneut das TicTacToe-Beispiel und markieren alle Knoten entsprechend:

x|o|x
5]
Max 51
0
x|o|x x|o|x x|o|x
. x| o 0| x %]
Min 0| x 0 x 0 x| x
0 0 0
x|lo|x x]olx x|lo|lx x|o|x x|ol|lx x|ol|x
Xx|o|o XxX|o PHICEES 0| x oo oo
Max 0 x o x|o 0 x o x| o O x| x 0 X | x
0 0 1 0 1 0
x|o|x olx x|lo|lx x]o|x x|lol|lx x|o]|x
x| oo X0 x olo|x ~x|o[x olo|x x|]olo
o0 x| x ol x| o o X [ X ol x o o X [ x o0 X [ X
0 0 1 0 1 0

D.h. der MinMax-Algorithmus wir 0 als Ergebnis liefern, d.h. der Maximierer wird nicht
gewinnen, wenn sich beide Spieler optimal verhalten, da der Minimierer stets eine Mog-
lichkeit hat, das Ergebnis auf ein Unentschieden zu lenken.

Eine Implementierung des MinMax-Verfahrens in Haskell (mit Merken der Pfade) ist:

minmax endZustand wert nachfolger spieler zustand =
go (zustand, []) spieler
where
go (zustand,p) spieler
| endZustand zustand = (wert zustand,reverse $ zustand:p)
| otherwise =
let 1 = nachfolger spieler zustand
in case spieler of
Maximierer -> maximumBy
(\(a,_) (b,.) -> compare a b)
[go (z,zustand:p) Minimierer | z <- 1]
Minimierer -> minimumBy
(\(a,_) (b,_) -> compare a b)

[go (z,zustand:p) Maximierer | z <- 1]

Das praktische Problem ist jedoch, dass ein vollstindiges Ausprobieren aller Ziige und
die Berechnung des Minmax-wertes i.A. nicht machbar ist. Selbst bei TicTacToe gibt es
am Anfang schon: 9! = 362880 mogliche Zugfolgen, was auf einem Computer gerade noch
machbar ist. Wir werden spéter im Verlauf des Kapitels noch die Alpha-Beta-Suche ken-
nenlernen, die es ermoglicht etwas besser zu suchen, indem einzelne Teilbdume nicht
betrachtet werden miissen. Allerdings kann fiihrt auch diese Methode nicht dazu, dass
man bei anspruchsvollen Spielen (wie z.B. Schach etc.) bis zur Endsituation suchen kann.
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Daher wendet man eine Abwandlung der MinMax-Suche (bzw. spiter auch Alpha-
Beta-Suche) an: Man sucht nur bis zu einer festen Tiefe k£, d.h. man schneidet den Spiel-
baum ab einer bestimmten Tiefe ab. Nun bewertet man die Blattknoten (diei.A. keine End-
situationen sind!) mithilfe einer heuristische Bewertungsfunktion (Heuristik). Anschlieffend
verfahrt man wie bei der MinMax-Methode und berechnet die Minima bzw. Maxima der
Kinder, um den aktuellen Wert des Knotens zu ermitteln. D.h. man minimiert tiber die
Situationen nach Zug des Gegners und maximiert iiber die eigenen Zugmoglichkeiten.
Die Zugmdoglichkeit, mit dem optimalen Wert ist dann der berechnete Zug.

Eine solche heuristische Bewertung von Spielsituationen muss algorithmisch berechen-
bar sein, und deren Giite bestimmt entsprechend auch die Giite des MinMax-Verfahrens.

Beispiele fiir die Bewertungsfunktion sind:
Schach: Materialvorteil, evtl. Stellungsvorteil, Gewinnsituation, ...
Miihle: Material, #Miihlen, Bewegungsfreiheit, ...

Tictactoe: am einfachsten: Gewinn = 1, Verlust = -1, Remis = 0
nur eindeutige Spielsituationen werden direkt bewertet.
Rein theoretisch reicht diese Bewertung bei allen diesen Spielen aus, wenn man bis
zum Ende suchen kénnte.

Beachte, dass in Spielen ohne Zufall gilt: Die Berechnung des besten Zuges ist unab-
hiangig von den exakten Werten der Bewertungsfunktion; es kommt nur auf die erzeugte
Ordnung zwischen den Spielsituationen an. Z.B. ist bei TicTacToe egal, ob wir mit Sieg,
Niederlage, Unentschieden mit 1, -1, 0 bewerten oder 100, 10, 50. Allerdings dndert sich
die Suche, wenn wir die Ordnung dndern und bspw. Sieg, Niederlage, Unentschieden mit
1,-1,1 bewerten (MinMax unterscheidet dann nicht zwischen Sieg und Unentschieden).

Beispiel 2.4.2. Heuristische Bewertung fiir Tictactoe. Eine komplizierte Bewertung ist:
(#einfach X-besetzte Zeilen/Spalten/Diag) * 1
+  (#doppelt X-besetzte Zeilen/Spalten/Diag) * 5
+ (20, falls Gewinnsituation)
- (#einfach O-besetzte Zeilen/Spalten/Diag) * 1
- (#doppelt O-besetzte Zeilen/Spalten/Diag) * 5
- (20, falls Verlustsituation)

X
Die aktuelle Spielsituation sei O . Die ndchsten Spielsituationen zusammen mit

O X
den Bewertungen, wenn X-Spieler dran ist, sind:
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XX x| |x x| | x| x| |
0] 0] x|o]| o]X 0]
o [x ol |x o |x o |x O|X|X
0 8 ~3 1 _3

Die Weiterfiihrung der ersten Situation nach moglichen Ziigen von O-Spieler ergibt:

X | X X|X X | X XX
) 0|0 0|0 @)
O O X (0] X 0|0 |X
—20 0 0 1

Uber diese ist zu minimieren, so dass sich hier ein Wert von —20 ergibt.

In der ersten Ebene, nach der ersten Zugmdoglichkeit von X, ist zu maximieren. Der erste Zug trigt
—20 dazu bei.

Auf der Webseite zu dieser Veranstaltung ist ein Haskell-Programm, das zur einfachen Bewer-
tung +1,0, —1 eine Berechnung des niichsten Gewinnzuges bzw. falls es keinen solchen gibt, den
Zug ausrechnet, der zum Remis fiihrt, oder aufgibt. Dieses Programm findet in annehmbarer Zeit
jeweils den besten Zug, und erkennt auch, dass es keinen garantierten Gewinn fiir den X-Spieler
oder O-Spieler am Anfang gibt. Z.B.

*Main> nzug ’X’ "XBBBBOBBB"
"Siegzug Feld: 3"
*Main> nzug ’X’ "XBBBBBOBB"
"Siegzug Feld: 2"
*Main> nzug ’X’ "XBBBBBBOB"
"Siegzug Feld: 3"
*Main> nzug ’X’ "XBBBBBBBO"

Man kénnte die Bewertung verbessern, wenn man beachtet, wer am Zug ist, allerdings
ergibt sich der gleiche Effekt, wenn man einen Zug weiter sucht und bewertet.
Praktisch erwiinschte Eigenschaften der Bewertungsfunktion sind:

e hoher Wert = hohe Wahrscheinlichkeit zu gewinnen
e schnell zu berechnen

Dies verdeckt manchmal den Weg zum Sieg. z.B. im Schach: Ein Damenopfer, das zum
Gewinn fiihrt, wiirde zwischenzeitlich die Bewertung bzgl. Material verringern.
Beachte, dass der folgende Einwand nicht ganz aus der Luft gegriffen ist: Wenn man
ein sehr gute Bewertungsfunktion hat: Warum sollte man iiberhaupt mit MinMax in die
Tiefe schauen, und nicht direkt die Nachfolger der Wurzel bewerten, und den am besten
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bewerteten Zug tibernehmen? Das Gegenargument ist, dass i.A. die Bewertung besser
wird, je weiter man sich dem Ziel ndhert. Betrachtet man z.B. Schach, dann kann man aus
der Bewertung des Anfangszustand und dessen direkte Nachfolger vermutlich nicht viel
schliefSen.

Eine Tiefenbeschriankte Min-Max-Suche braucht O(c¢™) Zeit, wenn ¢ die mittlere Ver-
zweigungrate, m die Tiefenschranke ist und die Bewertungsfunktion konstante Laufzeit
hat

2.4.1 Alpha-Beta Suche

Betrachtet man den Ablauf der MinMax-Suche bei Verwendung der (i.A. tiefenbeschrank-
ten) Tiefensuche, so stellt man fest, dass man manche Teilbdume eigentlich nicht betrach-
ten muss.

Betrachte den folgenden Spielbaum

Max e
Min e e
w @ ® @ ()

Dann ergibt sich der Wert fiir die Wurzel aus

MinMax(A, Max)
= max{MinMax(B, Min), MinMax(E, Min)}
= max{min{MinMax(C, Max), MinMax(D, Maz)},
min{MinMax(F, Mazx), MinMax(G, Max), MinMax(H, Maz)}}

Nehmen wir an, die Tiefensuche, hat bereits die Werte fiir die Knoten B und F' als &
und %’ berechnet (die Schattierungen der Knoten sollen dies gerade verdeutlichen: ganz
dunkle Knoten sind fertig bearbeitet durch die Tiefensuche, hellgraue Knoten noch in
Bearbeitung, und weifle Knoten noch unbesucht).

Dann ergibt sich:

MinMax(A, Maz) = max{k, min{k’, MinMax(G, Max), MinMax(H, Maz)}}

Wenn k¥ < k, dann ,wei” der Minimierer, dass die komplette Berechnung von
nin{k’, MinMax(G, M azx), MinMax(H, Maz)} (also dem Wert des Knotens E), dem Ma-
ximierer bei der Berechnung des Wertes fiir A irrelevant sein wird, da der Maximierer
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von E sicher einen Wert kleiner gleich &’ (und kleiner gleich k) geliefert bekommt, und
daher der Wert & fiir die Knoten B und E der bessere (maximale) Wert ist.

Aus diesem Grund ist es nicht mehr nétig, die Werte von G und H zu berechnen. D.h.
diese Aste (G und H kénnen groe Unterbdume besitzen!) braucht nicht betrachtet zu
werden.

Um es nochmals zu verdeutlichen, betrachte den gleichen Baum mit konkreten Werten:

Max e
Min o a

Max ® O ®>®

Obwohl das Minimum fiir die Berechnung des Wertes von E eigentlich —2 ergibt, kann
die Suche beim Entdecken des Werts 2 abgebochen werden, da die Bewertung fiir A (Ma-
ximieren), in jedem Fall die 3 aus dem linken Teilbaum bevorzugen wird (da 3 > 2).

Schliefslich gibt es den symmetrischen Fall, wenn an einem Knoten minimiert statt ma-
ximiert wird. Betrachte den Baum:

Min
Max

Min

Der Baum unterscheidet sich vom vorherigen lediglich in der Minimierungs- und Ma-
ximierungsreihenfolge. Die Berechnung des Werts von A ist:

MinMax (A, Min)
= min{MinMax (B, Maz), MinMax(E, Maz)}
= min{MinMax(B, Mazx),
max{MinMax(F, Min), MinMax (G, Min), MinMax(H, Min)}}

Wenn MinMax(B, Max) = | und MinMax(F, Min) = I’ schon berechnet sind, ergibt das
min{/, max{l’, MinMax(G, Min), MinMax(H, Min)}}.

Wenn !’ > [, dann brauchen die Werte von G und H nicht berechnet werden, da der
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Minimierer an A sowieso niedrigeren Wert k£ wéhlen wird.

Die Alpha-Beta-Suche verwendet genau diese Ideen und fiihrt bei der Suche zwei
Schranken mit, die das Suchfenster festlegen (und den Werten k£ und [ in den obigen Bei-
spielen entsprechen). Als untere Begrenzung des Suchfensters wird der Wert der Varia-
blen o verwendet, als obere Begrenzung der aktuelle Wert der Variablen 3. Das ergibt das
Fenster [«, 3]. Der Algorithmus startet mit « = —oo und § = oo und passt wahrend der
Suche die Wert von o und 3 an. Sobald an einem Knoten oo > f gilt, wird der entspre-
chende Teilbaum nicht mehr untersucht.

Beachte, dass die Alpha-Beta-Suche eine Tiefensuche mit Tiefenschranke durchfiihrt
(um die Terminierung sicherzustellen).

( 7

Algorithmus o — B-Suche

Eingaben: Nachfolgerfunktion, Bewertungsfunktion, Tiefenschranke, Anfangsspiel-
situation und Spieler

Aufruf: AlphaBeta(Zustand,Spieler,—oo,+00)

Funktion: AlphaBeta(Zustand,Spieler,o,3)
1. Wenn Tiefenschranke erreicht, bewerte die Situation, return Wert

2. Sei NF die Folge der Nachfolger von (Zustand,Spieler)

3. Wenn Spieler = Minimierer:
By := o0;
for-each L € NF
B := min{j;, AlphaBeta(L,Maximierer,«,3)}
if 8 < « then return 3; endif// verlasse Schleife
8 = min{3, 4}
end-for

return f;

4. Wenn Spieler = Maximierer
Q== —0o0;
for-each L € NF
a; = max{oy, AlphaBeta(L,Minimierer,«,3)}
if oy > [ then return o; endif// verlasse Schleife
a = max{a, a;}

end-for

return o
= J

Beachte, dass der Algorithmus lokale o; und 5; Werte verwendet, und dass die rekursiven
Aufrufe auch entsprechend die aktuelle Tiefe anpassen miissen (was der Einfachheithal-
ber in der Beschreibung weggelassen wurde).
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Wir betrachten ein Beispiel:

Beispiel 2.4.3. Betrachte den folgenden Spielbaum, wobei der Maximierer an der Wurzel am Zug

Max e
() O
N OIOIONOIOI0

Die folgenden Abbildungen zeigen die Schrittweise Abarbeitung durch die Alpha-Beta-Suche:

a=-oo a=-oo
Max ° 8=occ Max ﬂ = Max /f =oc
a1 = —o0 ot = —o0 ot = —o0

(xiii) (xiv)
Am Knoten c kann die Suche abgebrochen worden, nachdem die —2 als Kindwert entdeckt wurde.
Daher kann braucht der mit 0 markierte Knoten (der auch ein grofler Baum sein kénnte) nicht
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untersucht werden. Der zugehorige Schritt ist (xii), da dort o > () (B ist der lokal beste gefundene
[-Wert) festgestellt wird. Anschlieflend wird der (5;-Wert (-2) direkt nach oben gegeben, und zur
Aktualisierung des oy-Wertes von Knoten (a) verwendet (Schritt (xiii)). Da dieser schlechter ist,
als der Bereits erhaltene liefert die AlphaBeta-Suche den Wert —1 insgesamt als Ergebnis zuriick.

Die Alpha-Beta-Prozedur kann bei geeignetem Suchfenster auf jeder Ebene die Suche
abbrechen, es muss nicht jeder innere Konten untersucht werden!.
Eine Implementierung der Alpha-Beta-Suche in Haskell (ohne Merken des Pfades) ist:

alphaBeta wert nachfolger maxtiefe neginfty infty spieler zustand =
ab 0 neginfty infty spieler zustand
where
ab tiefe alpha beta spieler zustand
| null (nachfolger spieler zustand) || maxtiefe <= tiefe = wert zustand
| otherwise =
let 1 = nachfolger spieler zustand
in
case spieler of
Maximierer -> maximize tiefe alpha beta 1
Minimierer -> minimize tiefe alpha beta 1

maximize tiefe alpha beta xs = it_maximize alpha neginfty xs

it_maximize alpha alpha_l [] alpha_1

it_maximize alpha alpha_l (x:xs)
let alpha_1l’ = max alpha_l (ab (tiefe+1) alpha beta Minimierer x)
in if alpha_1’ >= beta then alpha_l’ else
it_maximize (max alpha alpha_l’) alpha_l’ xs
minimize tiefe alpha beta xs = it_minimize beta infty xs

where

it_minimize beta beta_l [] beta_1l

it_minimize beta beta_l (x:xs)
let beta_l’ = min beta_l (ab (tiefe+1) alpha beta Maximierer x)

| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
|
| |
! where !
|
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
|
| |
| |
! in if beta_l’ <= alpha then beta_1l’ else |
| |
| |

it_minimize (min beta beta_1l’) beta_l’ xs

Beachte, dass die Giite der Alpha-Beta-Suche (gegeniiber dem Min-Max-Verfahren) da-
von abhéngt in welcher Reihenfolge die Nachfolgerknoten generiert und daher abgesucht
werden.

Betrachte z.B. die folgenden beiden Spielbdume:
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Beide Baume stellen das selbe Spiel dar, lediglich die Reihenfolge der Nachfolgerge-
nerierung ist verschieden. Im linken Baum, kann die Alpha-Beta-Suche keine Pfade ab-
schneiden: Der fiir b ermittelte Wert 1 wird von allen Kindern von ¢ tibertroffen, daher
muss die Suche samtliche Kinder von ¢ explorieren (stets in der Hoffnung einen kleine-
ren Wert zu finden). Im rechten Baum hingegen wird fiir ¢ der Wert 5 ermittelt, da das
erste Kind von b bereits den niedrigeren Wert 4 hat, wird die Alpha-Beta-Suche die restli-
chen Kinder von b nicht mehr explorieren.

Abhilfe kann hierbei wieder eine Heuristik schaffen, die entscheidet welche Kindkno-
ten zuerst untersucht werden sollen (d.h. die Nachfolger werden anhand der Heuristik
vorsortiert). Z.B. kann man bei Schach die verschiedenen Stellungen berticksichtigen und
bspw. schlagende Ziige reinem Ziehen vorziehen usw.

SchliefSlich stellt sich die Frage, wie grofs die Wirkung der Alpha-Beta-Suche als Verbes-
serung der Min-Max-Suche ist. Wie bereits obiges Beispiel zur Reihenfolge der Nachfolger
zeigt, ist im worst case die Alpha-Beta-Suche gar nicht besser als die Min-Max-Suche und
muss alles inspizieren und benétigt daher O(c?) Zeit, wenn ¢ die mittlere Verzweigungra-
te, d die Tiefenschranke ist und die Bewertungsfunktion konstante Laufzeit hat.

Fiir den best case kann man nachweisen, dass Alpha-Beta nur O(C%) Knoten explorie-
ren muss. Diese Schranke gilt auch im Mittel, wenn man eine gute Heuristik verwendet.
Umgekehr bedeutet das, dass man mit Alpha-Beta-Suche bei guter Heuristik bei gleichen
Ressourcen (Zeit und Platz) doppelt so tief suchen kann, wie bei Verwendung der Min-
Max-Suche. Damit wird auch die Spielstirke eines entsprechenden Programms gesteigert,
denn tiefere Suche fiihrt zur Verbesserung der Spielstarke.

Verwendet man zufilliges Raten beim Explorieren der Nachfolger, so kann man als
Schranke fiir die Laufzeit O(c%d) herleiten.

Wichtige Optimierungen der Suche, die z.B. beim Schach vorgenommen werden, sind
die Speicherung bereits bewerteter Stellungen, um bei Zugvertauschungen nicht zuviele
Stellungen mehrfach zu bewerten. Damit kann man die Vorsortierung von Ziigen unter-
stiitzen.

Auftretende Probleme bei der Suche sind:

e Tiefere Suche kann in seltenen Féllen zur schlechteren Zugauswahl fiihren. Dies tritt
mit immer geringerer Wahrscheinlichkeit ein, falls man eine gute Bewertungsfunk-
tion hat

e Horizont-Effekt: (z.B. durch Schach bieten gerét ein wichtiger Zug aufierhalb des
Suchhorizonts)

Um den Horizont-Effekt in der Hauptvariante auszuschalten, kann man den Horizont
unter gewissen Bedingungen erweitern.

Idee: falls bei Suche mit Tiefe d ein einzelner Zug ko besonders aufféllt (d.h. gut beim
Maximierer und schlecht beim Minimierer):
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Wenn v,4(ko) > vgq(k) + S fur alle Briider k£ # ko und fiir feste, vorgegebene Schranke
S, wobei v4 die Bewertung bei Suchtiefe d bezeichnet; Dann wird dieser Zug eine Tiefe
weiter untersucht. Die tiefere Suche ist auch sinnvoll bei Zugzwang, d.h. wenn nur ein
weiterer Zug moglich ist.

Im Falle des Zugzwangs vergrofsert das den Suchraum nicht, aber erhoht die Voraus-
schau

Die Implementierung dieser Idee ist eine wichtige Erweiterung der Suchmethoden in
Programmen zu strategischen Spielen.

Folgendes Vorgehen ist iiblich: es gibt mehrere Durchginge:

1. normale Bewertung

2. Erkennen aller besonderen Ziige:

3. Alle auffallenden Ziige diirfen um 1 weiter expandieren.
Effekte:

e Die Suche kann instabil werden:
ob ein Zug auf Ebene n als interessant auffillt, kann davon abhédngen, wie tief die
Suche unterhalb dieses Knotens im Baum ist.

e Der Suchraum kann beliebig wachsen, falls man mehrere Durchgidnge macht: je-
weils ein anderer Knoten wird als wichtig erkannt.

e Durch die tiefere Suche kann ein guter Zug wieder schlechter bewertet werden.

2.4.2 Mehr als 2 Spieler

In diesem kurzen Abschnitt werden wir erldutern, warum die Min-Max-Methode (analog
die Alpha-Beta-Suche) bei Spielen mit mehr als 2 Spielern nicht mehr funktioniert. Wir
geben keine Losungen fiir diese Spiele an, da die Verfahren komplizierte und aufwandig
sind und in der Literatur nachgelesen werden kénnen.

Wir betrachten ausschliefdlich Spiele mit drei Spielern (sagen wir 51, S» und S3), wobei
alle Spieler nacheinander ziehen. Zur Blattbewertung macht es in diesem Fall keinen Sinn
einen einzigen Wert zu verwenden, daher benutzen wir ein Drei-Tupel (Ergebnis fiir Sy,
Ergebnis fiir Sy, Ergebnis fiir S3). Jede Komponente stellt das Ergebnis aus Sicht des Spie-
ler dar. Zunéachst scheint das Min-Max-Verfahren einfach tibertragbar: Jenachdem welcher
Spiel an einem Knoten am Zug ist, wird entsprechend seiner Komponente maximiert.

Betrachte z.B. den Spielbaum:
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Spieler S

Spieler S

Spieler S3

(1,2,0) (013) (104) (0,12) (302) (401) (1,32) (020)

Bewertet man den Baum von unten nach oben, in-
dem  jeder Spieler sein Ergebnis maximiert, SO erhalt man:
Spieler S (1,3,2)
Spieler S, (0,1,3) (1,3,2)
Spieler S3 (0,1,3) (1,04) (3,0,2) (1,3,2)

SN SN SN N

(1,2,0) (01,3) (1,04) (0,12) (302) (401) (1,32) (0.20)

Hierbei sind wir jedoch davon ausgegangen, dass jeder Spieler nur nach der eigenen
Gewinnmaximierung vorgeht. Nehmen wir an, Spieler 1 und Spieler 3 verbiinden sich, mit
dem Ziel, das Ergebnis von Spieler 2 zu minimieren, so ergibt sich eine andere Bewertung;:

Spieler S; (0,1,3)
Spieler Sy (0,1,3) (0,2,0)
Spieler S3 (0,1,3) (1,04) (3,0,2) (0,2,0)

A ANVANAN

(1,2,0) (013) (104) (0,1,2) (30,2) (401) (1,32) (020)

Noch gravierender ist der Fall, dass bei keiner Kooperation ein Spieler quasi zufillig
einen Zug auswahlt, da mehrere Nachfolger den gleichen Wert fiir ihn haben, aber diese
Wahl die Bewertung der anderen Spieler beeinflussen kann.

Betrachte z.B. den Baum:
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Spieler S a

Spieler S (0,0,0) e

Spieler S3 (0,0,0) (0,0,0) (1,-1,-1) (-1,-1,1)

SNSN NN

(0,0,0) (1,-1,-1) (-1,1,-1) (0,00) (1,-1,-1) (1,-1,-1) (-1,-1,1) (0,0,0)

Spieler 2 hat zundchst keine Priferenz, wie er den zweiten Kindknoten bewerten soll,
da die Bewertungen (1,-1,-1) und (-1,-1,1) aus seiner Sicht beide gleich schlecht sind.
Allerdings nimmt er (1,-1,-1), so wiirde Spieler 1 an der Wurzel gewinnen, nimmt er
(-1,-1,1) ist dies rational besser, da Spieler 1 an der Wurzel (0,0,0) also unentschieden
nimmt.

Allgemein scheint es jedoch keine einfache Strategie zu geben, die stets zu einer ratio-
nalen Entscheidung fiihrt.

2.4.3 Spiele mit Zufallsereignissen

In diesem Abschnitt betrachten wir wieder Zwei-Spieler-Spiele, jedoch Spiele, bei denen
der Zufall eine Rolle spielt. Auch in dieser Variante kann die Minmax-Suche mit leichten
Anpassungen verwendet werden.

Z.B. beim Backgammon besteht ein Spielzug darin, zundchst mit zwei Wiirfeln zu wiir-
feln und dann zu ziehen, wobei man bei der Zugwahl selbst entscheiden kann, welche
Steine zu ziehen sind. Da der Gegner auch wiirfelt und erst dann eine Entscheidungs-
moglichkeit fiir seinen Zug hat, das gleiche aber auch fiir weitere eigene Ziige gilt, hat
man keinen festen Baum der Zugmdoglichkeiten. Man konnte einen Zug des Gegners vor-
ausschauend tiber alle seine Wiirfel- und Zugmdoglichkeiten minimieren, aber sinnvol-
ler erscheint es, tiber die bekannte Wahrscheinlichkeit zu argumentieren und den Erwar-
tungswert des Gegners zu minimieren und den eigenen Erwartungswert zu maximieren.

Theorem 2.4.4. Es gilt: Wenn Wahrscheinlichkeit eine Rolle spielt, dann ist die Berechnung des
Zuges mit dem besten Erwartungswert abhingig von den exakten Werten der Bewertungsfunktion;
nicht nur von der relativen Ordnung auf den Situationen.

Beweis. Wir betrachten als Gegenbeispiel, den folgenden Spielbaum, wobei der Maximie-
rer zundchst am Zug ist, und zwischen Zustdnden A und B wihlen kann. Im Anschluss
beginnt der Zug des Minimierer, wobei dieser zunéchst ,wiirfelt” um fiir Situation A zwi-
schen A; (mit Wahrscheinlichkeit 0,7) und Ay (mit Wahrscheinlichkeit 0, 3) und fiir Si-
tuation B zwischen B; (mit Wahrscheinlichkeit 0, 1) und By (mit Wahrscheinlichkeit 0, 9)
zu entscheiden.
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Max (Zug)

Wir betrachten zwei Bewertungen ¢ und s:

Bewertung H Ay ‘ Ao ‘ By ‘ By
P1 1120 2 | 8
P2 1120 3 | 6

Beachte, dass die relative Ordnung Bewertung der Situationen bei ¢; und ¢, die gleiche ist
(¢i(A1) < ¢i(B1) < pi(B2) < ¢i(Ag) fiir i = 1,2), aber die Erwartungswerte verschieben
sich:

Bewertung ¢ Bewertung (2

Damit ist einmal der rechte, einmal der linke Erwartungswert grofser. D.h. einmal ist B,
einmal A zu bevorzugen. O

D.h., die Bewertungsfunktion muss auch von den Werten her vorsichtig definiert wer-
den. Beim Backgammon wire die richtige Intuition: die Anzahl der benétigten Ziige bis
alle Steine das Ziel erreicht haben. Diese ist aber vermutlich schwer zu schitzen, da der
Spielbaum viel zu grof ist.
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o Maximum
A zieht
O E
B wirfelt
° ) ® Minimum
B zieht

__ O O O e
A wirfelt oL \pXQ\

® ° Maximum
A zieht /\\

Bei Vorausschau mit Tiefe 2 wird der Baum der Méglichkeiten aufgebaut. Die Blatter

Bewertungen

werden bewertet. Im Bild sind es die Situationen nach einem Zug von A. Man maximiert
tiber die Geschwisterknoten und erhélt den besten Zug. Im nédchsten Schritt nach oben be-
rechnet man den Erwartungswert fiir den Wert des besten Zuges. Geht man weiter nach
oben, ist das gleiche zu tun fiir gegnerische Ziige und Wiirfeln, wobei man minimieren
muss. An der Wurzel ist das Wiirfelergebnis bekannt, so dass man als besten Zug denje-
nigen mit dem hochsten Erwartungswert ermittelt.

Hat man eine gute Bewertungsfunktion, dann kann man die Minmax-Suche verbessern
durch eine Variante der Alpha-Beta-Suche. Diese Optimierung spielt allerdings in der
Praxis keine so grofie Rolle wie in deterministischen Spielen, da der Spielbaum i.a. viel zu
grofs ist, um mehrere Ziige voraus zu schauen.

2.5 Evolutiondre (Genetische) Algorithmen

Das Ziel bzw. die Aufgabe von evolutiondren Algorithmen ist eine Optimierung von Ob-
jekten mit komplexer Beschreibung, wobei es variable Parameter gibt. Dabei werden die
Objekte (Zustdnde) als Bitstrings kodiert, so dass die Aufgabe die Optimierung einer re-
ellwertigen Bewertungsfunktion auf Bitfolgen fester Lange ist. Dabei wird stets eine Mul-
timenge solcher Objekte betrachtet, d.h. es wird eine parallele Suche durchgefiihrt.

Genetische bzw. evolutionédre Algorithmen orientieren sich dabei an der Evolution von
Lebewesen, daher werden entsprechende andere Sprechweisen benutzt, die wir gleich
einfiihren:
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Die Eingaben eines evolutiondren Algorithmus sind:

e Eine Anfangspopulation, d.h. eine (Multi-)Menge von Individuen (Zustdnden, Ob-
jekten), die tiblicherweise als Bitstring dargestellt sind. Ein Bit oder eine Teilfolge
von Bits entspricht dabei einem Gen.

e Eine Bewertungsfunktion, welche Fitnessfunktion genannt wird.

Gesucht (als Ausgabe) ist ein optimaler Zustand

Die Anzahl der moglichen Zustdnde ist im Allgemeinen astronomisch, so dass ei-
ne Durchmusterung aller Zustiande aussichtslos ist. Da die Evolution Lebewesen ,,0p-
timiert”, versucht man die Methoden der Evolution und zwar Mutation, Crossover (Re-
kombination) und Selektion analog auf diese Optimierungen zu tibertragen, und mittels
Simulationsldufen ein Optimum zu finden.

Die Idee ist daher

e Zustiande (Individuen) werden als Bitfolgen (Chromosomen) kodiert.

e Die Bewertung entspricht der Fitness der Bitfolge (dieses Chromosomensatzes bzw.
Individuums),

e Hohere Fitness bedeutet mehr Nachkommen

e Man beobachtet die Entwicklung einer Menge von Bitfolgen (Population). D.h. aus
einer aktuellen Population wird die ndchste Generation erzeugt.

e Nachkommen werden durch zufillige Prozesse unter Verwendung von Operatio-
nen analog zu Mutation und Crossover erzeugt

2.5.1 Genetische Operatoren

Um von einer Population der Generation n zur Population n + 1 zu kommen, werden
verschiedene Operatoren verwendet, die auf der Basis der Population zu n die Population
n+1 ausrechnen. Wir beschreiben diese Operationen allgemein. Fiir spezifische Probleme
koénnen diese Operationen angepasst (oder auch verboten) sein.

Wahl der Anfangspopulation: Moglichst breit und gut verteilt.

Selektion: Unter Selektion versteht man die Auswahl eines Individuums (Chromoson)
aus der Population zur Generation n Diese Auswahl kann zum Zwecke der Fort-
pflanzung oder der Mutation, des Weiterlebens usw. passieren. Diese Auswahl er-
folgt fiir ein Individuum mit hoher Fitness mit hoherer Wahrscheinlichkeit, wobei
die Wahrscheinlichkeit auch vom Zweck der Selektion abhdngen kann.
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Rekombination Zwei Chromosomen werden ausgewahlt mittels Selektion. Danach wird
innerhalb der Chromosomen (zuféllig) eine Stelle zum Zerschneiden ermittelt, ab
dieser werden die Gene ausgetauscht. Es entstehen zwei neue Chromosomensétze.
Alternativ kann man auch mehrere Abschnitte der Chromosomen austauschen. Die
folgende Darstellung illustriert die Rekombination:

Elternteil 1
[of1]1fo]o
Elternteil 2
[t[1]of1]1

1]lofo] Nachkomme
lol1f1fofofr]ifo]

1{1]0]

Zuféllig gewdhlter Schnitt

Mutation. mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit werden zuféllig ausgewdhlte Bits in
den Chromosomen verdndert. (0 — 1 bzw. 1 — 0)

Aussterben Wenn die Populationsgrofie tiberschritten wird, stirbt das schlechteste In-
dividuum. Alternativ ein zufdllig gewdhltes, wobei das schlechteste mit grofierer
Wahrscheinlichkeit als des beste ausstirbt.

Ende der Evolution Wenn vermutlich das Optimum erreicht ist.

Ein genetischer / evolutiondrer Algorithmus beginnt daher mit einer initialen Populati-
on (1. Generation) und erzeugt durch die genetischen Operationen Nachfolgegeneratio-
nen. Er stoppt, wenn ein optimales Individuum gefunden wurde, oder nach einer Zeit-
schranke. Im letzteren Fall wird nicht notwendigerweise ein Optimum gefunden, aber
haufig (z.B. bei Verteilungsproblemen) ein ausreichend gutes Ergebnis.

Ein einfaches Grundgertiist fiir einen genetischen Algorithmus ist:
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Algorithmus Genetische Suche

Eingabe: Anfangspopulation, Fitnessfunktion ¢, K die Populationsgrofse

Datenstrukturen: S, S’ : Mengen von Individuen
Algorithmus:
S := Anfangspopulation;
while (S enthdlt kein Individuum mit maximalem ¢) do:
S =1
fori:=1to K do:
Wihle zufillig (mit ¢ gewichtet) zwei Individuen A und B aus S;
Erzeuge Nachkommen C aus A und B durch Rekombination;
C’ := Mutation (geringe Wahrscheinlichkeit) von C;
S'=5"u{C'};

end for
S =9
end while

Gebe Individuum mit maximaler Fitness aus
N\ J

Allerdings sind weitere genetische Operatione und Anpassungen von Mutation, Re-
kombination und Selektion moglich. Auflerdem ist es evtl. ratsam besonders gute Indivi-
duen ohne Rekombination in die nidchste Generation zu tibernehmen (weiterleben bzw.
Klonen).

Im Allgemeinen sind die adjustierende Parameter vielfaltig:

e Erzeugung der initialen Population und Kriterien zum Beenden

Mutationswahrscheinlichkeit: wieviel Bits werden geflippt?, welche Bits?

Crossover-Wahrscheinlichkeit: an welcher Stelle wird zerschnitten? Welche Indivi-

duen diirfen Nachkommen zeugen?

Abhéngigkeit der Anzahl der Nachkommen von der Fitness

Grofle der Population

Wie bereits in den vorherigen Abschnitten zur Suche sind auch folgende Aspekte hier
wichtig:

e Finden einer geeigneten Reprasentation der Zustande
e Finden geeigneter genetischer Operatoren (auf der Reprasentation).

Problem: auch bei genetischen Algorithmen kann sich die Population um ein lokales
Maximum versammeln. Z.B. durch Inzucht oder durch einen lokalen Bergsteigereffekt,
bei dem die Mutation das lokale Optimum nicht verlassen kann.
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Die Codierung der Chromosomen ist im allgemeinen eine Bitfolge, in diesem Fall
spricht man von genetischen Algorithmen.
Die Kodierung kann aber auch dem Problem angepasst sein, so dass nicht mehr alle Ko-
dierungen einem Problem entsprechen (ungtiltige Individuen). In dem Fall ist es meist
auch sinnvoll, Operatoren zu verwenden, die nur giiltige Nachkommen erzeugen. In die-
sem Fall spricht man von evolutioniren Algorithmen

2.5.2 Ermitteln der Selektionswahrscheinlichkeit

Alternativen:

1. Proportional zur Fitness.
Dies macht die Optimierung sehr sensibel fiir den genauen Wert und der Steigung
der Fitness. Flacht die Fitness ab — z.B. in der Nahe zum Optimum oder auf einem
Plateau— dann gibt es keine bevorzugte Auswahl mehr.

2. Proportional zur Reihenfolge innerhalb der Population.
z.B bestes Individuum 2-3 fach wahrscheinlicher als schlechtestes Individuum. In
diesem Fall ist man flexibler in der Auswahl der Fitness-Funktion. Die Auswahl
héngt nicht vom genauen Wert ab.

3. Proportional zu einer normierten Fitness (z.B. Fitness —c), wobei man die Fitness ¢
als das Minimum wéhlen kann.

Beispiel 2.5.1. n-Dame mit evolutiondren Algorithmen.
Wir geben zwei verschiedene Kodierungen an.
Kodierung 1:

Codierung der Individuen : Ein Individuum ist eine Folge von n Zahlen, wobei die i. Zahl die
Position (Spalte) der Dame in Zeile i angibt.

Z.B. fiir das 8-Damenproblem kodiert die Folge [3,2,4,2,7,6,8,5] gerade die Belegung:
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Fitness: Anzahl der Damenpaare, die sich nicht gegenseitig bedrohen. Im schlechtesten Fall be-
drohen sich alle Paare gegenseitig, und die Fitness ist daher 0. Im besten Fall (Optimum,
Ziel) sind dies alle Damenpaare (keine Dame bedroht eine andere). Der Wert hierfiir ist

<n>_n*(n1)
2) 2

Operationen: Mutation indert einen Eintrag in der Folge auf einen beliebigen Wert zwischen 1
und n. Dies entspricht gerade dem Verschieben einer einzelnen Dame in der entsprechenden
Zeile.

Z.B. entspricht die Mutation des Individuums [3,2,4,2,7,6,8,5| zum [ 3,2,4,2,7,1,8,5] gerade
der folgenden Bewegung:

> w 0O U m MmO =
> w 0O U m MmO =

Rekombination entspricht gerade dem horizontalen Teilen der zwei Schachfelder. Z.B. beim
8-Damenproblem und den Individuen [3,2,4,2,7,6,8,5] und [1,5,8,3,6,2,7,2] ensteht durch
Rekombination mit Schnitt in der Mitte das Individuum [3,2,4,2,6,2,7,2]:

> m N0 U m Mmoo =
> wm 0O U m MmO =

Da man jedoch beim Damespiel schon weifS, das Zustinde mit doppelten Zahlen in der Folge
nicht giiltig sind kann man alternativ wie folgt kodieren:

Man lisst nur Permutationen der Zahlen von 1 bis n als Individuen zu. Als Mutationsoperator
verwendet man das Austauschen zweier Zahlen, Die Rekombination scheint fiir diese Kodierung
wenig sinnvoll, da sie im Allgemeinen keinen giiltigen Individuen erzeugt. Wenn man sie verwen-
det, sollte man verhindern, dass verbotene Individuen entstehen:

1. grofSer negativer Wert der Fitnessfunktion
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2. sofortiges Aussterben
3. deterministische oder zufillige Abdnderung des Individuums in ein erlaubtes

Eine beispielhafte Verinderung einer Population fiir das 5-Damenproblem, wobei die Population

nur aus 1-2 Elementen besteht:
Population ~ {[3,2,1,4,5]}

Fitness ©([3,2,1,4,5]) =

Mutationen [3,2,1,4,5] — [5 1,4,3);[3,2,1,4,5] — [3,4,1,2,5]
Population ~ {[5,2,1,4,3],[3,4 .5}

Bewertung  ¢([5,2,1,4,3]) = ([3 4,1,2,5]) =6

Mutationen  [3,4,1,2,5] — [2, 5 1,4,3),[5,2,1,4,3] = [5,2,4, 1,3
Population  {[5,2,1,4,3],[3,4,1,2,5],[2,5,1,4,3],[5,2,4,1,3] }

Bewertung  ¢([2,5,1,4,3]) 8 4p([5 2,4,1,3]) =10
Selektion {[2,5,1,4,3],[5,2,4,1, 3]}
Die Kodierung [5, 2,4, 1, 3] ist eine Losung.

Reine Mutationsverdnderungen sind analog zu Bergsteigen und Best-First.

2.5.2.1 Bemerkungen zu evolutiondren Algorithmen:

Wesentliche Unterschiede zu Standardsuchverfahren
e Evolutiondre Algorithmen benutzen Codierungen der Losungen

e Evolutiondre Algorithmen benutzen eine Suche, die parallel ist und auf einer Menge
von Losungen basiert.

e Evolutiondre Algorithmen benutzen nur die Zielfunktion zum Optimieren

e Evolutionire Algorithmen benutzen probabilistische Ubergangsregeln. Der Such-
raum wird durchkdmmt mit stochastischen Methoden.

Eine gute Kodierung erfordert annihernde Stetigkeit. D.h. es sollte einen anndhernd ste-
tigen Zusammenhang zwischen Bitfolge und Fitnessfunktion geben. D.h. optimale Lo-
sungen sind nicht singuldre Punkte, sondern man kann sie durch Herantasten tiber gute,
suboptimale Losungen erreichen.

Damit Crossover zur Optimierung wesentlich beitrdgt, muss es einen (vorher meist un-
bekannten) Zusammenhang geben zwischen Teilfolgen in der Kodierung (Gene) und de-
ren Zusammenwirken bei der Fitnessfunktion. Es muss so etwas wie , gute Gene “geben,
deren Auswirkung auf die Fitness eines Individuums sich ebenfalls als gut erweist.

Baustein-Hypothese (Goldberg, 1989) (zur Begriindung des Crossover)

(Building block hypothesis)
Genetische Algorithmen verwenden einfache Chromosomenbausteine und sammeln und
mischen diese um die eigene Fitness zu optimieren.
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Hypothese: das Zusammenmischen vieler guter (kleiner) Bausteine ergibt das fitteste In-
dividuum

2.5.2.2 Parameter einer Implementierung

Es gibt viele Varianten und Parameter, die man bei genetischen/evolutiondren Algorith-
men verdndern kann.

e Welche Operatoren werden verwendet? (Mutation, Crossover, ...)

e Welche Wahrscheinlichkeiten werden in den Operatoren verwendet? Wahrschein-
lichkeit einer Mutation, usw.

o Welcher Zusammenhang soll zwischen Fitnessfunktion und Selektionswahrschein-
lichkeit bestehen?

e Wie grof3 ist die Population? Je grofSer, desto breiter ist die Suche angelegt, allerdings
dauert es dann auch langer.

e Werden Individuen ersetzt oder diirfen sie weiterleben?

e Gibt es Kopien von Individuen in der Population?

2.5.3 Statistische Analyse von Genetischen Algorithmen

Vereinfachende Annahme: Fitness = Wahrscheinlichkeit, dass ein Individuum 1 Nach-
kommen in der ndchsten Generation hat.

Es soll die Frage untersucht werden: ,wie wichst die Haufigkeit einzelner Gene?” von
Generation zu Generation?

D.h. wie ist die , genetische Drift”?

Sei S die Menge der Individuen, die ein bestimmtes Gen G enthdlt.
Die ,,Schema-theorie” stellt diese mittels eines Schemas dar:
z.B.durch [ % % 10101 « * % x|. Die Folge 1 0 1 0 1 in der Mitte kann man als gemeinsames
Gen der Unterpopulation S ansehen. Die ebenfalls vereinfachende Annahme ist, dass das
Gen vererbt wird: die Wahrscheinlichkeit der Zerstdrung muss gering sein.

Sei p() die Fitnessfunktion (und Wahrscheinlichkeit fiir Nachkommen), wobei man
diese auch auf Mengen anwenden darf, und in diesem Fall die Fitness aller Individuen
summiert wird. Sei V' die Gesamtpopulation.

Der Erwartungswert der Anzahl der Nachkommen aus der Menge S ist, wenn man

annimmt, dass |V'| mal unabhingig ein Nachkomme ermittelt wird.
p(s1) # [V +... +p(s5) * [V] = p(S) * [V]
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Verbreitung tritt ein, wenn p(S) * |V| > |S], d.h. wenn p‘(;) > 1/|V] ist. D.h. wenn die
mittlere Wahrscheinlichkeit in der Menge | S| erhoht ist:
p(S)
== > 1/|V
IRty

p(5)

Damit kann man iIGE als Wachstumsfaktor der Menge S ansehen. Wenn dieser Vorteil
in der ndchsten Generation erhalten bleibt, dann verbreitet sich dieses Gen exponentiell.
Es tritt aber eine Sattigung ein, wenn sich das Gen schon ausgebreitet hat. Analog ist das

Aussterben von schlechten Genen exponentiell.

Eine etwas andere Analyse ergibt sich, wenn man annimmt, dass tiber die Generationen
die Fitness a der S-Individuen konstant ist, ebenso wie die Fitness b der Individuen in V'\
S. Dann erhélt man die Nachkommenswahrscheinlichkeit durch Normierung der Fitness
auf 1. Wir nehmen an, dass S; die Menge der Individuen zum Gen S in der Generation ¢
ist.

Das ergibt
a

ax*|Se| +bx (JV]| —1St])

ps =

Damit ist der Erwartungswert fiir |S:41]:

CL*‘SH
ax [Si| +bx (V] —[Si)

|Stra] = |V

Wenn wir (S, t) fiir den relativen Anteil von S schreiben, dann erhalten wir:

axr(S,t)+bx(1—r(St))

r(S,t+1)] = «7(S, ).

2
Beispiel 2.5.2. Wihlt man als Wert a = 2b, dann erhilt man als Funktion %, folgende Werte
r
und Kurve fiir die Anteile, wenn man mit 0, 1 startet

t |t 2 |3 J4 |5 |6 |7 |8 |9 |10 |n
r(S,t) [/ 0,1]0,18]0,31]0,47]0,64 0,78 | 0,88 0,93 | 0,97 | 0,98 | 0,99
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2.5.4
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Anwendungen

Man kann evolutiondre Algorithmen verwenden fiir Optimierungen von komplexen Pro-

blemstellungen, die

keinen einfachen Losungs- oder Optimierungsalgorithmus haben,
bei denen man relativ leicht sagen kann, wie gut diese Losungen sind

die nicht in Echt-Zeit 16sbar sein miissen, d.h. man hat ausreichend (Rechen-)Zeit
um zu optimieren.

bei denen man aus einer (bzw. zwei) (Fast-)Losungen neue Losungen generieren

kann.

wenn man die Problemstellung leicht mit weiteren Parametern versehen will, und
trotzdem noch optimieren kénnen will.

Beispiele:

Handlungsreisenden-Problem.

M. Schmidt-Schaufd & D. Sabel, Skript KI, SoSe 2014

Es gibt verschiedene Kodierung, und viele Operatoren, die untersucht wurden. Die
einfachste ist eine Kodierung als Folge der besuchten Stadte. Die Fitnessfunktion ist
die Weglidnge (evtl. negativ).

Mutationen, die giiltige Individuen (Wege) erzeugen soll, braucht Reparaturme-
chanismen. Man kann einen algorithmischen Schritt dazwischen schalten, der lo-
kale Optimierungen erlaubt, z.B. kann man alle benachbarten Touren priifen, die
sich von der zu optimierenden Tour nur um 2 Kanten unterscheiden.

Ein vorgeschlagener Operator ist z.B. das partielle Invertieren: Man wéhlt zwei
Schnittpunkte in einer gegebenen Tour aus, und invertiert eine der Teiltouren mit
anschlieffender Reparatur.

77
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Ahnliches Bemerkungen wie fiir Mutation gelten fiir Crossover, das eine neue Tour
aus Teiltouren anderer Touren der Population zusammensetzt.

Operations Research-Probleme: Schedulingprobleme, Tourenplanung.

SAT (Erfiillbarkeit von aussagenlogischen Formeln)
Bei SAT kann man die Interpretation als Bitstring kodieren: Man nimmt eine feste
Reihenfolge der Aussagenvariablen und schreibt im Bitstring die Belegung mit 0/1
hin. Mutation und Crossover erzeugen immer giiltige Individuen. Als Fitnessfunk-
tion kann man die Anzahl der wahren Klauseln nehmen.

Optimale Verteilung der Studenten auf Proseminare (Bachelor-Seminare). Dies wird im
Institut mit einem evolutiondren Algorithmus optimiert (geschrieben von Herrn
Bjorn Weber)

2.5.5 Transportproblem als Beispiel

Wir betrachten als Beispiel ein einfaches Transportproblem mit 3 Lagern L1, Lo, L3 von
Waren und 4 Zielpunkten 71, ..., Z4. H Man kennt die Kosten fiir den Transport von Wa-
ren von L; nach Z; pro Einheit.

Folgende Daten sind gegeben:

Lagerbestand ‘ Warenwiinsche
L 1 L2 L3 7 1 Z 2 Z, 3 Z4
15 25 5 5 15 15 10

Die Wiinsche sind erfiillbar. Ein Bild ist:

157 15? 10?

Die Kosten pro Einheit sind:

| 2| 2| 25| 2
Lif10]o [20]11
Ly 127 [9 |20
Ly 0 [14]16 |18

“siehe (Michalewicz, 1992)
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Eine optimale Losung ist:

5115|1510
15105 |0 |10
2511011015 |0
5 |50 |0 |0

Die Kosten sind:

50+ 10114+ 10«7+ 159+ 50 =315

Will man das Problem mittels evolutionédrer Algorithmen 16sen, so kann man verschie-
dene Kodierungen wihlen.

1. Nehme die Losungsmatrix als Kodierung.

2. Nehme eine Matrix der gleichen Dimension wie die Losungsmatrix, Prioritdten
1,2,3,...als Eintrage.

Als Fitnessfunktion wihlt man die Kosten (bzw. negativen Kosten: Ersparnisse).

1. hat den Vorteil, dass man eine exakte Kodierung hat. Allerdings weiss man bei die-
sem Problem, dass man die billigsten Fuhren zuerst nehmen kann, so dass man
damit evtl. Losungen variiert, die man mit etwas Einsicht in das Problem als dqui-
valent ansehen kann. Als Bedingung hat man noch, dass es keine negativen Werte
geben soll und dass die Spaltensummen den Wiinschen entsprechen sollen, die Zei-
lensummen sollen nicht grofer sein als der jeweilige Lagerbestand.

2. hat den Vorteil, dass alle Kodierung giiltig sind und man das Wissen iiber das Pro-
blem nutzt. Aus den Prioritdten wird nach folgendem festgelegten Schema eine Lo-
sung berechnet: zundchst wird die Fuhre mit der Prioritdt 1 so voll wie moglich ge-
macht. Danach unter Beachtung, dass schon geliefert wurde, die Fuhre mit Prioritat
2. usw. Hierbei verliert man keine optimalen Losungen. Zudem kann man leichter
neue Kodierungen erzeugen.

Eine Kodierung entspricht einer Permutation der 12 Matrixeintrdge, die als Folge
von 12 Zahlen geschrieben werden kann.

Mutation in 1. : verschiebe eine Wareneinheit auf eine andere Fuhre. Hierbei kann aber
eine ungiiltige Losung entstehen. Crossover: unklar.

Mutation in 2) : permutiere die Folge durch Austausch von 2 Prioritdten. Hierbei ent-
steht eine giiltige Kodierung.

Inversion: invertiere die Reihenfolge der Prioritéten:

Crossover: Wihle zwei Permutation pi, ps aus der Population aus, und wéhle aus p; ein
Unterfolge aus. Entferne aus p, die Prioritdten, die in p» vorkommen, ergibt Folge
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ph. Dann setze die Priorititen an den freien Stellen in p/, wieder ein.
Alternativ (aber ohne bezug: setze die Prioritdten an irgendwelchen Stellen wieder
ein.

2.5.6 Schluibemerkungen

Bemerkung 2.5.3. Es gibt generische Programme, die die Berechnung der Generationen usw.
bereits ausfiihren, und denen man nur noch die Kodierung der Problemstellung geben muss, die
Kodierung der Operatoren und die Parameter.

Es gibt auch verschiedene eingebettete implementierte Anwendungen

Bemerkung 2.5.4. Fiir komplexe Probleme und deren Optimierung gilt die Heuristik: mit einem
Evolutiondren Algorithmus kann man immer ganz brauchbar verbessern, wenn man wenig tiber
die Struktur und Eigenschaft der Problemklasse sagen kann.

Aber sobald man sich mit der Problemklasse genauer beschiftigt und experimentiert, wird ein
Optimierungsalgorithmus informierter sein, und sich mehr und mehr zu einem eigenstindigen
Verfahren entwickeln, das bessere Ergebnisse produziert als allgemeine Ansitze mit evolutiondren
Algorithmen.

Probleme der genetischen /evolutiondren Algorithmen ist die moglicherweise sehr lange Laufzeit
Man braucht mehrere Durchliufe, bis man eine gute Elnstellung der Parameter gefunden hat.
Auch problematisch ist, dass unklar ist, wann man mit Erfolg aufhéren kann und wie nahe man
einem Optimum ist.
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In diesem Kapitel werden die Aussagenlogik und dort angesiedelte Deduktionsverfah-
ren erdrtert. Wir zeigen, wie diese (relativ einfache) Logik verwendet werden kann, um
intelligente Schliisse zu ziehen und Entscheidungsverfahren zu implementieren. Bereits
in Kapitel [Tl haben wir in Abschnitt die Wissenreprasentationshypothese nach Brian
Smith erortert. Wir wiederholen sie an dieser Stelle, da sie als Paradigma insbesondere
dieses Kapitel motiviert:

,Die Verarbeitung von Wissen ldsst sich trennen in: Reprdsentation von Wis-
sen, wobei dieses Wissen eine Entsprechung in der realen Welt hat; und in
einen Inferenzmechanismus, der Schliisse daraus zieht.”

Diese Hypothese ist die Basis fiir solche Programme, die Fakten, Wissen, Beziehun-
gen modellieren und entsprechende Operationen (und Simulationen) darauf aufbauen.
Ein Reprasentations- und Inferenz-System besteht, abstrakt gesehen dabei aus den Kom-
ponenten: Formale Sprache, die die syntaktisch giiltigen Formeln und Anfragen festlegt,
der Semantik die den Sdtzen der formalen Sprache eine Bedeutung zuweist, und der Infe-
renzprozedur (operationale Semantik), die (algorithmisch) angibt, wie man Schliisse aus
der gegebenen Wissensbasis ziehen kann. Die Inferenzen miissen korrekt beziiglich der
Semantik sein. Die Korrektheit eines solchen Systems kann gepriift werden, indem man
nachweist, dass die operationale Semantik die Semantik erhalt.

Die Implementierung des Représentations- und Inferenz-Systems besteht im Allgemei-
nen aus einem Parser fiir die Erkennung der Syntax (der formalen Sprache) und der Im-
plementierung der Inferenzprozedur.

3.1 Syntax und Semantik der Aussagenlogik

Die Aussagenlogik ist in vielen anderen Logiken enthalten; sie hat einfache verstandli-
che Inferenzmethoden; man kann einfache Beispiele modellhaft in der Aussagenlogik be-
trachten. Bei der Verallgemeinerung auf Pradikatenlogik und andere Logiken startet man
meist auf der Basis der Aussagenlogik.

Wir werden in diesem Kapitel detailliert auf Aussagenlogik, Inferenzverfahren und FEi-
genschaften eingehen. Das Ziel dabei ist jeweils, vereinfachte Varianten von allgemeinen
Verfahren zum Schlussfolgern zu verstehen, damit man einen Einblick in die Wirkungs-
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weise von Inferenzverfahren fiir Pradikatenlogik und andere Logiken gewinnt. Ziel ist
eher nicht, optimale und effiziente Verfahren fiir die Aussagenlogik vorzustellen.

Definition 3.1.1 (Syntax der Aussagenlogik). Sei X ein Nichtterminal fiir aussagenlogische
Variablen (aus einer Menge von abzihlbar unendlich vielen Variablen). Die folgende Grammatik
legt die Syntax aussagenlogischer Formeln fest:

As=X[(ANA) | (AVA) | (~A) [ (A= A) | (As A) |01

Die Konstanten 0 und 1 entsprechen der falschen bzw. wahren Aussage. Ublicherweise werden bei
der Notation von Aussagen Klammern weggelassen, wobei man die Klammerung aus den Priori-
tiaten der Operatoren wieder rekonstruieren kann: Die Priorititsreihenfolge ist: =, \,V, =, <= .

Die Zeichen N\, V,—, =, < nennt man Junktoren. Die Bezeichnungen der Junktoren sind:

ANB:  Konjunktion (Verundung).

AV B:  Disjunktion (Veroderung).

A = B: Implikation .

A& B:  Aquivalenz (Biimplikation).
—A: negierte Formel (Negation).

Aussagen der Form 0, 1 oder X nennen wir Atome. Ein Literal ist entweder ein Atom oder eine
Aussage der Form — A, wobei A ein Atom ist.

Oft wahlt man aussagekrdftige Namen (Bezeichnungen) fiir die Variablen, um
die entsprechenden Aussagen auch umgangsprachlich zu verstehen. Z.B. kann man
den Satz ,Wenn es heute nicht regnet, gehe ich Fahrradfahren.” als Aussagen-
logische Formel mit den Variablen esregnetheute und fahrradfahren darstellen als
—esregnetheute = fahrradfahren.

Wir lassen auch teilweise eine erweiterte Syntax zu, bei der auch noch andere Operato-
ren zuldssig sind wie: NOR, XOR, NAND.

Dies erweitert nicht die Fahigkeit zum Hinschreiben von logischen Ausdriicken, denn
man kann diese Operatoren simulieren. Auch kénnte man 0, 1 weglassen, wie wir noch
sehen werden, denn man kann 1 als Abkiirzung von A V =4, und 0 als Abkiirzung von
A N —A auffassen.

Definition 3.1.2 (Semantik der Junktoren). Zundchst definiert man fiir jeden Junktor =, A, V,
= und < Funktionen {0,1} — {0,1} bzw. {0,1}? — {0, 1}. Die Funktion f- ist definiert als
f-(0) =1, f-(1) = 0. Ebenso definiert man fo := 0, fi := 1. Die anderen Funktionen f,, sind
definiert gemdfs folgender Tabelle:
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ANV |=|«<|NOR|NAND | & | XOR
1 1 |1(1}1 (1 |0 0 110
1 0 |(0f1]0 |1 |0 1 0 |1
0O 1 /011 |0 |O 1 0 |1
0 0 (00|11 |1 |1 1 1 (0

Der Einfachheit halber werden oft die syntaktischen Symbole auch als Funktionen ge-
deutet.

Definition 3.1.3 (Interpretation). Eine Interpretation (Variablenbelegung) I ist eine Funkti-
on:
I : {aussagenlogische Variablen} — {0,1}.

Eine Interpretation I definiert fiir jede Aussage einen Wahrheitswert, wenn man sie auf Aussa-
gen wie folgt fortsetzt:

e [(0):=0,I(1):=1
o I(m4):= f-(I(4))
o I(Aop B) = fop(I(A),I(B)), wobei op € {\,V,=, & ...}

Eine Interpretation I ist genau dann ein Modell fiir die Aussage F', wenn I(F) = 1 gilt. Ist I ein
Modell fiir F so schreiben wir I |= F. Als weitere Sprechweisen verwenden wir in diesem Fall , F’
Qilt in I und ,, I macht F wahr”.

Aufbauend auf dem Begriff der Interpretation, werden in der Aussagenlogik verschie-
dene Eigenschaften von Formeln definiert.

Definition 3.1.4. Sei A ein Aussage.

o Aist genau dann eine Tautologie (Satz, allgemeingiiltig), wenn fiir alle Interpretationen
Igilt: I = A.

o Aist genau dann ein Widerspruch (widerspriichlich, unerfiillbar), wenn fiir alle Inter-
pretationen I gilt: 1(A) = 0.

o A ist genau dann erfullbar (konsistent), wenn es eine Interpretation I gibt mit: I = A
(d.h. wenn es ein Modell fiir A gibt).

o A ist genau dann falsifizierbar, wenn es eine Interpretation I gibt mit I(A) = 0.

Man kann jede Aussage in den n Variablen X, ..., X,, auch als eine Funktion mit den
n Argumenten X1, ..., X,, auffassen. Dies entspricht dann Booleschen Funktionen.

Beispiel 3.1.5. Wir betrachten einige Beispiele:
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o X V X ist eine Tautologie, denn fiir jede Interpretation I gilt: I(X V —-X) =
A(f-(I(X)),I(X)) =1,da f-(I1(X)) oder 1(X) gleich zu 1 sein muss.

o X N X ist ein Widerspruch, denn fiir jede Interpretation I gilt: I(X N —-X) =
IA(fAI(X)), I(X)) =0,da f-(I(X)) oder I(X) gleich zu 0 sein muss.

e (X=Y)= (Y =2)= (X = 2)) ist eine Tautologie.

o X VY isterfiillbar. Z.B. ist I mit I(X) = 1,1(Y) = Lein Modell fiir X VY:I(XVY) =
NUIX), I(Y)) = fu(1,1) = 1.

o [mitI(X)=1,1(Y) = 0ist ein Modell fiir X N Y
Beispiel 3.1.6. Bauernregeln:

o ,Abendrot Schlechtwetterbot’” kann man iibersetzen in
Abendrot = Schlechtes_Wetter. Diese Aussage ist weder Tautologie noch Widerspruch, aber
erfiillbar.

o ,Wenn der Hahn kriht auf dem Mist, dndert sich das Wetter oder es bleibt wie es ist. “ kann
man iibersetzen in
Hahn_kraeht_auf Mist = (Wetteraenderung \/ —Wetteraenderung).
Man sieht, dass das eine Tautologie ist.

Die tautologischen Aussagen sind in Bezug auf die Wirklichkeit ohne Inhalt. Erst wenn man
sie verwendet zum Finden von Folgerungen ergibt sich etwas neues.

Theorem 3.1.7.

o Es ist entscheidbar, ob eine Aussage eine Tautologie (Widerspruch, erfiillbar) ist.

Die Frage ,Ist A erfiillbar?” ist N'P-vollstindig.

Die Frage ,Ist A falsifizierbar?” ist ebenso N'P-vollstindig.

Die Frage ,Ist A Tautologie?"” ist CoN P-vollstindig.

Die Frage ,Ist A ein Widerspruch?” ist CoNP-vollstindig.

Das einfachste und bekannteste Verfahren zur Entscheidbarkeit ist das der Wahrheits-
tafeln. Es werden einfache alle Interpretation ausprobiert.

Zur Erlduterung: N'P-vollstindig bedeutet, dass jedes Problem der Problemklasse mit
einem nicht-deterministischen Verfahren in polynomieller Zeit gelost werden kann, und dass
es keine bessere obere Schranke gibt (unter der allgemein vermuteten Hypothese P #

NP).
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Eine Problemklasse ist CoN P-vollstindig, wenn die Problemklasse, die aus dem Kom-
plement gebildet wird, N"P-vollstindig ist. ]

Sequentielle Algorithmen zur Losung haben fiir beide Problemklassen nur
Exponential-Zeit Algorithmen. Genaugenommen ist es ein offenes Problem der theore-
tischen Informatik, ob es nicht bessere sequentielle Algorithmen gibt (d.h. ob P = NP
bzw. P = CoNP gilt).

Die Klasse der N'P-vollstindigen Probleme ist vom praktischen Standpunkt aus leich-
ter als CoNP-vollstindig: Fiir N'P-vollstindige Probleme kann man mit Gliick (d.h. Ra-
ten) oft schnell eine Losung finden. Z.B. eine Interpretation einer Formel. Fiir CoNP-
vollstandige Probleme muf$ man i.a. viele Moglichkeiten testen: Z.B. mufS man i.A. alle
Interpretationen einer Formel ausprobieren.

3.2 Folgerungsbegriffe

Man mufs zwei verschiedene Begriffe der Folgerungen fiir Logiken unterscheiden:
e semantische Folgerung

e syntaktische Folgerung (Herleitung, Ableitung) mittels einer prozeduralen Vor-
schrift. Dies ist meist ein nicht-deterministischer Algorithmus (Kalkiil), der auf For-
meln oder auf erweiterten Datenstrukturen operiert. Das Ziel ist i.A. die Erkennung
von Tautologien (oder Folgerungsbeziehungen).

In der Aussagenlogik fallen viele Begriffe zusammen, die in anderen Logiken verschie-
den sind. Trotzdem wollen wir die Begriffe hier unterscheiden.

Definition 3.2.1. Sei F eine Menge von (aussagenlogischen) Formeln und G eine weitere Formel.

Ublicherweise werden Problemklassen als Wortproblem tiber einer formalen Sprache aufgefasst. Die Frage
nach der Erfiillbarkeit wire in dieser Darstellung die Sprache SAT definiert als:

SAT := {F' | F ist erfiillbare aussagenlogische Formel }.

Das Wortproblem ist die Frage, ob eine gegebene Formel in der Sprache SAT liegt oder nicht.
Die Komplexititsklasse NP umfasst alle Sprachen, deren Wortproblem auf einer nichtdeterministi-
schen Turingmaschine in polynomieller Zeit 1osbar ist. Die Komplexitdtsklasse CoN P ist definiert als:

CoN'P :={L | LY € NP}, wobei L das Komplement der Sprache L ist.

Die Sprache UNSAT := {F | F ist Widerspruch} ist eine der Sprachen in CoN'P, da UNSAT® = Alle
Formeln \UNSAT = SAT, und SAT € N'P.

Ein Sprache L € NP ist N'P-vollstindig, wenn es fiir jede Sprache L' € NP eine Polynomialzeit-
Kodierung R gibt, die jedes Wort © € L’ in die Sprache L kodiert (d.h. R(z) € L) (dies nennt man
auch Polynomialzeitreduktion). Die N'P-vollstindigen Sprachen sind daher die , schwersten” Probleme
in N'P.

Analog dazu ist die CoNP-Vollstandigkeit definiert: Eine Sprache L € CoNP ist CoNP-vollstindig,
wenn jede andere Sprache aus CoN P in Polynomialzeit auf L reduziert werden kann.

Man kann relativ leicht nachweisen, dass sich auch die Vollstindigkeit mit den Komplementen {iber-
tragt, d.h. dass eine Sprache L genau dann Co\ P-vollstandig ist, wenn ihr Komplement L eine N'P-
vollstandige Sprache ist.
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Wir sagen G folgt semantisch aus F

gdw.

Fiir alle Interpretationen I gilt: (wenn fiir alle Formeln F € F die Auswertung
I(F) = 1ergibt ), dann auch 1(G) = 1.

Anders ausgedriickt: Jedes Modell fiir alle Formeln aus F ist auch ein Modell fiir G.

Die semantische Folgerung notieren wir auch als F = G

Wir schreiben auch Fi,..., F, = Gstatt {Fi,...,F,} = G.
Es gilt

Satz 3.2.2. Wenn ein F; ein Widerspruch ist, dann kann man alles folgern: Es gilt dann fiir jede
Formel G: Fy,...,F, EG.

Wenn ein F; eine Tautologie ist, dann kann man dies in den Voraussetzungen weglassen: Es gilt
dann fiir alle Formeln G: Fy, ..., F, = G ist dasselbe wie F', ..., F;_1,Fit1,...,F, =G

In der Aussagenlogik gibt es eine starke Verbindung von semantischer Folgerung mit
Tautologien:

Theorem 3.2.3 (Deduktionstheorem der Aussagenlogik).
{F,...,F,} EGgdw. Fy A ...\ F, = G ist Tautologie.

Zwei Aussagen F, G nennen wir dquivalent (F ~ G), gdw. F' <= ( eine Tautologie
ist. Beachte, dass ' und G genau dann dquivalent sind, wenn fiir alle Interpretationen
gilt: I = F gdw. I |= G gilt.

Es ist auch zu beachten, dass z.B. X A Y nicht zu X’ A Y’ dquivalent ist. D.h. bei diesen
Beziehungen spielen die Variablennamen eine wichtige Rolle.

Definition 3.2.4. Gegeben sei ein (nicht-deterministischer) Algorithmus A (ein Kalkiil), der aus
einer Menge von Formeln H eine neue Formel H berechnet, Man sagt auch, dass H syntaktisch
aus H folgt (bezeichnet mit H -4 H oder auch M — 4 H).

o Der Algorithmus A ist korrekt (sound), gdw. aus H =4 H stets H |= H folgt.
e Der Algorithmus A ist vollstindig (complete), gdw. H |= H impliziert, dass H 4 H

Aus obigen Betrachtungen folgt, dass es in der Aussagenlogik fiir die Zwecke der
Herleitung im Prinzip geniigt, einen Algorithmus zu haben, der Aussagen auf Tau-
tologieeigenschaft priift. Gegeben {Fi,...,F,}, zdhle alle Formeln F auf, priife, ob
Fi A ... N F, = F eine Tautologie ist, und gebe F' aus, wenn die Antwort ja ist. Das
funktioniert, ist aber nicht sehr effizient, wegen der Aufzdhlung aller Formeln. Aufier-
dem kann man immer eine unendliche Menge von Aussagen folgern, da alle Tautologien
immer dabei sind.
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3.3 Tautologien und einige einfache Verfahren

Es gibt verschiedene Methoden, aussagenlogische Tautologien (oder auch erfiillbare
Aussagen) algorithmisch zu erkennen: Z.B. BDDs (binary decision diagrams) : eine Me-
thode, Aussagen als Boolesche Funktionen anzusehen und méglichst kompakt zu repra-
sentieren; Genetische Algorithmen zur Erkennung erfiillbarer Formeln; Suchverfahren
die mit statischer Suche und etwas Zufall und Bewertungsfunktionen operieren; DPLL-
Verfahren: Fallunterscheidung mit Simplifikationen (siehe unten 3.7)); Tableaukalkiil, der
Formeln syntaktisch analysiert (analytic tableau).

3.3 Tautologien und einige einfache Verfahren

Wir wollen im folgenden Variablen in Aussagen nicht nur durch die Wahrheitswerte 0, 1
ersetzen, sondern auch durch Aussagen. Wir schreiben dann A[B/z], wenn in der Aus-
sage A die Aussagenvariable x durch die Aussage B ersetzt wird. In Erweiterung dieser
Notation schreiben wir auch: A[B, /x4, ..., By/xy,], wenn mehrere Aussagevariablen er-
setzt werden sollen. Diese Einsetzung passiert gleichzeitig, so dass dies kompatibel zur
Eigenschaft der Komposition als Funktionen ist: Wenn A n-stellige Funktion in den Aus-
sagevariablen ist, dann ist A[B; /x4, ..., By /x,] die gleiche Funktion wie Ao (B, ..., By).

Theorem 3.3.1. Gilt Ay ~ Ay und By,...,DB, sind weitere Aussagen, dann gilt auch
Ai[Bi/z1,...,Bp/xy] ~ Ag[Bi/x1,...,Bp/xy).

Beweis. Man muf3 zeigen, dass alle Zeilen der Wahrheitstafeln fiir die neuen Ausdriicke
gleich sind. Seien yi, ...,y die Variablen. Den Wert einer Zeile kann man berechnen,
indem man zunéichst die Wahrheitswerte fiir B; berechnet und dann in der Wahrheits-
tabelle von A; nachschaut. Offenbar erhdlt man fiir beide Ausdriicke jeweils denselben
Wahrheitswert. ]

Theorem 3.3.2. Sind A, B dquivalente Aussagen, und F' eine weitere Aussage, dann sind F[A]
und F[B] ebenfalls éz’quivalentﬂ

Die Junktoren A und V sind kommutativ, assoziativ, und idempotent, d.h. es gilt:

FANG = GNF
FANF = F
FAGAH) <= (FAGAH
FVG = gV F
FV(GVH) <= (FVGVH
FVF F

Weiterhin gibt es fiir Aussagen noch Rechenregeln und Gesetze, die wir im folgenden
auflisten wollen. Alle lassen sich mit Hilfe der Wahrheitstafeln beweisen, allerdings er-
weist sich das bei steigender Variablenanzahl als miihevoll, denn die Anzahl der Uberprii-

*Hierbei ist F[B] die Aussage, die dadurch entsteht, dass in F' die Subaussage A durch B ersetzt wird.
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fungen ist 2" wenn n die Anzahl der Aussagenvariablen ist. Die Frage nach dem maximal
notigen Aufwand (in Abhdngigkeit von der Grofle der Aussagen) fiir die Bestimmung,
ob eine Aussage erfiillbar ist, ist ein bertthmtes offenes Problem der (theoretischen) In-
formatik, das SAT € P-Problem, dessen Losung weitreichende Konsequenzen hitte, z.B.
wiirde P = NP daraus folgen. Im Moment geht man davon aus, dass dies nicht gilt.

Lemma 3.3.3 (Aquivalenzen).

~(-4) e A

(A= B) < (-AVB)

(A<= B) < (A= B)AN(B=A4)

-(A A B) <— -AV-B (DeMorgansche Gesetze)
-(AV B) <~ -AAN-B

AN(BV(C) < (AANB)V(AACQ) Distributivitit
AV(BANC) < (AVB)AN(AV(O) Distributivitit
(A= B) <~ ("B = -4) Kontraposition
AV(ANB) <= A Absorption
AN(AVB) <= A Absorption

Diese Regeln sind nach Satz nicht nur verwendbar, wenn A, B, C' Aussagevariablen
sind, sondern auch, wenn A, B, C fiir Aussagen stehen.

3.4 Normalformen

Fiir Aussagen der Aussagenlogik gibt es verschiedene Normalformen. U.a. die disjunkti-
ve Normalform (DNF) und die konjunktive Normalform (CNF): Die letzte nennt man auch
Klauselnormalform.

o disjunktive Normalform (DNF). Die Aussage ist eine Disjunktion von Konjunktionen
von Literalen. D.h. von der Form

(LigAN.o.ALip, ) V..oV (Lipa A oo oA Lipnyy)

wobei L; ; Literale sind.

o konjunktive Normalform (CNF). Die Aussage ist eine Konjunktion von Disjunktionen
von Literalen. D.h. von der Form

(LiaV...VLip )N...AN(Lma V...V L)

)

wobei L; ; Literale sind.

Die Klauselnormalform wird oft als Menge von Mengen notiert und auch behandelt.
Dies ist gerechtfertigt, da sowohl A als auch V assoziativ, kommutativ und idempotent
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sind, so dass Vertauschungen und ein Weglassen der Klammern erlaubt ist. Wichtig ist
die Idempotenz, die z.B. erlaubt, eine Klausel { 4, B, A, C'} als unmittelbar dquivalent zur
Klausel {A, B, C'} zu betrachten. Eine Klausel mit einem Literal bezeichnet man auch als
1-Klausel (Unit-Klausel). Eine Klausel (in Mengenschreibweise) ohne Literale wird als
leere Klausel bezeichnet. Diese ist dquivalent zu 0, dem Widerspruch.

Lemma 3.4.1. Eine Klausel C ist genau dann eine Tautologie, wenn es eine Variable A gibt, so
dass sowohl A als auch —A in der Klausel vorkommen

Beweis. Ubungsaufgabe.
Es gilt:

Lemma 3.4.2. Zu jeder Aussage kann man eine dquivalente CNF finden und ebenso eine dquiva-
lente DNF. Allerdings nicht in eindeutiger Weise.

Lemma 3.4.3.
o Eine Aussage in CNF kann man in Zeit O(n * log(n)) auf Tautologie-Eigenschaft testen.
e Eine Aussage in DNF kann man in Zeit O(n * log(n)) auf Unerfiillbarkeit testen.

Beweis. Eine CNF C; A ... A C,, ist eine Tautologie, gdw. fiir alle Interpretationen I diese
Formel stets wahr ist. D.h. alle C; miissen ebenfalls Tautologien sein. Das geht nur, wenn
jedes C; ein Paar von Literalen der Form A, —A enthalt.
Das gleiche gilt in dualer Weise fiir eine DNF, wenn man dualisiert, d.h. wenn man
ersetzt: A <+ V, 0 <+ 1, CNF <> DNF, Tautologie <+ Widerspruch. O
Der duale Test: CNF auf Unerfiillbarkeit bzw. DNF auf Allgemeingiiltigkeit ist die ei-
gentliche harte Nufs.

Dualititsprinzip Man stellt fest, dass in der Aussagenlogik (auch in der Pradikatenlo-
gik) Definitionen, Lemmas, Methoden, Kalkiile, Algorithmen stets eine duale Variante
haben. Die Dualitét ist wie im Beweis oben durch Vertauschung zu sehen: A <+ V, 0 <> 1,
CNF « DNF, Tautologie <> Widerspruch, Test auf Allgemeingiiltigkeit «+ Test auf Un-
erfiillbarkeit. D.h. auch, dass die Wahl zwischen Beweissystemen, die auf Allgemeingiil-
tigkeit testen und solchen, die auf Unerfiillbarkeit testen, eine Geschmacksfrage ist und
keine prinzipielle Frage.

Lemma 3.4.4. Sei F eine Formel. Dann ist F allgemeingiiltig gdw. —F ein Widerspruch ist

Bemerkung 3.4.5. Aus Lemma kann man Schlussfolgerungen ziehen iiber die zu erwar-
tende Komplexitit eines Algorithmus, der eine Formel (unter Aquivalenzerhaltung) in eine DNF
(CNF) transformiert. Wenn dieser Algorithmus polynomiell wire, dann kénnte man einen poly-
nomiellen Tautologietest durchfiihren:

Zuerst iiberfiihre eine Formel in CNF und dann priife, ob diese CNF eine Tautologie
ist.
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Dies wire ein polynomieller Algorithmus fiir ein CoN P-vollstindiges Problem.

Allerdings sehen wir spiitet, dass die DNF (CNF-) Transformation selbst nicht der Engpass ist,
wenn man nur verlangt, dass die Allgemeingiiltigkeit (Unerfiillbarkeit) in eine Richtung erhalten
bleibt.

Definition 3.4.6 (Transformation in Klauselnormalform). Folgende Prozedur wandelt jede
aussagenlogische Formel in konjunktive Normalform (CNF, Klauselnormalform) um:

1. Elimination von < und =:

Fed — F=GNG=F
F=d — -FvG

2. Negation ganz nach innen schieben:

——F — F
-(F AG) — -FV -G
-(FV Q) — -FA-G

3. Distributivitit (und Assoziativitit, Kommutativitit) iterativ anwenden, um A nach aufSen
zu schieben (“Ausmultiplikation™). FV (G AN H) — (FV G) A (F V H) (Das duale
Distributivgesetz wiirde eine disjunktive Normalform ergeben.)

Das Resultat dieser Prozedur ist eine Konjunktion von Disjunktionen (Klauseln) von Literalen:
(Ll,l V...V LLnl) A (L271 V...V L27n2) VANIAN (Lk,l V...V Lk,nk)

oder in (Multi-) Mengenschreibweise:

{{L1,17 ety Ll,n1}7 {L2,17 R LQ,’VLQ}; R {Lk,17 e 7Lk,nk}}

Die so hergestellte CNF ist eine Formel, die dquivalent zur eingegebenen Formel ist.
Dieser CNF-Algorithmus ist im schlechtesten Fall exponentiell, d.h. die Anzahl der Lite-
rale in der Klauselform wéachst exponentiell mit der Grofse der Ausgangsformel.

Es gibt zwei Schritte, die zum exponentiellem Anwachsen der Formel fiihren konnen,

e die Elimination von < Betrachte die Formel (4; & Aj) < (A3 < As) und die
Verallgemeinerung.

o Ausmultiplikation mittels Distributivgesetz:
(AL A...ANA)V BaV ...V By, — ((A1VBa)A...A (A, V B2))V Bs...V B,

Dies verdoppelt B> und fiihrt zum Iterieren des Verdoppelns, wenn B; selbst wieder
zusammengesetzte Aussagen sind.
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Beispiel 3.4.7.

(AAB)=C)=C

—  A((AAB)VCO)VC

—  (AAB)A-C)VC

—  (AVC)A(BVC)A(-CVC)

3.5 Lineare CNF

Wir geben einen Algorithmus an, der eine aussagenlogische Formel F' in polynomieller
(sogar fast-linearer) Zeit in eine CNF Fonr umwandelt, wobei die Formel F erfiillbar ist
gdw. Fonr erfiillbar ist. Es ist hierbei nicht gefordert, dass /' und Fonr dquivalent als
Formeln sind! Beachte, dass bei diesem Verfahren die Anzahl der Variablen erhoht wird.

Der Trick ist, komplexe Subformeln iterativ durch neue Variablen abzukiirzen. Sei F'[G]
eine Formel mit der Subformel G. Dann erzeuge daraus (A <= G) A F[A], wobei A eine
neue aussagenlogische Variable ist.

Lemma 3.5.1. F[G] ist etfiillbar gdw. (G <= X) A F[X] etfiillbar ist. Hierbei muf§ X eine
Variable sein, die nicht in F'|G| vorkommt.

Beweis. “=" Sei F'|G] erfiillbar und sei I eine beliebige Interpretation mit I(F[G]) = 1.
Erweitere I zu I’, so dass I'(X) := I(G). Werte die Formel (G <= X) A F[X] unter I
aus: Es gilt I'(G <= X) =1und I'(F|G]) = I'(F[X]) = 1.

“<"Sei I(G <= X) A F[X])=1fiir eine Interpretation I. Dann ist I(G) = I(A) und
I(F[X]) = 1. Damit muss auch I(F[G]) = 1 sein. O

Analog dazu erhilt diese Transformation auch die Widerspriichlichkeit.

Zunéchst bendtigen wir den Begriff Tiefe einer Aussage und Subformel in Tiefe n. Be-
achte hierbei aber, dass es jetzt auf die genaue syntaktische Form ankommt: Es muf3 voll
geklammert sein. Man kann es auch fiir eine flachgeklopfte Form definieren, allerdings
braucht man dann eine andere Syntaxdefinition usw. Wir betrachten die Tiefe der For-
meln, die in einer Formel-Menge emthalten sind.

Definition 3.5.2. Die Tiefe einer Subformel in Tiefe n definiert man entsprechend dem Aufbau
der Syntax: Zundchst ist jede Formel F' eine Subformel der Tiefe O von sich selbst. Sei H eine
Subformel von F der Tiefe n. Dann definieren wir Subformeln von F wie folgt:

o Wenn H = —G, dann ist G eine Subformel der Tiefe n + 1

o Wenn H = (G; op G2), dann sind Gy, G Subformeln der Tiefe n + 1, wobei op einer der
Junktoren V, \, =, < sein kann.
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Die Tiefe einer Formel sei die maximale Tiefe einer Subformel.

( 1)

Algorithmus Schnelle CNF-Berechnung

Eingabe: Aussagenlogische Formel F'

Verfahren:
Sei F' von der Form H; A ... A Hy,, wobei H; keine Konjunktionen sind.
while ein H; Tiefe > 4 besitzt do
foric {1,...,n} do
if H; hat Tiefe > 4 then
Seien GGy, ..., G, alle Subformeln von H; in Tiefe 3, die selbst Tiefe > 1 haben
Ersetze H; wie folgt:
Hi[G1,...,Gp] = (G1 <= X)AN...N(Gp, <= X)) NHi[X1,..., X
end if
end for
Iteriere mit der entstandenen Formeln als neues F
end while

Wende die (langsame) CNF-Erstellung auf die entstandene Formel an

Beachte, dass nach Ablauf der while-Schleife, alle Subformeln H; eine Tiefe < 3 besitzen
und die langsame CNF-Erstellung nur die H; Formeln einzeln transformieren muss, da
die Konjunktionen zwischen den H; bereits in der richtigen Form sind. Jede dieser For-
meln hat Tiefe < 3, daher kann man die Laufzeit fiir die Transformation einer solchen
kleinen Formel als konstant ansehen.

Beachte dass die entstande Teilformel H;[ X1, ..., X,,] Tiefe 3 hat und daher nicht noch-
mal bearbeitet wird. Die Formeln (G; <= X;) miissen evtl. weiter bearbeitet werden,
allerdings nur innerhalb von G ;. Insbesondere gilt dabei: Wenn H; vorher Tiefe n > 3 hat,
dann hat H;[X1,..., X;,] Tiefe 3 und jede der Formeln G hat selbst Tiefe maximal n — 3.
Jede neuen Formeln (G; <= Xj) hat der Tiefe maximal n — 2. D.h. insgesamt wird
im schlechsten Fall ein H; der Tiefe n durch mehrere Formeln G; der Tiefe n — 2 ersetzt
(wobei n > 3). Dies zeigt schon die Terminierung des Verfahrens. Da jede Subformel der
urspriinglichen Formel hochstens einmal durch eine neue Abkiirzung abgekiirzt wird,
konnen hochstens linear viele solcher Ersetzungen passieren. Wenn man das Verfahren
geschickt implementiert (durch Merken der nicht zu betrachtenden Subformeln), kann
daher die CNF in linearer Zeit in der Grofie der Eingabeformel erstellt werden.

Satz 3.5.3. Zu jeder aussagenlogischen Formel kann unter Erhaltung der Erfiillbarkeit eine CNF
in Zeit O(n) berechnet werden, wobei n die Grifie der aussagenlogischen Formel ist.

Beachte, dass die schnelle CNF-Berechnung (sofern mindestens eine Abkiirzung ein-
gefiihrt wird), die Tautologieeigenschaft nicht erhalt.
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Bemerkung 3.5.4. Sei F'[G] eine Tautologie. Dann ist die Formel F[X] A (X <= G), wobei
X eine neue aussagenlogische Variable, keine Tautologie: Seie I eine Interpretation, die F[G]
wahr macht (d.h. I(F[G]) = 1).

I(Y) fallsY # X

Setze I'(Y) := { ~I(Q)) fallsY =X

Dann falsifiziert I' die Formel F[X| A (X <= G), denn I'(F[X] A (X <

@) = NWIFX]).f = X, IE) = HI(FIX), f = (f-1G) 1(G)))
IA(I'(F[X]),0) = 0.

Beachte auch, dass es gar keinen polynomiellen Algorithmus zur CNF-Berechnung ge-
ben kann (solange P # CoN'P), der eine dquivalente CNF berechnet, da man dann einen
polynomiellen Algorithmus zum Test auf Tautologieeigenschaft hétte.

Dual zur schnellen Herstellung der CNF ist wieder die schnelle Herstellung
einer DNF, die allerdings mit einer anderen Transformation durchgefiihrt wird:
F|G] — (G <= X) = F[X]. Diese Transformation erhilt die Falsifizierbarkeit (und
daher auch die Tautologieeigenschaft), aber die Erfiillbarkeit bleibt nicht erhalten. Genau-
er gilt (G <= X) = F[X] ist stets erfiillbar, unabhédngig davon, ob F[G] erfiillbar ist
oder nicht (Beweis: Ubungsaufgabe).

Beispiel 3.5.5. Wandle eine DNF in eine CNF auf diese Art und Weise um unter Erhaltung der
Etfiillbarkeit. Sei (D11 A D12) V ...V (Dp1 A Dy2) die DNF. Wenn man das Verfahren leicht
abwandelt, damit man besser sieht, was passiert: ersetzt man die Formeln (D;; A\ D;2) durch neue
Variablen A; und erhilt am Ende:

(A1 V...V AR) A (mA1V Di1) A(=A1LV D1a) A (—D11 vV =D1a V Ay) A .. .. Diese Formel hat
8n Literale.

Beispiel 3.5.6. Wandle die Formel
(X = Y) <= Y) —=Y) =Y) = X)
um. Das ergibt:
4= (X =Y)=Y)=((4=Y) =Y) = X)

Danach kann man diese Formel dann auf iibliche Weise in DNF umwandeln.

Bemerkung 3.5.7. Es gibt zahlreiche Implementierungen von Algorithmen, die Formeln in Klau-
selmengen verwandelt. Z.B. siehe die www-Seite http://www.spass-prover.org/.
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3.6 Resolution fiir Aussagenlogik

Das Resolutionsverfahren dient zum Erkennen von Widerspriichen, wobei statt des Testes
auf Allgemeingiiltigkeit einer Formel F' die Formel —F' auf Unerfiillbarkeit getestet wird.
Eine Begriindung wurde bereits gegeben. Eine erweiterte liefert das folgende Lemma zum
Beweis durch Widerspruch:

Lemma 3.6.1. Eine Formel Ay A ... N A, = F ist allgemeingiiltig gdw. Ay A ... N Ay A —F
widerspriichlich ist.

Beweis. Ubungsaufgabe ]
Die semantische Entsprechung ist:

Lemma 3.6.2. {A;,...,4,} = F gdw. es keine Interpretation I gibt, so dass
I'={A,..., Ay, ~F}

Die Resolution ist eine Regel mit der man aus zwei Klauseln einer Klauselmenge eine
weitere herleiten und dann zur Klauselmenge hinzuftigen kann.
Resolution:

A VB1V...VB,
-A VvC1V...VCy
Biv..vB,vCiV...VC,

Man nennt die ersten beiden Klauseln auch Elternklauseln und die neu hergeleitete
Klausel Resolvente. Oft verwendet man auch die folgende Schreibweise als , Graph”:

AV BiV...VB, —AVCLV...VCp

\ /

BiVv..VB,VCi1V...VCp

Auf der Ebene der Klauselmengen sieht das Verfahren so aus:
C — CU{R}

wobei R eine Resolvente ist, die aus zwei Klauseln von C berechnet worden ist. Man
nimmt der Einfachheit halber an, dass Klauseln Mengen sind, d.h. es kommen keine Lite-
rale doppelt vor. Aufferdem nimmt man auch noch an, dass die Konjunktion der Klauseln
eine Menge ist, d.h. nur neue Klauseln, die nicht bereits vorhanden sind, kénnen hinzu-
gefiigt werden. Wird die leere Klausel hergeleitet, ist das Verfahren beendet, denn ein
Widerspruch wurde hergeleitet.

Eingesetzt wird die Resolution zur Erkennung unerfiillbarer Klauselmengen. Es wer-
den solange Resolventen hergeleitet, bis entweder die leere Klausel hinzugefiigt wurde
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oder keine neue Resolvente mehr herleitbar ist. Dies geschieht meist in der Form, dass
man Axiome (als Konjunktion) eingibt und ebenso eine negierte Folgerung, so dass die
Unerfiillbarkeit bedeutet, dass man einen Widerspruch hergeleitet hat.

Wenn man keine neuen Klauseln mehr herleiten kann, oder wenn besonders kurze
(aussagekriftige) Klauseln hergeleitet werden, kann man diese als echte Folgerungen aus
den eingegebenen Formeln ansehen, und evtl. ein Modell konstruieren. Allerdings ist das
bei obiger Widerspruchsvorgehensweise nicht unbedingt ein Modell der Axiome, da die
negiert eingegebene Folgerung dazu beigetragen haben kann. Ist die kleine Formel nur
aus den Axiomen hergeleitet worden, dann hat man ein Lemma, dass in allen Modellen
der Axiome gilt.

Lemma 3.6.3. Wenn C — C' mit Resolution, dann ist C dquivalent zu C".

Beweis. Wir zeigen den nichttrivialen Teil:

Sei I eine Interpretation, die sowohl AV B;V...VB, und ~AVC,V...VCy,, wahr macht.
Wenn I(A) = 1, dann gibt es ein C}, so dass I(C;) = 1. Damit ist auch die Resolvente unter
I wahr. Im Fall I(A) = 0 gilt I(B;) = 1 fiir ein j und somit ist die Resolvente wahr unter
der Interpretation. O

Lemma 3.6.4. Die Resolution auf einer aussagenlogischen Klauselmenge terminiert, wenn man
einen Resolutionsschritt nur ausfiihren darf, wenn sich die Klauselmenge vergrifsert.

Beweis. Es gibt nur endlich viele verschiedene Klauseln, da Resolution keine neuen Va-
riablen einfiihrt. O

Ubungsaufgabe 3.6.5. Gebe ein Beispiel an, so dass R sich aus C, Cy mit Resolution herleiten
lifst, aber Cy AN Cy <= R ist falsch

Da Resolution die Aquivalenz der Klauselmenge als Formel erhilt, kann man diese
auch verwenden, um ein Modell zu erzeugen, bzw. ein Modell einzuschrianken. Leider
ist diese Methode nicht immer erfolgreich: Zum Beispiel betrachte man die Klauselmen-
ge {{A, B},{—A, ~B}}. Resolution ergibt:

{{Av B}7 {A7 _'A}a {B7 _'B}7 {_‘Aa _'B}}

D.h. es wurden zwei tautologische Klauseln hinzugefiigt. (Eine Klausel ist eine Tauto-
logie, wenn P, —P vorkommt fiir ein P.) Ein Modell 14f3t sich nicht direkt ablesen. Zum
Generieren von Modellen ist z.B. die DPLL-Prozedur (siehe geeigneter.

Was jetzt noch fehlt, ist ein Nachweis der naheliegenden Vermutung, dass die Resolu-
tion fiir alle unerfiillbaren Klauselmengen die leere Klausel auch findet.

Theorem 3.6.6. Fiir eine unerfiillbare Klauselmenge findet Resolution nach endlich vielen Schrit-
ten die leere Klausel.

Beweis. Wir verwenden das folgende Maf3 fiir Klauselmengen C"
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#aou(C) = Anzahl der verschiedenen Atome in C, die nicht innerhalb von Literalen von
1-Klauseln in C' vorkommen

Z.B.ist #aou({{A,-B},{B,C},{—-A},{-B}}) = 1, da von den drei Atomen A, B, C nur
C nicht in einer 1-Klausel vorkommt.

Sei C' eine unerfiillbare Klausel. Wir zeigen per Induktion iiber #aou(C'), dass das Re-
solutionsverfahren stets die leere Klausel herleitet.

Fiir die Induktionsbasis nehmen wir an, dass #aou(C) = 0 ist, d.h. sdmtliche Ato-
me kommen in 1-Klauseln vor. Wenn C bereits die leere Klausel enthilt, oder zwei
1-Klauseln der Form {A} und {—A} fiir ein Atom A, dann sind wir fertig (im zwei-
ten Fall muss die leere Klausel irgendwann durch Resolution der Klauseln {A} und
{—A} hergeleitet werden). Anderenfalls gibt es 1-Klauseln und Klauseln mit mehr als
einem Literal, wobei die 1-Klauseln untereinander nicht resolvierbar sind. O.B.d.A. sei
C={{L},....{Ln}, K1,..., K}, wobeialle Klauseln K; keine 1-Klauseln sind. Betrach-
te die Interpretation / mit /(L;) = 1 fiiri = 1,...,n. Da C unerfiillbar ist, muss C jedoch
eine Klausel K enthalten mit I(K) = 0. K kann keines der Literale L; enthalten, sonst
wiirde I(K) = 1 gelten. Daher enthilt K nur Literale L;, wobei 4 = Aund A = -A.
Offensichtlich kann man die passenden 1-Klauseln {L;} zusammen mit K verwenden,
um mit mehrfacher Resolution die leere Klausel herzuleiten.

Nun betrachten wir den Induktionsschritt. Sei #aou(C') = n > 0. Dann gibt es mindes-
tens ein Atom, dass in keiner 1-Klausel vorkommt. O.B.d.A. sei A dieses Atom. Betrachte
die Klauselmenge C’ := C' U {{A}}. Jede Interpretation die C falsch macht, macht offen-
sichtlich auch C’ falsch. Daher ist C’ auch unerfiillbar. AuBerdem gilt #aou(C’) = n — 1.
Dabher folgt aus der Induktionshypothese, dass es eine Resolutionsherleitung fiir C’ gibt,
welche die leere Klausel herleitet. Verwende diese Herleitung wie folgt: Streiche die Klau-
sel { A} aus der Herleitung heraus. Dies ergibt eine Herleitung fiir C, die entweder immer
noch die leere Klausel herleitet (dann sind wir fertig), oder die Klausel {—A} herleitet. Im
letzten Fall betrachte die Klauselmenge C” := C' U {{—A}}. Auch C” ist unerfiillbar (auf-
grund der Unerfiillbarkeit von C'). Ebenso gilt #aou(C”) = n — 1, und daher (aufgrund
der Induktionshypothese) existiert eine Herleitung der leeren Klauseln beginnend mit C”.
Nun streichen wir aus dieser Herleitung die 1-Klausel {—~A}. Erneut ergibt sich eine Re-
solutionsherleitung fiir C, die entweder die leere Klausel herleitet (dann sind wir fertig)
oder, die die Klausel { A} herleitet. Im letzten Fall verkniipfen wir die beiden Herleitungen
von {—A} und {A} zu einer Herleitung (z.B. sequentiell). Aus der entstandenen Klausel-
menge muss die Resolution die leere Klausel herleiten, da sie die beiden 1-Klauseln {—A}
und {A} enthilt. O

Theorem 3.6.7. Resolution erkennt unerfiillbare Klauselmengen.

Die Komplexitdt im schlimmsten Fall wurde von A. Haken (Haken, 1985) (siehe auch
(Eder, 1992) nach unten abgeschétzt: Es gibt eine Folge von Formeln (die sogenannten
Taubenschlag-formeln (pigeon hole formula, Schubfach-formeln), fiir die gilt, dass die
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kiirzeste Herleitung der leeren Klausel mit Resolution eine exponentielle Lange (in der
GroBe der Formel) hat.

Betrachtet man das ganze Verfahren zur Priifung der Allgemeingiiltigkeit einer aussa-
genlogischen Formel, so kann man eine CNF in linearer Zeit herstellen, aber ein Resoluti-
onsbeweis mufs mindestens exponentiell lange sein, d.h. auch exponentiell lange dauern.

Beachte, dass es formale Beweisverfahren gibt, die polynomiell lange Beweise fiir die
Schubfachformeln haben. Es ist theoretisch offen, ob es ein Beweisverfahren gibt, das fiir
alle Aussagen polynomiell lange Beweise hat: Dies ist dquivalent zum offenen Problem ob
NP = CoNP.

3.6.1 Optimierungen des Resolutionskalkiils

Es gibt verschiedene Optimierungen, die es erlauben, bestimmte Klauseln wihrend der
Resolution nicht weiter zu betrachten. Diese Klauseln konnen geldscht, bzw. erst gar nicht
erzeugt werden, ohne dass die Korrektheit und Vollstindigkeit des Verfahrens verloren
geht. In diesem Abschnitt werden wir drei solche Loschregeln behandeln und kurz deren
Korrektheit begriinden.

3.6.1.1 Tautologische Klauseln

Ein Literal ist positiv, wenn es Atom ist (z.B. A), und negativ, wenn es ein negiertes Atom
(z.B. ~A) ist.

Definition 3.6.8. Eine Klausel ist tautologisch, wenn sie ein Literal sowohl positiv als auch
negativ enthiilt.

Aus einer Klauselmenge kann man tautologische Klauseln 16schen, denn es gilt:

Satz 3.6.9. Sei C' U {K} eine Klauselmenge, wobei K eine tautologische Klausel ist. Dann sind
C U{K} und C dquivalente Formeln.

Beweis. Offensichtlich gilt: Jede Interpretation I macht die tautologische Klausel K wahr.
Daher gilt I(C U{K}) = fA(I(C),I(K)) = fA(L(C),1) = I(C). O

D.h. wéahrend der Resolution kann man auf das Erzeugen von solchen Resolventen, die
tautologische Klauseln sind, verzichten. In der initialen Klauselmenge kann man tauto-
logische Klauseln bereits entfernen. Beachte insbesondere: Eine CNF ist eine Tautologie
gdw. alle Klauseln tautologisch sind. D.h. fiir Tautologien (die komplette Klauselmenge)
braucht man das Resolutionsverfahren gar nicht starten: Alle Klauseln werden durch das
Loschen tautologischer Klauseln entfernt und man erhilt die leere Klauselmenge.
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3.6.1.2 Klauseln mit isolierten Literalen

Definition 3.6.10. Ein Literal L ist isoliert in einer Klauselmenge C, wenn das Literal LinC
nicht vorkommt. Dabei ist L das zu L negierte Literal, d.h.

- ) =X, wennL =X
X, wenn L =-X

Beispiel 3.6.11. In {{A,-~B},{A,-B,C},{—A,C}} ist das Literal C isoliert, da —~C' nicht in
der Klauselmenge vorkommt. Ebenso ist —~B isoliertes Literal, da B nicht in der Klauselmenge
vorkommt.

Man kann Klauseln, die isolierte Literale enthalten, aus einer Klauselmenge entfernen.
Dabei wird die Erfiillbarkeit der Klauselmenge nicht verdndert:

Satz 3.6.12. Sei C' eine Klauselmenge und C' die Klauselmenge, die aus C' entsteht, indem alle
Klauseln entfernt werden, die isolierte Literale enthalten. Dann ist C erfiillbar gdw. C' erfiillbar
ist.

Beweis. Sei C' erfiillbar und I eine Interpretation mit /(C) = 1. Dann gilt offensichtlich
I(C") =1,da C’" C C (C' enthilt weniger Klauseln als C).

Fiir die umgekehrte Richtung sei C’ erfiillbar und I eine Interpretation mit I(C’) = 1.
Betrachte die Interpretation I’ mit

1, wenn X isoliertes Literal in C
I'(X):=<¢ o, wenn —X isoliertes Literal in C
I(X), sonst

Es muss gelten I'(C') = 1, denn Klauseln mit isolierten Literalen werden offensichtlich
wahr gemacht und alle anderen Klauseln werden bereits durch I wahr gemacht. D.h. C
ist erfullbar. O

Beachte, dass das Entfernen von Klauseln mit isolierten Literalen nicht die Aquivalenz
der Klauselmengen erhalt:

Bemerkung 3.6.13. Betrachte die Klauselmenge C' = {{A,~A},{B}}. Das Literal B ist iso-
liert. Nach Loschen der Klausel entsteht C' = {{A, —~A}}. Wihrend C” eine Tautologie ist, ist C
falsifizierbar (mit I(B) = 0).

Fiir das Resolutionsverfahren reicht die Erfiillbarkeitsdquivenz jedoch aus, da das Ver-

fahren auf Widerspriichlichkeit testet. Daher konnen Klauseln mit isolierten Literalen ent-
fernt werden.
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3.6.1.3 Subsumtion

Definition 3.6.14. Eine Klausel K subsumiert eine Klausel Ko, wenn K; C K gilt. Man sagt
in diesem Fall auch: ,, Ko wird von K7 subsumiert”.

Gibt es in einer Klauselmenge, Klauseln, die durch andere Klauseln subsumiert werden,
so konnen die subsumierten Klauseln entfernt werden, denn es gilt:

Satz 3.6.15. Sei CU{ K, }U{ K>} eine Klauselmenge, wobei K die Klausel Ko subsumiert. Dann
sind die Formeln C' U {K;} U {Ky} und C U { K, } dquivalent.

Beweis. Sei I eine Interpretation. Wir betrachten zwei Falle:

e [(CU{K;}) = 1. Dann muss gelten I(K;) = 1. Da K; C K, muss ebenso gelten
I(K3) = 1 (beachte K7 # (), da I(K;) = 1) und daher macht I auch CU{K; }U{K>}
wabhr.

o [(CU{K })=0,dann kannnur I(C U {K;}U{K>}) = 0 gelten.

Das zeigt, dass subsumierte Klauseln im Resolutionsverfahren entfernt werden kénnen.

3.7 DPLL-Verfahren

Die Prozedur von Davis, Putnam, Logemann und Loveland (DPLL) dient zum Entschei-
den der Erfiillbarkeit (und Unerfiillbarkeit) von aussagenlogische Klauselmengen. Sie ist
eine Abwandlung eines vorher von Davis und Putnam vorgeschlagenen Verfahrens (und
wird daher manchmal auch nur als Davis-Putnam-Prozedur bezeichnet).

Das Verfahren beruht auf Fallunterscheidung und Ausnutzen und Propagieren der In-
formation. Die Korrektheit und Vollstandigkeit des Verfahrens ldsst sich aus der Resolu-
tion samt den Loschregeln leicht folgern.

Der Algorithmus hat eine Klauselmenge als Eingabe und liefert genau dann true als
Ausgabe, wenn die Klauselmenge unerfiillbar ist. Wir nehmen an, dass tautologische
Klauseln in der Eingabe bereits entfernt sind. Der genaue Algorithmus ist wie folgt:
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( 7

Algorithmus DPLL-Prozedur

Eingabe: Klauselmenge C, die keine tautologischen Klauseln enthalt

Funktion DPLL(C):
if 0 € C // C enthilt die leere Klausel
then return true; // unerfiillbar
endif
if C =0 // C ist die leere Menge
then return false; // erfiillbar
endif
if C enthélt 1-Klausel {L} then
Sei C” die Klauselmenge, die aus C entsteht, indem
(1) alle Klauseln, die L enthalten, entfernt werden und
(2) in den verbleibenden Klausel alle Literale L entfernt werden
(wobei L = =X, wenn L = X und L = X, wenn L = —X)
DPLL(C"); // rekursiver Aufruf
endif
if C enthilt isoliertes Literal L then
Sei C’ die Klauselmenge, die aus C' entsteht, indem alle Klauseln, die L enthalten,
entfernt werden.
DPLL(C"); // rekursiver Aufruf
endif
// Nur wenn keiner der obigen Fiille zutraf:
Wihle Atom A, dass in C vorkommt;
return DPLL(C U {{A}}) A DPLL(C U {{—-A}}) // Fallunterscheidung

. J

Dies ist ein vollstandiges, korrektes Entscheidungsverfahren fiir die (Un-)Erfiillbarkeit
von aussagenlogischen Klauselmengen.

Das Entfernen der Klauseln, die das Literal aus der 1-Klausel enthalten, ((1) im Algo-
rithmus) entspricht der Subsumtion, da die 1-Klausel {L} alle Klauseln subsumiert, die
L enthalten. Das Entfernen der 1-Klausel selbst entspricht der Vorgehensweise, das ent-
sprechende Literal L in der Interpretation wahr zu machen, da jedes Modell die 1-Klausel
wahr machen muss.

Das Entfernen der Literale L in (2) entspricht der Resolution der jeweiligen Klausel mit
der 1-Klausel {L} und anschliefender Subsumtion, denn die Resolvente subsumiert die
urspriingliche Klausel:

{L,L,....L}

{L}
\ /
{Lh, ... L}
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Das Entfernen der Klauseln, die isolierten Literale enthalten, entspricht genau der oben
behandelten Loschregel fiir isolierte Literale.

Wenn all diese Regeln nicht mehr anwendbar sind (es gibt weder 1-Klauseln noch iso-
lierte Literale), wird in der letzten Zeile eine Fallunterscheidung durchgefiihrt, die die
beiden Fille A ist wahr, oder A ist falsch probiert.

Diese DPLL-Prozedur ist im Allgemeinen (aus praktischer Sicht) sehr viel besser als ei-
ne vollstdndige Fallunterscheidung iiber alle moglichen Variablenbelegungen, d.h. besser
als die Erstellung einer Wahrheitstafel. Die DPLL-Prozedur braucht im schlimmsten Fall
exponentiell viel Zeit (in der Anzahl der unterschiedlichen Variablen), was nicht weiter
verwundern kann, denn ein Teil des Problems ist gerade SAT, das Erfiillbarkeitsproblem
fur aussagenlogische Klauselmengen, und das ist bekanntlich N'P-vollstandig.

Der DPLL-Algorithmus ist erstaunlich schnell, wenn man bei der Fallunterscheidung
am Ende noch darauf achtet, dass man Literale auswéhlt, die in moglichst kurzen Klauseln
vorkommen. Dies erhoht ndmlich die Wahrscheinlichkeit, dass nach wenigen Schritten
grofie Anteile der Klauselmenge geloscht werden.

Der DPLL-Algorithmus kann leicht so erweitert werden, dass im Falle der Erfiillbarkeit
der Klauselmenge auch ein Modell (eine erfiillende Interpretation) berechnet wird. Der
Algorithmus arbeitet depth-first mit backtracking. Wenn die Antwort , erfiillbar” ist, kann
man durch Riickverfolgung der folgenden Annahmen ein Modell bestimmen:

1. Isolierte Literale werden als wahr angenommen.
2. Literale in 1-Klauseln werden ebenfalls als wahr angenommen.

3. Dadurch nicht belegt Variablen konnen fiir das vollstindige Modell beliebig belegt
werden

Beispiel 3.7.1. Betrachte folgende Klauselmenge, wobei jede Zeile einer Klausel entspricht.

P Q

-P, Q R
P, -Q, R
- P -Q, R
P, Q, R
-P, Q, -R
P, =Q, -R
-P, =Q, -R

Fall 1: Addiere die Klausel { P}. Das ergibt nach einigen Schritten:
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Q, R
-Q, R
Q, R
-Q, —R

Fall 1.1: Addiere {Q}: ergibt die leere Klausel.
Fall 1.2: Addiere {—Q}: ergibt die leere Klausel.
Fall 2: Addiere die Klausel {—P}. Das ergibt nach einigen Schritten:

Q

-Q R
Q R
-Q -R

Weitere Schritte fiir Q) ergeben
R
-R

Auch dies ergibt sofort die leere Klausel. Damit hat die DPLL-Prozedur die eingegebene Klau-
selmenge als unerfiillbar erkannt.

Beispiel 3.7.2. Wir nehmen uns ein Rétsel von Raymond Smullyan vor: Die Frage nach dem
Pfefferdieb. Es gibt drei Verdiichtige: Den Hutmacher, den Schnapphasen und die (Hasel-) Maus.
Folgendes ist bekannt:

o Genau einer von ihnen ist der Dieb.

Unschuldige sagen immer die Wahrheit

Schnapphase: der Hutmacher ist unschuldig.

Hutmacher: die Hasel-Maus ist unschuldig

Kodierung: H, S, M sind Variablen fiir Hutmacher, Schnapphase, Maus und bedeuten jeweils “ist
schuldig”. Man kodiert das in Aussagenlogik und fragt nach einem Modell.

e HVSVM

e H=—=(SVM)

S=-(HVM)
o M = —(HVS)
o ~S=-H

o - H=-M
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Dies ergibt eine Klauselmenge (doppelte sind schon eliminiert):
1. H,S,M
2. -H,-S
3. -H,-M
4. =S, ~M
5. 8,—~H
6. H,-~M

Wir kénnen verschiedene Verfahren zur Losung verwenden.

1. Resolution ergibt: 245 : =H, 346 : =M. Diese beiden 1-Klauseln mit 1 resolviert ergibt: S.
Nach Priifung, ob {—H,—~M, S} ein Modell ergibt, kénnen wir sagen, dass der Schnapphase
schuldig ist.

2. DPLL: Wir verfolgen nur einen Pfad im Suchraum:
Fall 1: S = 0. Die 5-te Klausel ergibt dann —H. Danach die 6te Klausel ~M. Zusammen
mit (den Resten von) Klausel 1 ergibt dies ein Widerspruch.
Fall 2: S = 1. Dann bleibt von der vierten Klausel nur —M iibrig, und von der zweiten
Klausel nur —H. Diese ergibt somit das gleiche Modell.

Beispiel 3.7.3. Eine Logelei aus der Zeit: Abianer sagen die Wahrheit, Bebianer Liigen. Es gibt
folgende Aussagen:

1. Knasi: Knisi ist Abianer.

2. Knesi: Wenn Kndsi Bebianer, dann ist auch Knusi ein Abianer.
3. Knisi: Wenn Knusi Abianer, dann ist Knesi Bebianer.

4. Knosi: Knesi und Kniisi sind beide Abianer.

5. Knusi: Wenn Kniisi Abianer ist, dann ist auch Knisi Abianer.
6. Kndsi: Entweder ist Knasi oder Knisi Abianer.

7. Kniisi: Knosi ist Abianer.

Eine offensichtliche Kodierung ergibt
A<=>1
E <=> (-0E => U)
I <=> (U => -E)
0 <=> (E /\ UE)
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U <=> (UE => I)
O0E <=> (A XOR I)
UE <=>0

Die Eingabe in den DPLL—Algorithmusﬂ ergibt:

abianer1Expr = "((A <=> I) /\\ (E <=> (-0E => U)) /\\ (I <=> (U => -E))
/\\ (0 <=> (E /\\ UE)) /\\ (U <=> (UE => I))
/\\ (OE <=> -(A <=> 1)) /\\ (UE <=> 0))"

Resultat:
"Modell: -0E, -0, -UE, E, U, -I, -A"

Damit sind Knesi und Knusi Abianer, die anderen sind Bebianer.

Beispiel 3.7.4. Ein weiteres Ritsel von Raymond Smullyan:

Hier geht es um den Diebstahl von Salz. Die Verdichtigen sind: Lakai mit dem Froschgesicht,
Lakai mit dem Fischgesicht, Herzbube.

Die Aussagen und die bekannten Tatsachen sind:

e Frosch: der Fisch wars

e Fisch: ich wars nicht

e Herzbube: ich wars

e Genau einer ist der Dieb

e hdchstens einer hat gelogen

Man sieht, dass es nicht nur um die Losung des Ritsels selbst geht, sondern auch um etwas
Ubung und Geschick, das Ritsel so zu formalisieren, dass es von einem Computer gelost werden
kann. Man muf sich auch davon tiberzeugen, dass die Formulierung dem gestellten Problem ent-
spricht. Wir wollen Aussagenlogik verwenden. Wir verwenden Variablen mit folgenden Namen
und Bedeutung:

FRW  Frosch sagt die Wahrheit
FIW  Fisch sagt die Wahrheit
HBW  Herzbube sagt die Wahrheit
FID  der Fisch ist der Dieb

FRD  der Frosch ist der Dieb
HBD  der Herzbube ist der Dieb

Die Formulierung ist:

Eine Implementierung zum  einfachen  Ausprobieren ist iiber Iwww.ki.informatik.uni—l
[frankfurt.de/lehre/allgemein/DP/|zu finden.
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héchstens einer sagt nicht die Wahrheit:
-FRW = FIW ANHBW

-FIW = FRW ANHBW
~HBW = FRW AFIW

genau einer ist der Dieb:
FIDVFRDYV HBD

FID = -~ FRDA-HBD
FRD = -~FIDAN-HBD
HBD = -FIDA-FRD

Die Aussagen:

FRW = FID
F1w = -FID
HBW = HBD

Eingabe in den DPLL-Algorithmus:

dp "((-FRW => FIW /\\ HBW) /\\ (-FIW => FRW /\\ HBW)
/\\ (-HBW => FRW /\\ FIW)
/\\ (FID => -FRD /\\ -HBD) /\\ (FRD => -FID /\\ -HBD)
/\\ (HBD => -FID /\\ -FRD) /\\ (FRW => FID)
/\\ (FIW => -FID) /\\ (HBW => HBD))"

Die berechnete Losung ist: —FRD,—FID,—FRW, FIW, HBW, HBD D.h FRW ist falsch,
d.h. der Lakai mit dem Froschgesicht hat gelogen und der Herzbube war der Dieb.
Der Aufruf

dpalle fischfroschexpr

(siehe Programme zur Veranstaltung) ergibt, dass es genau ein Modell gibt, also gibt es nur die
eine Losung.

Beispiel 3.7.5. Anwendung auf ein Suchproblem: Das n-Damen Problem. s sollen Kéniginnen
auf einem quadratischen Schachbrett der Seitenlinge n so platziert werden, dass diese sich nicht
schlagen kénnen. Damit die Formulierung einfacher wird, erwarten wir, dass sich in jeder Zeile
und Spalte eine Kénigin befindet. Man kann leicht ein Programm schreiben, dass die entsprechende
Klauselmenge direkt erzeugt. Wir demonstrieren dies in Haskell, wobei wir Literale durch Zahlen
darstellen: Negative Zahlen entsprechen dabei negativen Literalen.
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Zundchst muss man sich verdeutlichen, welche Bedingungen zur Losung erforderlich sind: Pro
Zeile und pro Spalte muss eine Dame stehen und es darf keine bedrohenden Paare von Damen
geben. In Haskell programmiert ergibt das:

nDamen n =
(proZeileEineDame n)
++ (proSpalteEineDame n)

++ (bedrohendePaare n)

Der Einfachheit halber kodieren wir die n x n Felder durch Zahlen von 1 bis n2, verwenden
dafiir aber eine Funktion, die uns Koordinaten (im Bereich (1, 1) bis (n, n) direkt umrechnet:

koordinateZuZahl (x,y) n = (x-1)*n+y

Die Bedingungen, dass eine Dame pro Zeile bzw. pro Spalte vorkommt, lassen sich leicht als Klau-
selmengen Programmieren: Z.B. wird dies fiir Zeile i zugesichert, indem alle Felder in Zeile i in
einer Klausel vereint werden, damit ist eines dieser Felder sicher belegt. In Haskell kann man das
leicht mit List Comprehensions programmieren:

proZeileEineDame n = [[koordinateZuZahl (i,j) n | j <- [1..n]] | i <- [1..n]]
proSpalteEineDame n = [[koordinateZuZahl (i,j) n | i <- [1..n]] | j <- [1..n]]

SchliefSlich fiigen wir Klauseln der Form {—X, =Y } hinzu, die zusichern, dass niemals zwei Felder
X und 'Y gleichzeitig belegt sind, sofern sich die Felder in der gleichen Zeile, Spalte, oder Diago-
nalen befinden:

bedrohendePaare n = [[negate (koordinateZuZahl (x1,yl) n), negate (koordinateZuZahl (x2,y2) n)]
| x1 <- [1..n],

y1 <- [1..n],
x2 <- [1..n],
y2 <- [1..n],

(x1,y1) < (x2,y2),
bedroht (x1,y1,x2,y2)]

bedroht (a,x,b,y)
| a ==b = True
| x ==y = True
| abs (a-b) == abs (y-x) = True
| otherwise = False

Die Bedin?mg (x1,y1) < (x2,y2) ist dabei schon eine Optimierung die Symmetrien vermeidet.
Iim Fall n = 4 erzeugt dies die Klauselmenge

[r1,2,3,41,0s,6,7,81,[9,10,11,12],[13,14,15,16],[1,5,9,13], [2,6,10,14],[3,7,11,156], [4,8,12,16],
(-1,-s1,[-1,-91,[-1,-131,[-1,-2],[-1,-61,[-1,-3],[-1,-11],[-1,-4],[-1,-161,[-5,-9],[-5,-13],
[-s5,-21,[-5,-6],[-5,-101,[-5,-7],[-5,-15],[-5,-8],[-9,-13],[-9,-6],[-9,-101,[-9,-14],[-9,-3],[-9,-11],
[-9,-12],[-13,-10],[-13,-14],[-13,-7],[-13,-15],[-13,-4],[-13,-16],[-2,-6],[-2,-10],[-2,-14],[-2,-3],
[-2,-71,[-2,-41,[-2,-121,[-6,-10],[-6,-141,[-6,-3],[-6,-7],[-6,-11],[-6,-8],[-6,-16], [-10,-14],[-10,-7],
[-10,-11],[-10,-15],[-10,-4],[-10,-12],[-14,-11],[-14,-15],[-14,-8],[-14,-16],[-3,-7],[-3,-11],[-3,-15],
(-3,-41,(-3,-81,(-7,-111,[-7,-15],[-7,-41,[-7,-8],[-7,-12],[-11,-15],[-11,-8],[-11,-12],[-11,-16],
[-15,-121,[-15,-16]1,[-4,-81,[-4,-12],[-4,-161,[-8,-12],[-8,-16],[-12,-16]1]

Das Ergebnis der DPLL-Prozedur sind zwei Interpretationen:
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((-4,-8,-15,5,-13,14,-6,-2,12,-9,-1,3,-16,-10,-7,-11],
(-4,2,8,-6,-1,9,-12,-14,-13,-5,15,-3,-16,-10,-7,-11]]

Die entsprechen den zwei moglichen Platzierungen im Fall n = 4.

Der Aufruf dpqueens 8 ergibt nach kurzer Zeit:

Beispiel 3.7.6. Das n-Damen Problem gibt es noch in weiteren Varianten: Die Torus-Variante:
In dem Fall setzt sich die Bedrohung iiber der Rand an der Seite und oben und unten fort. Die die
Bedrohung entlang Diagonallinien des 8 x 8 Feldes ist so dasss die Dame in der ersten Zeile im
unteren Beispiel die Dame in der vierten Zeile bedroht, wenn man die Diagonale nach links unten
verfolgt.

Recherche im Internet ergibt (z.B Polya hat sich schon damit beschiftigt): es gibt offenbar Losun-
gen, wenn n teilerfremd zu 6 ist und n > 5. D.h. fiirn = 5,7,11,13,17, .. gibt es Losungen, fiir
n =4,6,8,9,10,12,14, 15,16, . .. gibt es keine Losungen. Eine Losung (Aufruf: dpqueenscyl
5) ist:

- _-D - -
----D
-D - - -

Fiir n = 11 werden 4 Losungen ermittelt und fiir n = 13 werden 174 Lisungen ermittelt
(allerdings nach einer Symmetrieoptimierung). Eine generische Losung ist:

M. Schmidt-Schaufl & D. Sabel, Skript KI, SoSe 2014 107 Stand: 11. Mai 2014



3 Aussagenlogik

Aus diesen Beispielen kann man sich auch eine Serie von erfiillbaren und unerfiillbaren Klau-
selmengen generieren, die man fiir Testzwecke verwenden kann.

3.8 Modellierung von Problemen als Aussagenlogische
Erfiillbarkeitsprobleme

In diesem Abschnitt wollen wir kurz darauf eingehen, wie man aus einem gegebenen Pro-
blem eine passende Kodierung als Erfiillbarkeitsproblem der Aussagenlogik findet. Die
Beispiele am Ende des letzten Abschnitts geben hier schon die Richtung vor. Man kann al-
lerdings fiir hdufige auftretende Kodierungsprobleme, allgemein Formeln angeben, die es
erlauben, schnell Kodierungen zu finden. Aufierdem soll dieser Abschnitt verdeutlichen,
dass das Modellieren von Problemen als Aussagenlogische Erfiillbarkeitsprobleme oft sys-
tematisch moglich ist. Schliefslich werden wir zum Abschluss des Kapitels die entwickel-
ten Formeln verwenden, um als Anwendungsbeispiel das Lésen von Sudokus durch Ver-
wendung der Aussagenlogik zu automatisieren.

Ein hdufiges Problem bei der Modellierung sind Nebenbedingungen, die erfordern,
dass eine gewisse Anzahl von Literalen im Modell wahr ist, oder nicht wahr ist. Im ein-
facheren Fall besteht die Aufgabe darin sicherzustellen, dass mindestens eine, hochstens
eine oder genau ein Literal (oder auch Subformel) aus einer Menge von Literalen (bzw.
Formeln) wahr ist.

Wir geben hier allgemein an, wie man diese Formeln erstellen kann. Sei S eine Menge
von Formeln (oder im einfacheren Fall Literalen). Die Formel, die mindestens eine der
Formeln aus S wahr macht, ist einfach die Disjunktion aller Formeln in S:

at_least_one(S) = (F1 V...V Fy)

Beachte, dass die Formel genau einer Klausel entspricht, wenn F7, . . ., F;, Literale sind.

Die Formel, die hdchstens eine der Formeln aus S wahr macht, kann man konstruieren,
indem man sich tiberlegt, dass diese Anforderung identisch dazu ist, dass nie zwei For-
meln aus S gleichzeitig wahr sein diirfen. Statt —=(F; A Fj) kann man gleich (—F; vV —Fj)
verwenden:
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at_most_one(S) = /\{(—|FZ VoFy) lie{l,...,n},je{l,...,n},i <j}

Die Formel ist in CNF, wenn F1, ..., F), Literale sind.
Die Kodierung der Bedingung, dass genau eine Formel wahr ist, ist nun die Konjunktion

der at_least_one und at_most_one Formeln:

exactly_one(S) = at_least_one(S) N at_most_one(S)

Beispiel 3.8.1. Wir betrachten das folgende Problem: s Studenten schreiben Klausuren. Der Do-
zent hat k verschiedene Klausurtypen entworfen und er weif$ bereits, wie die Studenten im Klausur-
raum sitzen (er kennt die Paarungen aller benachbart sitzenden Studenten). Der Dozent mdchte
verhindern, dass benachbart sitzende Studenten den gleichen Klausurtyp erhalten. Das Problem
besteht daher darin, welcher Student welchen Klausurtyp erhilt.

Wir verwenden die Aussagenlogischen Variablen:
sg' = Student i schreibt Klausurtyp j

Das Problem hat im Grunde zwei Bedingungen: Jeder Student erhilt genau eine Klausur und
benachbarte Studenten erhalten nicht die gleiche Klausur. Dies ldsst sich ausdriicken durch:

klausur_formel(s, k, benachbart) =

S

Jeder Student erhilt genau eine Klausur: /\ emactly_one({sz | je{1..k}})
=t Student i genau eine Klausur
alle Studenten ) )
Benachbarte Studenten, nicht die gleiche Klausur: A A /\;‘3:1 (—sh V —sy)

(a,b)€benachbart

Beachte, dass direkt eine CNF erzeugt wird, die z.B. als Eingabe fiir die DPLL-Prozedur verwendet
werden kann. Ist die Formel widerspriichlich, dann gibt es zu wenige Klausurtypen. Ist die Formel
erfiillbar, so ldsst sich aus dem Modell ablesen, welche Klausur jeder Student erhiilt.

Die Verallgemeinerung der bisher definierten Formeln, ist es K viele mindestens,
hochstens, oder genau als wahr zu fordern. Hierfiir bietet es sich an, als Vorarbeit alle
Teilmengen der Machtigkeit K der Menge S von Formeln zu berechnen.

Sei all_subsets(S, K) = {S" C S | |S’| = K}. Eine rekursive Berechnung lasst sich z.B.
aus folgender Definition von all_subsets leicht herleiten:

all_subsets(S,0) = {{}}
all_subsets(S, K) {S},wenn |S| = K
all_subsets({s}US, K) = all_subsets(S, K)
U{{s} U S’ | S € all_subsets(S,K — 1)}
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Wir betrachten zunichst den Fall, dass hochstens K Formeln aus S erfiillt werden sol-
len. Offensichtlich reicht hierfiir aus, zu fordern, dass in allen K + 1-elementigen Teilmen-
gen von S mindestens eine Formel falsch ist. Das ergibt:

at_most(K,S) = \{ (~F1 V...V =Fp1) [ {F,..., Fx41} € all_subsets(S, K + 1)

mindr falsch

Der Vorteil ist erneut, dass die erzeugte Formel bereits in CNF ist, wenn S nur Literale
enthalt.

Zum Erzeugen einer Formel, die zusichert, dass mindestens K Formeln aus S wahr
sind, kann man zunédchst die Idee verwenden, dass in mindestens einer K-Elementigen
Teilmenge von S alle Formeln erfiillt sein miissen. Dies ergibt:

at_least(K, S) = \/ /\S’ | " € all_subsets(S, K)

~——
K wahr

Allerdings ist diese Formel keine CNF, daher bietet es sich an die folgende Formel zu
verwenden, die die Idee verwendet: Zunichst muss eine Formel wahr sein, und zuséatzlich
miissen, wenn Formel F; wahr ist, K — 1 weitere Formeln wahr sein. Daraus ldsst sich eine
Formel in CNF (wenn S nur Literale enthélt) herleiten:

at_least(K, S)
= at_least_one(S)
AN{f= VS| feS, 8 e al_subsets(S\ {f},]S| — (K — 1))}

= at_least_one(S)

AN{=fVV S| fesS, S € all_subsets(S\{f},|S] — (K —1))}

Die Formel, die zusichert, dass genau K Formeln aus S wahr sind, ist die Konjunktion
der at_least und at_most Formeln:

exactly(K, S) = at_least(K, S) A at_most(K, S)

Beispiel 3.8.2. Wir betrachten eine Logelei aus der Zeit:

Tom, ein Biologiestudent, sitzt verzweifelt in der Klausur, denn er hat vergessen, das Kapitel
iiber die Wolfswiirmer zu lernen. Das Einzige, was er weif3, ist, dass es bei den Multiple-Choice-
Aufgaben immer genau 3 korrekte Antworten gibt. Und dies sind die angebotenen Antworten:
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a) Wolfswiirmer werden oft von Igelwiirmern gefressen.
b) Wolfswiirmer meiden die Gesellschaft von Eselswiirmern.
c) Wolfswiirmer erndhren sich von Lammuwiirmern.

d) Wolfswiirmer leben in der banesischen Tundra.

e) Wolfswiirmer gehdren zur Gattung der Hundswiirmer.
f) Wolfswiirmer sind grau gestreift.

g) Genau eine der beiden Aussagen b) und e) ist richtig.
h) Genau eine der beiden Aussagen a) und d) ist richtig.
i) Genau eine der beiden Aussagen c) und h) ist richtig.
j) Genau eine der beiden Aussagen f) und i) ist richtig.
k) Genau eine der beiden Aussagen c) und d) ist richtig.
1) Genau eine der beiden Aussagen d) und h) ist richtig.

Wir verwenden A, B, . .., L als Variablen, sodass die entsprechende Aussage wahr ist, gdw. die
Variable wahr ist. Fiir die Aussagen a) bis f) miissen wir zunichst nichts kodieren. Fiir ) bis I):

o  <— BXORE
e H «<— AXORD
o | «— (CXORH
o J «— FXORI

o K «<— (C'XOR D
e . <—= DXORH

Die Bedingung, dass genau 3 Antworten richtig sind, kann mit der exactly-Formel erzeugt wer-
den:

exactly(3,{A,B,C,D,E,F,G,H,I,J,K,L})

Nach Konjunktion aller Aussagen und Eingabe in den DPLL-Algorithmus erhilt man als Modell
[-K,-J,-I,-G,-F,-E,-B,C,-L,-A,H,D], d.h. Tom muss
c) Wolfswiirmer ernihren sich von Lammuwiirmern.
d) Wolfswiirmer leben in der banesischen Tundra.

h) Genau eine der beiden Aussagen a) und d) ist richtig.
ankreuzen.

Schliefslich betrachten wir grofieres Beispiel, das Losen Sudokus. Dabei ist eine 9x9 Ma-
trix gegeben, wobei einige Zelle schon Zahlen enthalten. Die Aufgabe ist es, alle Zellen mit
Zahlen aus dem Bereich 1 bis 9 zu fiillen, sodass in jede Zeile, in jeder Spalte, und in jeder
der 9 disjunkten 3x3 Teilmatrizen, eine Permutation der Zahlen von 1 bis 9 steht.

Z.B. kann man das Sudoku
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614 115
316|5
5|8 2 6
416 8 3
315 2
2 3198
9 1 5
416 5
1 7

folgendermafien Vervollstandigen (Losen):

719161481532
112136591847
581413 (2|7]6]9]|1
4161918121743
8135171941 |2]6
2111715 (6(3]9|8]|4
914|112 |7|5]3|6]8
317|819 (4|6]2]1]|5
652113 (814|719

Wir kodieren ein Sudoku indem wir direkt Zahlen als Variablen verwenden, negative
Zahlen stehen dabei fiir die negierten Variablen. Wir verwenden dreistellige Zahlen XY Z,

wobei
o X = Zeile
e Y = Spalte

e V = Zahl die in der Zelle stehen kann in {1,...,9}

D.h. es gibt pro Zelle 9 Variablen von denen genau eine Wahr sein muss.
Die Klauselmenge zur Losung des Sudokus besteht aus mehreren Teilen:

Klauselmenge = Startbelegung
U FelderEindeutigBelegt
U ZeilenBedingung
U SpaltenBedingung
U QuadratBedingung

Die Startbelegung gibt fiir manche Zellen vor, welche Zahl dort steht. In unserer Kodie-
rung fligen wir hierfpr den entsprechenden 1-Klauseln [XYV] hinzu, wenn in Zelle (X, Y’)
die Zahl V steht.
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Die restlichen Klauseln sind statisch fiir jeden 9x9 Sudokus. Zunéchst miissen wir zusi-
chern, dass in jedem Feld genau eine Zahl steht. Hier fiir ldsst sich die ezactly_one-Formel
verwenden:

9 9
FelderEindeutigBelegt = A A ezactly_one({XY1,...,XY9})
X=1Y=1

Die Zeilen- und Spaltenbedingungen lassen sich ebenfalls durch ezactly_one-Formeln
ausdriicken, es reicht jedoch aus, die at_most_one-Formel zu verwenden, da der Rest
bereits durch die eindeutige Belegung zugesichert wird.

9 9
ZeilenBedingung = A A at_most_one({X1V,..., X9V})
X=1V=1

9 9
SpaltenBedingung = A A at_most_one({1YV,...,9YV})
Y=1V=1

Schliefslich brauchen wir noch die Bedingungen fiir die 3x3 Quadrate

QuadratBedingung =

at_most_one({11V,12V, 13V, 21V, 22V, 23V, 31V, 32V, 33V } )A
at_most_one({14V, 15V, 16V, 24V, 25V, 26V, 34V, 35V, 36V })A
at_most_one({17V, 18V, 19V, 27V, 28V, 20V, 37V, 38V, 30V } A
at_most_one({A1V, 42V, 43V, 51V, 52V, 53V, 61V, 62V, 63V })A
at_most_one({44V, 45V, 46V, 54V, 55V, 56V, 64V, 65V, 66V })A

= ( )

( )
( )
(

>

at_most_one({47V, 48V, 49V, 57V, 58V, 59V, 67V, 68V, 69V } ) A
at_most_one({71V, 72V, 73V, 81V, 82V, 83V, 91V, 92V, 93V } A
at_most_one({74V, 75V, 76V, 84V, 85V, 86V, 94V, 95V, 96V } )A
at_most_one({77V, 78V, 79V, 87V, 88V, 89V, 97V, 98V, 99V })

Die erzeugten Klauselmengen lassen sich anschliefiend direkt in der DPLL-Prozedur
verwenden. Die Programme zu Veranstaltung halten ein Programm, dass vollautomatisch
nach diesem Verfahren Sudokus 16st.

M. Schmidt-Schaufd & D. Sabel, Skript KI, SoSe 2014 1 13 Stand: 11. Mai 2014



Pradikatenlogik

4.1 Syntax und Semantik der Pradikatenlogik (PL;)

Pradikatenlogik (PL) ist eine ausdrucksstarke Logik, die im Prinzip fiir sehr viele Anwen-
dungen ausreicht.

Man unterscheidet verschiedene Stufen der Pradikatenlogik. Pradikatenlogik 0.Stufe
(PLg) ist die Aussagenlogik. Sie erlaubt keine Quantifikationen. Pradikatenlogik erster
Stufe (PL;) dagegen erlaubt schon Quantifikationen {iber Individuenvariablen. Pradika-
tenlogik 2.Stufe (PLy) erlaubt dariiberhinaus noch unabhingig Quantifikationen tiber
die Funktionen und Relationen tiber diese Tragermenge. Man kann also z.B. in P L, hin-
schreiben ,Vz : 3f : VP : P(f(z, f))”, was in PL; nicht geht. Pradikatenlogik noch
hoherer Stufe erlaubt Quantifizierungen tiber die Funktionen und Relationen iiber der
Funktions- und Relationsmenge usw. (Ebbinghaus et al., 1986)).

Aus praktischer Sicht gibt es viele Zusammenhiénge, die sich in anderen Logiken we-
sentlich eleganter und einfacher formulieren lassen als in PL,,.

4.1.1 Syntax der Pradikatenlogik erster Stufe

PL, ist eine Erweiterung der Aussagenlogik. Wie fiir die meisten Logiken besteht die
Syntaxbeschreibung aus den drei Komponenten:

e Signatur
e Bildungsregeln fiir Terme
e Bildungsregeln fiir Formeln

Die Signatur gibt das Alphabet an, aus dem die zusammengesetzten Objekte bestehen.
Man unterscheidet Funktions- und Pridikatensymbole. Neben diesen Symbolen gibt es noch
unendliche viele Variablensymbole, die nicht zur Signatur gerechnet werden.

Beispiel 4.1.1. In einer Formel ,Nx : 3y : P(x, f(y))” sind x und y Variablensymbole, f ist ein
einstelliges Funktionssymbol und P ein zweistelliges Pridikatensymbol.

Aus den Variablen- und Funktionssymbolen lassen sich Terme aufbauen (f(y) ist zum
Beispiel ein Term) und damit und mit den Pradikatensymbolen Atome, Literale und For-
meln. Terme bezeichnen Objekte einer Tragermenge und Formeln bezeichnen Wahrheits-
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4.1 Syntax und Semantik der Pridikatenlogik (PL1)

werte.
Die formale Definition ist:

Definition 4.1.2 (Syntax von PL1). Die Syntax von P Ly besteht zundchst aus einer Signatur
Y, darauf aufbauend werden Terme erzeugt, die schliefilich innerhalb von Formeln verwendet
werden:

Signatur: Eine Signatur 3 ist ein Paar ¥ = (F,P), wobei
o F ist die Menge der Funktionssymbole
o P ist die Menge der Pridikatensymbole

Diese Mengen sind disjunkt. Daneben braucht man noch die Menge V' der Variablensymbole
(abzihlbar unendlich viele). Diese Menge ist ebenfalls disjunkt zu F und P.

Jedem Funktions- und Pridikatensymbol f € ¥ ist eindeutig eine Stelligkeit arity(f) > 0
zugeordnet, die angibt wieviele Arqumente das Funktions- oder Pridikatensymbole erhiilt.
Funktionssymbole mit der Stelligkeit O bezeichnet man auch als Konstantensymbole, d.h.
die Menge der Konstantensymbole ist gerade { f € F | arity(f) = 0}. Es mufS mindestens
ein Konstantensymbol in F' vorhanden sein!

Terme: Die Menge der Terme T'(X, V') diber der Signatur ¥ = (F,P) und den Variablen V
wird induktiv als die kleinste Menge definiert, die folgendes erfiillt:

e VCT(E,V)

o falls f € F,arity(f) =n,t1,...t, € T(X,V)dann f(ty,...t,) € T(X,V). Hier-
bei ist f(ti,...t,) zu lesen als Zeichenkette bzw. als ein Baum.

Formeln: Die Menge der Formeln F'(3, V') iiber der Signatur ¥ = (F,P) und den Variablen
V wird induktiv als die kleinste Menge definiert, die folgendes erfiillt:

e falls P € P,arity(P) = n,ti,...,t, € T(X,V) dann P(t1,...t,) € F(X,V)
(Atom) . Auch hier ist P(t1, .. .t,) als Zeichenkette zu lesen.

o fulls F\G € F(X,V)und x € V, dann auch: (-F),(F V G),(F N G),(F =
G),(FeG),VNz: Fund (3x: F) e F(Z,V).

Wir machen bei den Schreibweisen einige Vereinfachungen: Geschachtelte gleiche
Quantoren schreiben wir als Quantor iiber mehreren Variablen: Vz : Vy : F wird als
Vz,y : F geschrieben. In Formeln werden zum Teil Klammern weggelassen, wenn die
Eindeutigkeit gewidhrleistet bleibt, mit den tiblichen Prioritdtsregeln. Weiterhin erlauben
wir auch als Formelkonstanten die Formeln false und true.

Beispiel 4.1.3. Signatur ¥ := ({a,b, f, g}, {P, Q, R}) mit arity(a) = arity(b) = arity(P) =
0, arity(f) = arity(Q) = 1 arity(g) = arity(R) = 2.V = {z,y,2,...}
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4 Pridikatenlogik

T(S,V) = F(X,V) =
{P,Q(a),Q(b),Q(x),...,R(a,a),...R(a,b),...
fla), f(b), f(=),. .. —P,—Q(a), ...
g(a,a),g(a,b),g(a, f(a)),... PAQ(a),PN—Q(a),...
f(f(@), fF(f(B)),--. flg(a,a)),...  PVQa),PV-Qa),...
9(f(f(a)),a),... P = Qa), P < —Q(a),...
Vo Qx),...
Jz: R(z,y) = Q(z),...

Mit der Forderung, dass mindestens ein Konstantensymbol vorhanden sein muss, ist
implizit verbunden, dass die Tragermengen, iiber die in einer jeweiligen Interpretation
quantifiziert wird, nicht leer sein kann — es muss mindestens ein Element vorhanden sein,
auf das dieses Konstantensymbol abgebildet wird. Damit verhindert man, dass Quanti-
fizierungen der Art ,Vz : (P A ~P)” wahr gemacht werden konnen; indem die Menge,
iiber die quantifiziert wird, leer ist. Einige der logischen Verkniipfungen, wie z.B. = und
4 sind redundant. Sie konnen durch die anderen dargestellt werden. Bei der Herstellung
der Klauselnormalform (Abschnitt werden sie dann auch konsequenterweise wie-
der eliminiert. Nichtsdestotrotz erleichtern sie die Lesbarkeit von Formeln betrdchtlich
und sind daher mit eingefiihrt worden.

Definition 4.1.4 (Konventionen). Wir verwenden die folgenden Konventionen:

e Da 0-stellige Funktionssymbole als Konstantensymbole dienerﬂ schreibt man im allgemei-
nen nicht ,a()” sondern einfach nur ,,a”

o Variablen sind genau einem Quantor zugeordnet Insbesondere gelten dhnlich wie in den
meisten Programmiersprachen die schon gewohnten Bereichsregeln (lexical scoping) fiir Va-
riable. D. h. Formeln der Art Vz : 3z : P(x) haben nicht die vermutete Bedeutung, nimlich
dass fiir alle x das gleiche x existiert, sondern x ist gebunden in 3z : P(x) und dass du-
fSere x in alle Vx : kann das innere x nicht beeinflussen. D.h. die Formel ¥Yx : 3x : P(x)
ist zu Yy : 3z : P(x) und daher zu 3x : P(x) dquivalent. Da man unendlich viele Va-
riablensymbole zur Verfiigung hat, kann man in jedem Fall fiir jeden Quantor ein anderes
Variablensymbol wihlen.

o Meist haben die logischen Verkniipfungssymbole die Bindungsordnung =, <, A\, V, -, d.h.
= bindet am schwichsten und — am stéirksten. Danach gilt eine Formel ~A N BV C =
D < E A F als folgendermaflen strukturiert: (mA) A (BV C)) = (D < (E A F)).
Quantoren binden, soweit die quantifizierte Variable vorkommt. D.h. Vx : P(x) A Q steht

Tndem man Konstantensymbole nicht extra ausweist, spart man sich in vielen Fallunterscheidungen eben
diesen speziellen Fall.
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fiir (Vx : P(z)) ANQ wihrendVz : P(x) \R(z) fiir (Vx : (P(x) AR(x))) steht. Um Zweifel

auszuschlieflen, werden aber meist die Klammern explizit angegeben.

e Im Folgenden wird die allgemein iibliche Konvention fiir die Benutzung des Alphabets ver-
wendet: Buchstaben am Ende des Alphabets, d.h. u,v,w, x,y, z bezeichnen Variablensym-
bole. Buchstaben am Anfang des Alphabets, d.h. a,b, c, d, e bezeichnen Konstantensymbo-
le. Die Buchstaben f, g, h werden fiir Funktionssymbole benutzt. Die groffen Buchstaben

P,Q, R, T werden fiir Pridikatensymbole benutzt.

Die Syntax der Terme und Formeln wurde induktiv definiert: Aus den einfachen Ob-
jekten, Variable im Fall von Termen und Atome im Fall von Formeln wurden mit Hilfe
von Konstruktionsvorschriften die komplexeren Objekte aufgebaut. Damit hat man eine
Datenstruktur, die eine Syntaxbaum hat, der mit verschiedenen Konstruktoren aufgebaut
wurde. Definitionen, Algorithmen, Argumentation und Beweise miissen nun jeweils re-
kursiv (induktiv) gemacht werden, wobei man stets Fallunterscheidung und Induktion

tiber die Struktur der Formeln und Terme machen muss

Variablen, die nicht im Skopus eine Quantors stehen nennt man freie Variablen. Fiir ei-
ne Formel F' bzw. Term ¢ bezeichnen wir mit F'V(F) bzw. F'V (t) die Menge der freien

Variablen.

Beispiel 4.1.5. Seien x,y, z Variablensymbole, dann gilt:

o FV(z) =FV(f(z)) =FV(g(z,g(z,a))) = {z}
o FV(P(z) AQy)) = {z,y}

o FV(3x: R(z,y)) ={y}.

Definition 4.1.6 (Sprechweisen). Wir fiihren einige iibliche Sprechweisen fiir spezielle Formeln

und Terme ein:
Atom:

Literal:

Grundterm:
Grundatom:
geschlossene Formel:

Klausel

Beispiel 4.1.7. Fiir eine geschlossene Formel: Vx : 3y : P(x,y). Nicht geschlossen ist: Jy :

Eine Formel der Art P(ty,...t,) wobei P ein Pridikatensymbol
und tq, ..., t, Terme sind heifst Atom.

Ein Atom oder ein negiertes Atom heifst Literal. (Beispiele: P(a)
und - P(a))

Ein Term t ohne Variablensymbole, d.h. F'V (t) = (), heifit Grund-
term (engl. ground term).

Ein Atom F ohne Variablensymbole, d.h. FV(F) = 0, heifit
Grundatom.

Eine Formel F ohne freie Variablensymbole, d.h. FV (F) = ()
heift geschlossen.

Formel mit einem Quantorprifix nur aus Allquantoren besteht
.d.h F =V".F' und F' ist eine Disjunktionen von Literalen.

P(x,y),da F'V(Jy: P(x,y)) = {y}) -
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4 Pridikatenlogik

4.1.2 Semantik

Die Semantik der Pradikatenlogik kann man analog zur Aussagenlogik definieren, man
benotigt in diesem Fall noch eine Menge von Individuen (den Domain) und Interpretati-
onsmoglichkeiten fiir Terme (Funktionen) und Pradikate.

Definition 4.1.8. Interpretation Gegeben eine Signatur ¥ = (F, P) und Variablensymbole V.
Eine Interpretation I = (S, Iyv) mit S = (Dg, Fs, Ps) besteht aus einer nichtleeren Menge Dg
(die Trigermenge), einer Interpretation der Funktionssymbole Fs, die jedem Funktionssysmbol
f € F eine totale Funktionen fg € Fg tiber D zuordnet und der Interpretation der Pridikaten-
symbole Pg, die jedem Pridikat P € P ein Pridikat Ps € Pg (als Relation iiber D) zuordnet.
SchliefSlich ist I, : V' — Dg eine Variablenbelequng, die jedem Variablensymbol einen Wert in
der Trigermenge von Dg zuordnet.

Diese Interpretation wird wvertriglich erweitert auf Terme, als I(x) = Iy(x) und

I(f(trs- b)) = Fs(I(t), - Iitn)):

Das Paar (Dg,Fs) nennt man auch >-Algebra, und das 3-Tupel (Dg,Fs),Ps) -
Struktur. Eine ganz spezielle 3-Algebra, ist die Termalgebra. Diese interpretiert die Funk-
tionssymbole als syntaktische Terme:

Definition 4.1.9. (Termalgebra) Fiir eine Signatur 3 = (F,P) und eine Menge von Variablen
V sei (T'(3, V') die Menge der Terme iiber der Signatur ¥ und den Variablen V. Sei Fr die Menge
der Funktionen {fx, | f € F,arity(f) =n, fs(t1,...,tn) := f(t1,...,tn)}). Dann nennt man
(T'(2,V), Fr) die Termalgebra iiber der Signatur X.

Fiir eine gegebene Interpretation / definieren wir eine abgednderte Interpretation
Ifa/z], mit I[a/x](z) := aund I[a/z]|(y) := I(y) falls y # x.

Nun kénnen wir den Wahrheitswert von Formeln bzgl. einer Interpretation I definieren:

Definition 4.1.10 (Auswertung von Formeln). Sei I eine Interpretation. Die Basisfille sind:

Fall: H = P(ty,...t,) falls (I(t1),....I(tn) € P} dann I(H) =1
falls (I(t1),...,1(t,)) ¢ Ps, dannI(H) :=0.
FallH="P I(P) := Ps.
Rekursionsfille:

2pg ist die in Ps dem Symbol P zugeordnete Relation
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4.1 Syntax und Semantik der Pridikatenlogik (PL1)

Fall: H = false dannI(H)=10

Fall: H = true dann I(H) =1

Fall: H = -F dann I(H) =1falls I(F) =0

Fall H=FVG dannI(H)=1falls I(F)=1oder I(G) =1

Fall H=F NG, dannI(H)=1fallsI(F)=1und I(G) =1

Fall H=F = G dannI(H) = 1falls I(F) = 0oder I(G) =1

Fall H=F < G dannI(H) =1falls I(F) =1gdw. I(G) =1

Fall: H=Vx:F dannI(H) = 1falls fiiralle a € Dg : I[a/z](F) =1
Fall: H=3x: F dann I(H) = 1falls fiirein a € Dg : I[a/x](F) =1

Diese Definition erlaubt es, fiir eine Formel und eine Interpretation I zu bestimmen,
ob die Formel in dieser Interpretation wahr oder falsch ist. Im nédchsten Schritt lassen
sich dann die Formeln danach klassifizieren, ob sie in allen Interpretationen wahr wer-
den (Tautologien), in irgendeiner Interpretation wahr werden (erfiillbare Formeln), in
irgendeiner Interpretation falsch werden (falsifizierbare Formeln) oder in allen Interpre-
tationen falsch werden (unerfiillbare oder widerspriichliche Formeln).

Definition 4.1.11 (Modelle, Tautologien etc.). Eine Interpretation I, die eine Formel F wahr
macht (erfiillt) heifit Modell von F. Man sagt auch: F' gilt in I (F ist wahr in I, I erfiillt F).
Bezeichnung: I |= F'.

Eine Formel F heifst:

allgemeingiiltig (Tautologie, Satz) wenn sie von allen Interpretationen erfiillt wird
erfiillbar wenn sie von einer Interpretation erfiillt wird, d.h. wenn es ein Modell gibt
unerfiillbar (widerspriichlich) wenn sie von keiner Interpretation erfiillt wird.
falsifizierbar wenn sie in einer Interpretation falsch wird.
Es gibt dabei folgende Zusammenhange:
e Eine Formel F ist allgemeingiiltig gdw. —F unerfiillbar
e Falls F' nicht allgemeingiiltig ist: F ist erfiillbar gdw. —F erfiillbar

Die Menge der unerfiillbaren und die Menge der allgemeingiiltigen Formeln sind dis-
junkt. Formeln die weder unerfiillbar noch allgemeingiiltig sind sind gleichzeitig erfiillbar
und falsifizierbar.

Beispiel 4.1.12. Einige Beispiele fiir allgemeingiiltige, unerfiillbare, erfiillbare und falsifizierbare
Formeln sind:

allgemeingfiiltig: PV =P

unerfiillbar PA-P

etfiillbar, falsifizierbar: Vx.P(x)

Fiir den letzten Fall geben wir Interpretation an, die die Formel erfiillt und eine die sie falsifiziert:
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1. Als Menge Dg wihlen wir {0, 1}, als Interpretation fiir P ebenfalls die Menge Ps = {0, 1}.
Dann ergibt eine Interpretation I: I(Vx.P(z)) gdw. 0 € Pg und 1 € Pg. D.h
I(Vz.P(x)) =

2. Als Menge Dg wihlen wir {0, 1}, als Interpretation fiir P die Menge Ps = {0}. Dann
ergibt eine Interpretation I: I(Vz.P(x)) gdw. 0 € Psund 1 € Pg. D.h. I(Vz.P(z)) =

Als weiteren, einfachen Testfall untersuchen wir Klauseln.

Beispiel 4.1.13. Wann ist die Klausel {P(s), ~P(t)} eine Tautologie? Zundchst ist einfach zu
sehen, dass { P(s), ~P(s)} eine Tautologie ist: Fiir jede Interpretation I gilt, dass I(P(s)) gerade
der negierte Wahrheitswert von I(—P(s)) ist.

Angenommen, s # t. Vermutung: dann ist es keine Tautologie. Um dies nachzuweisen, muss
man eine Interpretation finden, die diese Klausel falsch macht.

Zuerst definieren wir eine Trigermenge Dg und eine ¥-Algebra. Man startet mit einer Menge
Ay, die mindestens soviele Elemente enthilt, wie die Terme s,t Konstanten und Variablen ent-
halten. Also Ay := {a1,...,an,Cyy,...Cy,, }, wobei a; die Konstanten in s,t sind und x; die
Variablen.

Danach definiert man alle Funktionen so, die in s, t vorkommen, so dass keinerlei Beziehungen
gelten. D.h. man kann genau alle Terme nehmen, die sich aus den A als Konstanten und den Funk-
tionssymbolen aufbauen lassen. D.h. es ist die Termmenge einer Termalgebra tiber einer erweiterten
Signatur ¥'.

Danach wihlt man als Interpretation I(a;) := a;, I(z;) = ¢z, fs = f. Beachte, dass der
Quantorprifix nur aus Allquantoren besteht.

Damit gilt nun: I1(S) # I(t). Da man die einstellige Relation Ps , die P zugeordnet wird, frei
wihlen kann, kann man dies so machen, dass I(s) ¢ Ps und I(t) € Ps. Damit wird aber die
Klausel falsch unter dieser Interpretation. D.h. es kann keine Tautologie sein.

Analog kann man diese Argumentation fiir Klauseln mit mehrstelligen Pradikaten ver-
wenden.

Jede Klausel, die mehr als ein Literal enthilt, ist erfiillbar. Wie nehmen an, dass die
Formeln true, false nicht in Klauseln verwendet werden.

Mit der Einfithrung des Begriffs eines Modell (und einer Interpretation) sind alle Vor-
aussetzungen gegeben, um — in Verallgemeinerung der Begriffe fiir Aussagenlogik — eine
semantische Folgerungsbeziehung = zwischen zwei Formeln zu definieren:

Definition 4.1.14 (Semantische Folgerung).
F = G gdw. G gilt (ist wahr) in allen Modellen von F.

Diese Definition ist zwar sehr intuitiv, da es aber i.A. unendlich viele Modelle fiir eine
Formel gibt, ist sie jedoch in keiner Weise geeignet, um fiir zwei konkrete Formeln F’ und
G zu testen, ob G aus F' semantisch folgt. Die semantische Folgerungsbeziehung dient
aber als Referenz; jedes konkrete, d.h. programmierbare Testverfahren muss sich daran
messen, ob und wie genau es diese Beziehung zwischen zwei Formeln realisiert.
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Bemerkung 4.1.15. Das Beispiel der natiirlichen Zahlen und der darin geltenden Siitze ist nicht
vollstindig mit P Ly zu erfassen. Der Grund ist, dass man nur von einer einzigen festen 3-Struktur
ausgeht (die natiirlichen Zahlen) und dann nach der Giiltigkeit von Sitzen fragt.

Versucht man die natiirlichen Zahlen in PLy zu erfassen, so stellt sich heraus, dass man mit
endlich vielen Axiomen nicht auskommt. Es ist sogar so, dass die Menge der Axiome nicht rekursiv
aufzihlbar ist.

Beispiel 4.1.16. Ein Beispiel fiir eine in P Ly modellierbare Theorie sind die Gruppen. Man bend-
tigt nur endlich viele Axiome. Und man kann dann danach fragen, welche Sétze in allen Gruppen
gelten.

Ein erster Schritt zur Mechanisierung der Folgerungsbeziehung liefert das sogenannte
Deduktionstheorem, welches die semantische Folgerungsbeziehung in Beziehung setzt mit
dem syntaktischen Implikationszeichen. Dieses Theorem erlaubt die Riickfiihrung der se-
mantischen Folgerung auf einen Tautologietest.

Theorem 4.1.17 (Deduktionstheorem). Fiir alle Formeln F und G gilt: F' |= G gdw. F = G
ist allgemeingiiltig (Tautologie).

Bemerkung 4.1.18. Will man wissen, ob eine Formel F aus einer Menge von Axiomen
Aq, ..., A, folgt, so kann man dies zundchst auf die dquivalente Frage zuriickfiihren, ob F' aus
der Konjunktion der Axiome Ay A ... A\ Ay, folgt und dann auf die dquivalente Frage, ob die Im-
plikation (A1 A ... N Ay,) = F eine Tautologie ist.

Das Deduktionstheorem gilt in anderen Logiken i.A. nicht mehr. Das kann daran lie-
gen, dass die semantische Folgerungsbeziehung dort anders definiert ist oder auch, dass
die Implikation selbst anders definiert ist. Die Implikation, so wie sie in PL; definert ist,
hat ndmlich den paradoxen Effekt, dass aus etwas Falschem alles folgt, d.h. die Formel
false = F ist eine Tautologie. Versucht man, diesen Effekt durch eine gednderte Defi-
nition fiir = zu vermeiden, dann muss das Deduktionstheorem nicht mehr unbedingt
gelten. Da F' eine Tautologie ist genau dann wenn —F unerfiillbar ist, folgt unmittelbar:

FEG
gdw.
—(F' = @) ist unerfiillbar (widerspriichlich)
gdw.
F A =G ist unerfiillbar.

Das bedeutet, dass man in PL; den Test der semantischen Folgerungsbeziehung weiter
zuriickfithren kann auf einen Unerfiillbarkeitstest. Genau dieses Verfahren ist die hdufig
verwendete Methode des Beweis durch Widerspruch: Um zu zeigen, dass aus Axiomen
ein Theorem folgt, zeigt man, dass die Axiome zusammen mit dem negierten Theorem
einen Widerspruch ergeben.
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4.1.3 Berechenbarkeitseigenschaften der Pradikatenlogik

Es gilt die Unentscheidbarkeit der Pradikatenlogik:

Theorem 4.1.19. Es ist unentscheidbar, ob eine geschlossene Formel ein Satz der Pridikatenlogik
ist.

Einen Beweis geben wir nicht. Der Beweis besteht darin, ein Verfahren anzugeben, das
jeder Turingmaschine M eine pradikatenlogische Formel zuordnet, die genau dann ein
Satz ist, wenn diese Turingmaschine auf dem leeren Band terminiert. Hierbei nimmt man
TM, die nur mit einem Endzustand terminieren konnen. Da das Halteproblem fiir Turing-
maschinen unentscheidbar ist, hat man damit einen Beweis fiir den Satz.

Analog dazu gilt jedoch, die Semi-Entscheidbarkeit, d.h.

Theorem 4.1.20. Die Menge der Siitze der Pridikatenlogik ist rekursiv aufzihlbar.

Als Schlufifolgerung kann man sagen, dass es kein Deduktionssystem gibt (Algorith-
mus), das bei eingegebener Formel nach endlicher Zeit entscheiden kann, ob die Formel
ein Satz ist oder nicht. Allerdings gibt es einen Algorithmus, der fiir jede Formel, die ein
Satz ist, auch terminiert und diese als Satz erkennt.

Uber das theoretische Verhalten eines automatischen Deduktionssystems kann man da-
her folgendes sagen: Es kann terminieren und antworten: ist oder ist kein Satz. Wenn das
System sehr lange lduft, kann das zwei Ursachen haben: Der Satz ist zu schwer zu zeigen
(zu erkennen) oder die eingegebene Formel ist kein Satz und das System kann auch dies
nicht erkennen.

Die Einordnung der sogenannten quantifizierten Booleschen Formeln — Quantoren
iiber null-stellige Pradikate sind erlaubt, aber keine Funktionssymbole, und keine mehr-
stelligen Pradikate — ist in PL; nicht moglich. Diese QBF sind ein ,Fragment” von PL,.
Es ist bekannt, dass die Eigenschaft ,Tautologie” fiir QBF entscheidbar ist (PSPACE-
vollstandig).

4.1.4 Normalformen von PL;-Formeln

Ziel diese Abschnitts ist es, einen Algorithmus zu entwickeln, der beliebige Formeln in
eine Klauselnormalform (conjunctive normal form, CNF), d.h. eine Konjunktion (A) von
Disjunktionen (V ) von Literalen, transformiert. Diese Klauselnormalform ist nur , ganz
auflen” allquantifiziert, es gibt keine inneren Quantoren. Folgendes Lemma erlaubt die
Transformation von Formeln, wobei die Regeln in Tautologien entsprechen, aber als Trans-
formationen benutzt werden. Diese sind Erweiterungen der Tautologien der Aussagenlo-
gik.

Lemma 4.1.21. Elementare Rechenregeln
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—Vz: F & dx:F

—dz: F & Vo oF

Ve : F)ANG & Vo : (FAG) falls x nicht freiin G
Vz:F)VG & VYo : (FVG) fallsz nicht freiin G
(Fz:F)NG & Jx: (FAG) falls x nicht freiin G
(Fz:F)vVG & Jdx: (FVG) falls z nicht freiin G
Ve : FAVz:G < Va:(FAQG)

Jr:FVvidx:G & Fz:(FVGE)

Bemerkung 4.1.22. Mithilfe der obigen Tautologien kann man die sogenannte Prinexform und
auch die Negationsnormalform einer Formel herstellen. Die Pranex-form ist dadurch gekennzeich-
net, dass in der Formel zuerst alle Quantoren kommen (Quantorprifix), und dann eine quantoren-
freie Formel. Die Negations-normalform ist dadurch gekennzeichnet, dass alle Negationszeichen
nur vor Atomen vorkommen und dass die Junktoren =, < eliminiert sind.

Zur Umwandlung einer Formel in Prinexform braucht man nur die Aquivalenzen zu verwen-
den, die Quantoren nach aufSen schieben. Hierzu miissen alle gebundenen Variablen verschiedene
Namen haben. Die Aquivalenzen, die es erlauben, Subformeln unter Quantoren V. zu schieben,
falls diese die Subformel die Variable x nicht enthiilt, spielen eine wichtige Rolle.

Die Negationsnormalform wird erreicht, indem man zundichst =, < eliminiert und dann alle
Aquivalenzen nutzt, um Negationszeichen nach innen zu schieben.

Die Elimination von Existenzquantoren ist die sogenannte Skolemisierung (Nach Tho-
ralf Skolem).
Idee: Ersetze in 3z : P(z) das z, ,,das existiert” durch ein Konstantensymbol a, d.h. 3z :
P(z) — P(a) Ersetze in Vz;...x, : 3y : P(z1,...,%,,y) das y durch eine Funktion von
iy ..oy Tp, dh Ve ooxy sy P(ay, . 2, y) =2 Ve s P, X, f(21, -0, 20).

Im nédchsten Theorem sei G[z1, ..., zy,y] eine beliebige Formel, die die Variablensym-
bole z1,...,x,,y frei enthdlt und Glz1,...,z,,t| eine Variante von F, in der alle Vor-
kommnisse von y durch ¢ ersetzt sind.

Theorem 4.1.23. Skolemisierung

Eine Formel F = Vxi ...z : 3y : Glx1,. .., Ty, y] ist (un-)erfiillbar gdw. F' = Vzy ... 2, :
Glxi,...,xn, f(x1,...,2,)] (un-)erfiillbar ist, wobei f ein n-stelliges Funktionssymbol ist mit
n > 0, das nicht in G vorkommt.

Beispiel 4.1.24. Skolemisierung

Jz: P(x) — Pf(a)

Vo 3y QUf(y,y)wy) — Vo:Q(f(9(@),9(x)), 2, 9(x))
Ve,y:3z:x+z=y — Vr,y:x+h(z,y)=y.
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Beispiel 4.1.25. Skolemisierung erhilt i.a. nicht die Allgemeingiiltigkeit (Falsifizierbarkeit):
Vo : P(x) V =V : P(z) ist eine Tautologie
Vo : P(x) V 3z : = P(z) ist dquivalent zu
YV : P(x) V —~P(a) nach Skolemisierung.

Eine Interpretation, die die skolemisierte Formel falsifiziert kann man konstruieren wie folgt:
Die Trigermenge ist {a,b}. Es gelte P(a) und —P(b). Die Formel ist aber noch erfiillbar.

Beachte, dass es dual dazu auch eine Form der Skolemisierung gibt, bei der die all-
quantifizierten Variablen skolemisiert werden. Dies wird verwendet, wenn man statt auf
Widerspriichlichkeit die Formeln auf Allgemeingiiltigkeit testet. Im Beweis ersetzt man
dann die Begriff erfiillbar durch falsifizierbar und unerfiillbar durch allgemeingiiltig.

Skolemisierung ist eine Operation, die nicht lokal innerhalb von Formeln verwendet
werden darf, sondern nur global, d.h. wenn die ganze Formel eine bestimmte Form hat.
Zudem bleibt bei dieser Operation nur die Unerfiillbarkeit der ganzen Klausel erhalten.

Theorem 4.1.26 (Allgemeinere Skolemisierung). Sei F' eine geschlossene Formel, G eine
existentiell quantifizierte Unterformel in F an einer Position p, Weiterhin sei G nur unter All-
quantoren, Konjunktionen, und Disjunktionen. Die All-quantoren iiber G binden die Variablen
T1,..., &y mit n > 0. D.h. Fist von der Form F[3y : G'[x1, ..., zn, Y]]

Dann ist F|G] (un-)erfiillbar gdw. F|G'[x1, ..., Tn, f(21,...,2z,)]] (un-)erfiillbar ist, wobei
f ein n-stelliges Funktionssymbol ist, das nicht in G vorkommt.

Definition 4.1.27 (Transformation in Klauselnormalform). Folgende Prozedur wandelt jede
pridikatenlogische Formel in Klauselform (CNF) unter Erhaltung der Erfiillbarkeit um:

1. Elimination von < und =: F < G — F = GANG = F (Lemmal4.1.21)) und

F=G—--FVG

2. Negation ganz nach innen schieben:

- F - F
~(FANG) — —-FV-G
-(FVG) — —-FA-G
-Vz:F — dz:-F
-dz: F — Vz:-F

3. Skopus von Quantoren minimieren, d.h. Quantoren so weit wie moglich nach innen schieben
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(kann auch nur teilweise geschehen)

Ve : (FAG)
Vo : (FVGQG)
Jz: (FAG)
dz: (FVG)
Ve : (FAG)
dz: (FVG)

L 4L 4l

Ve : F)ANG
(Vz: F)VG
(Fz:F)ANG
(Fz:F)VG
Vo : FAVz: G
Jr:FV3dx:G

falls x nicht frei in G
falls x nicht frei in G
falls x nicht freiin G
falls x nicht frei in G

4. Alle gebundenen Variablen sind systematisch umzubenennen, um Namenskonflikte aufzu-

losen.

5. Existenzquantoren werden durch Skolemisierung eliminiert

6. Allquantoren nach aufSen schieben

7. Distributivitit (und Assoziativitit, Kommutativitit) iterativ anwenden, um A\ nach auflen
zu schieben (,,Ausmultiplikation”). 'V (G AN H) — (FV G) A (F V H) (Das duale
Distributivgesetz wiirde eine disjunktive Normalform ergeben.)

8. Allquantoren vor die Klauseln schieben, anschlieffend umbenennen und die Quantoren 16-
schen (alle Variablen werden als allquantifiziert angenommen).

Das Resultat dieser Prozedur ist eine Konjunktion von Disjunktionen (Klauseln) von Literalen:

oder in Mengenschreibweise:

A
A

A

(L171 V...V L17n1)
<L271 V...V L27n2>

{{Ll,l, PR 71-1177741}7
{Laja,... Lop,}s

{Lias--s Lipg b}

(Lk71 V...V Ll,nk)

Beispiel 4.1.28. Analog zur Aussagenlogik kann das CNF-Verfahren so optimiert werden, dass

es statt exponentiell grofien Formeln nur linear grofie Klauselmengen generiert.

Al: Dieb(Anton) V Dieb(Ede) V Dieb(Karl)

A2: Dieb(Anton) = (Dieb(Ede) v Dieb(Karl))
Beispiel 4.1.29. A3: Dieb(Karl) = (Dieb(Ede) v Dieb(Anton))

A4: Dieb(Ede) = (- Dieb(Anton) A— Dieb(Karl))

Ab5: = Dieb(Anton) V- Dieb(Karl)
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Klauselform:
Al:  Dieb(Anton), Dieb(Ede), Dieb(Karl)
A2: - Dieb(Anton), Dieb(Ede), Dieb(Karl)
A3: - Dieb(Karl), Dieb(Ede), Dieb(Anton)
A4a: - Dieb(Ede), — Dieb(Anton)
A4b: - Dieb(Ede), — Dieb(Karl)
A5: - Dieb(Anton),— Dieb(Karl)

Beispiel 4.1.30. verschiedene Typen von Normalformen:
Original Formel: Ve : (e >0=30: (6 > 0AVz,y: (Jz —y| < d = |g(z) — g(y)| < €)))

Negations Normalform : (Alle Negationen innen; =, < eliminiert)

Ve:(me>0V30:(d>0AVr,y: (—|z—yl<dViglz)—g(y)| <e)))

Prinex Form : (Alle Quantoren auflen) Ve : 30 :Vz,y :e >0=0 >0A(Jz —y| < 0 =
l9(x) — g(y)| <¢)

Skolemisierte Pranex Form : & > 0= f5(¢) > 0A (Jz —y| < fs(e) = |g(z) — g(y)| < ¢)

Disjunktive Normalform : (—¢ > 0)V (fd(e) > 0A=|z—y| < f5(¢)) vV (f5(e) > OA|g(x) —
9(y)l <e)

Konjunktive Normalform : (—¢ > 0V f5(e) > 0) A (me > 0V =|z —y| < fd(e) V |g(z) —
9(y)l <e)

Klauselform : {{—c > 0, fs(¢) > 0}, {—e > 0, -]z — y| < fs5(¢),|g(x) — g(y)| < €}}.

4.2 Resolution

Ein Kalkiil soll die semantische Folgerungsbeziehung durch syntaktische Manipulation
nachbilden, d.h. genau dann wenn F' = G, soll es moglich sein, entweder G aus F' durch
syntaktische Manipulation abzuleiten (F' - G, positiver Beweis) oder F' A =G durch syn-
taktische Manipulation zu widerlegen (F' A =G | false, Widerlegungsbeweis). Fiir jeden
Kalkiil muss die Korrektheit gezeigt werden, d.h. wann immer F' - G, dann F' = G. Die
Vollstandigkeit, d.h. wann immer F' = G, dann F' + G ist nicht notwendig. Was moglichst
gelten sollte (aber bei manchen Logiken nicht moglich ist), ist die Widerlegungsvollstan-
digkeit, d.h. wann immer F' |= G dann F' A =G + false. Fiir PL, gibt es eine ganze Reihe
unterschiedlicher Kalkiile. Ein wichtiger und gut automatisierbarer ist der 1963 von John
Alan Robinson entwickelte Resolutionskalkiil (Robinson, 1965)). Er arbeitet in erster Linie
auf Klauseln.
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4.2.1 Grundresolution: Resolution ohne Unifikation

Im folgenden schreiben wir Klauseln teilweise als Folge von Literalen: L1, ... L, und be-
handeln diese als waren es Multimengen. (teilweise auch als Mengen).

Grundresolution behandelt Grund-Klauselmengen, d.h. Klauselmengen die nur
Grundterme enthalten und somit variablenfrei sind.

Definition 4.2.1. Resolution im Fall direkt komplementirer Resolutionsliterale.
Elternklausel 1: L, Kq,...,K,,
Elternklausel 2: —L,Nq,...,N,
Resolvente: Ky,...,K,,Ny,...,N,

Hierbei kann es passieren, dass die Resolvente keine Literale mehr enthilt. Diese Klau-
sel nennt man die leere Klausel; Bezeichnung: [J. Sie wird als ,falsch” interpretiert und
stellt i.a. den gesuchten Widerspruch dar.

Beispiel 3.2.14 weiter fortgesetzt:

Beispiel 4.2.2. siehe Beispiel |4.1.29
Al:  Dieb(Anton), Dieb(Ede), Dieb(Karl)

A2: - Dieb(Anton), Dieb(Ede), Dieb(Karl)

A3: - Dieb(Karl), Dieb(Ede), Dieb(Anton)

A4a: — Dieb(Ede), — Dieb(Anton)

A4b: - Dieb(Ede), — Dieb(Karl)

A5: = Dieb(Anton),— Dieb(Karl)
Resolutionsableitung:

A2,2& A4a,1 +  R1: - Dieb(Anton), Dieb(Karl)
R1,2& A52 =  R2: - Dieb(Anton)
R2 & A3,3 - R3: - Dieb(Karl), Dieb(Ede)
R3,2& A4b,1 + R4: - Dieb(Karl)
R4 & Al,3 = R5: Dieb(Anton), Dieb(Ede)

}_

R5,1 & R2 Ré6: Dieb(Ede)
Also, Ede wars.

Satz 4.2.3. Die Grund-Resolution ist korrekt:

Ci = LKy,....,Kn
C2 = -L,Ni,...,N,
R = Ki,...,Kpn,Ni,...,N,

Dann gilt C; A Cs = R.

Beweis. Wir miissen zeigen: Jede Interpretation, die die beiden Elternklauseln wahr
macht, macht auch die Resolvente wahr. Das geht durch einfache Fallunterscheidung;:
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Falls L wahr ist, muss —L falsch sein. Da Cy wahr ist, muss ein N; wahr sein. Da dieses
Literal in R vorkommt, istauch R (als Disjunktion betrachtet) wahr. Falls L falsch ist, muss
ein K; wahr sein. Da das ebenfalls in der Resolvente vorkommt, ist R auch in diesem Fall
wahr. O

Bemerkung 4.2.4. Im Sinne der Herleitbarkeit ist Resolution unvollstindig: Nicht jede Formel,
die semantisch folgt, lifSt sich durch Anwenden der Resolution ableiten: Denn P = P\ Q). aber
auf P alleine kann man keine Resolution anwenden.

Fiir den eingeschréankten Fall, dass die Klauselmenge keine Variablen enthilt (Grund-
fall) konnen wir schon die Widerlegungsvollstandigkeit der Resolution beweisen.

Theorem 4.2.5 (Widerlegungsvollstandigkeit der Grundresolution). Jede endliche unerfiill-
bare Grundklauselmenge lif$t sich durch Resolution widerlegen.

4.2.2 Resolution im allgemeinen Fall

Fiir den allgemeinen Fall, wenn in den Literalen auch Variablen vorkommen, benétigt
man eine zusatzliche Operation, um potentielle Resolutionspartner, d.h. Literale mit glei-
chem Pradikat und verschiedenem Vorzeichen durch Einsetzung von Termen fiir Varia-
blen komplementér gleich zu machen. Dazu fithren wir zunichst das Konzept der Sub-
stitution ein.

Definition 4.2.6 (Substitution). Eine Substitution o ist eine Abbildung endlich vieler Variablen
auf Terme. Die Erweiterung von o auf Terme ist definiert durch:

o(x) = x, wenn o die Variable x nicht abbildet

o(f(tr, .- tn)) = [flo(tr),...,0(tn))

Entsprechend kann man die Anwendung von Substitutionen auf Literale und Klauseln definieren.
D.h. die Substitution o kann man sehen als gleichzeitige Ersetzung der Variablen x durch den
Term o(x).

Substitutionen werden meist geschrieben wie eine Menge von Variable — Term Paaren:

{z1—=t1,...,xn = t1}
Beispiel 4.2.7.
oc={x—a} o(x) =a,0(f(z,z)) = f(a,a)
o= {z—g(z)} o(z) = g(x),0(f(z,2)) = [(9(z),9(x)),

c={z—yy—a}l o

c={z—yy—z} o
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Definition 4.2.8. Fiir eine Substitution o = {x1 — t1,..., @y > t,} heifit
dom(o) = {x1,...,2n} die Domain
cod(o) = {t1,...,tn} die Codomain

Gleichheit (modulo einer Menge von Variablen W) zwischen Substitutionen o und T wird fol-
gendermaflen definiert: o = T[W| gdw. cx = 1 fiirallex € W,

Eine Instantiierungrelation < [W] zwischen Substitutionen o und T (fiir eine Menge von
Variablen W) ist folgendermaflen definiert:

o < 7[W] gdw. es existiert eine Substitution A mit \o = 7[W]. Zwei Substitutionen o und
7 sind dquivalent, d.h. o ~ t{W] gdw. 0 < 7[W] und 7 < o[W] gilt.Ist W die Menge aller
Variablen, so kann man W weglassen.

Beispiel 4.2.9.

Komposition:

o {r—al{y—b}={x—a,y— b}

o {ymb{r = fly)} = {z = f(b),y = b}

o {z—bH{xr—a}={z— a}
Instantiierungsrelation:

o {x—y} <{zxw— al}lx]

o {x—y} <{zxw~ a}[z,y] gilt nicht !

o {z—y} <{xra,y—a}

o {x flo)} <{z— fla)}

Aquivalenz: {x — y,y — z} ~ Id (Id ist die identische Substitution)
Definition 4.2.10. (Resolution mit Unifikation)

Elternklausel 1: L, K1y,..., K o ist eine Substitution (Unifikator)
Elternklausel 2: —L',Ny,..., N, o(L)=o(L)
Resolvente: o(Ki,...,Kpn,N1,...,Ny)

Die Operation auf einer Klauselmenge, die eine Klausel C' auswéhlt, auf diese eine Sub-
stitution 0 anwendet und o(C') zur Klauselmenge hinzuftigt, ist korrekt. Damit ist auch
die allgemeine Resolution als Folge von Variableneinsetzung und Resolution korrekt.

Beispiel 4.2.11. Dieses Beispiel (Eine Variante der Russelschen Antinomie) zeigt, dass noch eine
Erweiterung der Resolution, die Faktorisierung, notwendig ist. Die Aussage ist: Der Friseur rasiert
alle, die sich nicht selbst rasieren:

Va : =(rasiert(z, z)) < rasiert(Friseur, )

M. Schmidt-Schaufd & D. Sabel, Skript KI, SoSe 2014 129 Stand: 11. Mai 2014



4 Pridikatenlogik

rasiert(x, x), rasiert( Friseur, x) o ={x — Friseur,y — Friseur}

—rasiert(Friseur,y), ~rasiert(y,y)

rasiert(Friseur, Friseur), ~rasiert(Friseur, Friseur)

Die Klauseln sind widerspriichlich, was aber ohne eine Verschmelzung der Literale mittels Re-
solution nicht ableitbar ist. In der folgenden Herleitung werden die Variablen mit ,Friseur” in-
stantiiert, und dann die Literale verschmolzen.

rasiert(x, x), rasiert(Friseur,z) b rasiert(Friseur, Friseur)

—rasiert(Friseur,y), ~rasiert(y,y) b -—wrasiert(Friseur, Friseur)

Danach ist es moglich, diese beiden Literale durch Resolution zur leeren Klausel abzuleiten.

Definition 4.2.12. (Faktorisierung)

Elternklausel: L,L' Ky,...,K,, o(L)=o0o(L)
Faktor: o(L,Ky,...,Kp)

Damit besteht der Resolutionskalkiil jetzt aus Resolution und Faktorisierung.

Definition 4.2.13. Der Resolutionskalkiil transformiert Klauselmengen S wie folgt:

1. S — SU{R}, wobei R eine Resolvente von zwei (nicht notwendig verschiedenen) Klauseln
aus S ist.

2. 8 — SU{F}, wobei F' ein Faktor einer Klausel aus S ist.

Der Resolutionskalkiil terminiert mit Erfolg, wenn die leere Klausel abgeleitet wurde, d.h. wenn
OesS.

Bei Klauselmengen nehmen wir wie iiblich an, dass die Klauseln variablendisjunkt
sind.

Beispiel 4.2.14. Wir wollen die Transitivitit der Teilmengenrelation mit Resolution beweisen.
Wir starten mit der Definition von C unter Benutzung von €:

Ve,y:ze CysVw:wer=wey

Das zu beweisende Theorem ist:

Ve,y,z:x CyAyCz=xCz

Umwandlung in Klauselform ergibt:
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H1:
H2:
Ha3:
C1:
C2:
C3:

zCy,~weET,WEY (= Teil der Definition)
v Cy flxy)ex (zwei < Teile der Definition,
xCy,~f(z,y) €y f ist die Skolem Funktion fiir w)
aCh (drei Teile der negierten Behauptung,
bCec a, b, ¢ sind Skolem Konstanten fiir x,y, z)
—a Cc

Resolutionswiderlegung:

H1,1 & Cl, {z = a,y— b} F RI:-weaweb
H1,1& C2, {z = by~ c} F R2:-webwec
H2,2 & R1,1, {z—a,w— fla,y)} F R3:aCuy,fla,y) €D
H3,2 & R2,2, {y—=cw— f(x,e)} + Rdix Ce,~f(x,c) €D
R3,2 & R4,2, {z+—a,y—c} F R5:aCcaCc

R5 & (Faktorisierung) F Ré6:aCec

R6 & C3 F R7:0O
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4.2.3 Unifikation

Die Resolutions- und Faktorisierungsregel verwenden Substitutionen (Unifikatoren), die
zwei Atome syntaktisch gleich machen. Meist will man jedoch nicht irgendeinen Unifi-
kator, sondern einen méglichst allgemeinen. Was das bedeutet, zeigen die folgenden Bei-
spiele:

Beispiel 4.2.15. Unifikatoren und allgemeinste Unifikatoren.

P(z),Q(z)

-P(y), R(y) o={x—a,y—a}

Q(a), R(a) o ist ein Unifikator

P(z),Q(x)

~P(y), R(y) o={z—y}

Q(y), R(y) o ist ein allgemeinster Unifikator
Fragen:

e Was heifit ,allgemeinster” Unifikator?

o Wieviele gibt es davon? (¢/ = {y — z} im obigen Beispiel ist offensichtlich auch
einer.)

o Wie berechnet man sie?

Ein allgemeinster Unifikator (von zwei Atomen) kann man intuitiv dadurch erkldren,
dass es eine Substitution ist, die zwei Terme oder Atome gleich macht, und méglichst
wenig instantiiert. Optimal ist es dann, wenn alle Unifikatoren durch weitere Einsetzung
in den allgemeinsten Unifikator erzeugt werden kénnen.

Beispiel 4.2.16. Ein Beispiel zur Unifikation.
P(z,y, f(z,x) = P(a, f(2,a),y)

a a
V2R ¥\ 2N V2N
z a z a z a z a
= a
= f(za)
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Ein Anwendung der Unifikation is der polymorphe Typcheck, der als eine Basisoperati-
on genau die Unifikation von Typen verwendet, wobei Typvariablen instanziiert werden.
Dieser wird in Haskell, Ml, und mittlerweile auch in einer Variante auch Java benutzt.

Definition 4.2.17. Unifikatoren und allgemeinste Unifikatoren.

Seien s und t die zu unifizierenden Terme (Atome) und W := F'V (s,t). Eine Substitution
o heifit Unifikator (von s,t), wenn o(s) = o(t). Die Menge aller Unifikatoren bezeichnet man
auch mit U (s, t),

Eine Substitution o heifit allgemeinster Unifikator fiir zwei Terme s und t wenn

o ein Unifikator ist (Korrektheit)
fiir alle Unifikatoren T gilt o < 7[W] (Vollstindigkeit )

Beachte, dass es bis auf Variablenumbenennung immer einen allgemeinsten Unifika-
tor gibt. Wir geben den Unifikationsalgorithmus in Form einer Regelmenge an, die auf
Mengen von (zu lésenden) Gleichungen operiert.

Definition 4.2.18. Unifikationsalgorithmus U1:

Eingabe: zwei Terme oder Atome s und t:

Ausgabe: |, nicht unifizierbar” oder einen allgemeinsten Unifikator:

Zustinde: auf denen der Algorithmus operiert: Eine Menge I von Gleichungen.

Initialzustand: ['p = {s = t}.

Unifikationsregeln:
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— _ (Dekomposition)
Slitla 73nit’nar
=a,T
=5 (Tautologie)
I
T = t,I
. x € FV(),z & FV(t) (Anwendung)
x=t{x—t}T
t=a,T
- > tgv (Orientierung)
z=t,T
Abbruchbedingungen:
f() L9l )T
Tail wenn f #£ g (Clash)
=T wenn x € FV(t) (occurs check Fehler)
Fail v
undt # x
Steuerung:
Starte mit I' = T'o, und transformiere I solange durch (nichtdeterministische, aber nicht

verzweigende) Anwendung der Regeln, bis entweder eine Abbruchbedingung erfiillt ist oder
keine Regel mehr anwendbar ist. Falls eine Abbruchbedingung erfiillt ist, terminiere mit
,nicht unifizierbar”. Falls keine Regel mehr anwendbar ist, hat die Gleichungsmenge die Form
{1 xa t,..., Tk L t,}, wobei keine der Variablen x; in einem t; vorkommt; d.h. sie ist in geldster
Form. Das Resultat ist dann {x1 — t1,...,x — tg}.

Beispiel 4.2.19. Unifikation von zwei Termen durch Anwendung der obigen Regeln:

{k(f(x,9(a,y)), 9(z, h(y)) = k(f(h(y). 9y, ), 9(=, 2))}
= {f(z,9(a,9)) = f(h(y),9(y,a) gz, h(y)) = g(z,2)}  (Dekomposition)
= o =h(y),g(a,y) = g(y,a),g(x, h(y)) = g(z,2) (Dekornposition)
— z=hy),a=yy=a,9g(x hy) =gz z2) (Dekomposition)
— z=h(y),y = a,g(x hy) = g(z 2) (Orientierung)
— x=h(a),y = a,g(z, ha)) = g(z, 2) (Anwendung, y)
— x=hla),y=a,z=2zh(a) =z (Dekomposition)
— z=h(a),y=a,x=z2z=h(a (Orientierung)
— x=h(a),y =a,z = h(a) (Anwendung,z)
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Unifizierte Terme: k(f(h(a), g(a,a)), g(h(a), h(a))).
In der Baumdarstellung sieht es so aus:

k
fz// \\\g B /// \\\g
Y\ s
g Z
4
a

N

z

k
/
Y\ YN
x g x h
N \ ¥\
Yy Yy Yy a
Unifizierter Term: k(f(h(a), g(a,a)), g(h(a), h(a))).

L=<

k
/ \
/f\ A
h g h h
VN ¥
a a a a a

Theorem 4.2.20. Der Unifikationsalgorithmus terminiert, ist korrekt und vollstindig Erliefert,
falls er nicht abbricht, genau einen allgemeinsten Unifikator.

Was man hieraus folgern kann, ist dass der Unifikationsalgorithmus alleine ausreicht,
um die Unerfiillbarkeit einer Menge von Unit-Klauseln rﬂ zu entscheiden.

4.3 Vollstandigkeit

Theorem 4.3.1. (Gddel-Herbrand-Skolem Theorem) Zu jeder unerfiillbaren Menge C von Klau-
seln gibt es eine endliche unerfiillbare Menge von Grundinstanzen (Grundklauseln) von C.

Zusammen mit dem Satz, dass jede unerfiillbare Menge von Grundklauseln sich mit Re-
solution widerlegen ldsst, kommt man dem Beweis der Vollstandigkeit der allgemeinen
Resolution ndher. Man braucht als Verbindung noch ein Lifting-Lemma, das die Grundre-
solutionsschritte in Resolutionsschritte iibertragt (liftet). Bei dieser Ubertragung erkennt
man, dass man auf der allgemeinen Ebene der Klauseln mit Variablen noch die Faktorisie-
rung benétigt, sonst lassen sich nicht alle Grundresolutionsschritte als Resolutionsschritte
mit anschlieflender Instanzbildung der Resolvente verstehen.

4.4 Loschregeln: Subsumtion, Tautologie und Isoliertheit

Wenn man einen automatischen Beweiser, der nur mit Resolution und Faktorisierung ar-
beitet, beobachtet, dann wird man sehr schnell zwei Arten von Redundanzen feststellen:
Der Beweiser wird Tautologien ableiten, d.h. Klauseln, die ein Literal positiv und negativ

Das sind Klauseln mit nur einem Literal
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enthalten, z.B. {P,—P,...}. Diese Klauseln sind in allen Interpretationen wahr und kon-
nen daher zur Suche des Widerspruchs (leere Klausel) nicht beitragen. Man sollte entwe-
der ihre Entstehung verhindern oder sie wenigstens sofort 16schen. Weiterhin wird der
Beweiser Klauseln ableiten, die Spezialisierungen von schon vorhandenen Klauseln sind.
Z.B.wenn schon { P(z), Q} vorhanden ist, dann ist { P(a), @} aber auch { P(y), @, R}, eine
Spezialisierung. Alles was man mit diesen (subsumierten) Klauseln machen kann, kann
man genausogut oder besser mit der allgemeineren Klausel machen. Daher sollte man
subsumierte Klauseln sofort 16schen. Es kann auch passieren, dass eine neue abgeleitete
Klausel allgemeiner ist als schon vorhandene Klauseln (die neue subsumiert die alte).

Pragmatisch gesehen, muss man auch verhindern, dass bereits hergeleitete und hinzu-
gefiigte Resolventen (Faktoren) noch einmal hinzugefiigt werden. D.h. eine Buchfiithrung
kann sinnvoll sein.

Im folgenden wollen wir uns die drei wichtigsten Loschregeln und deren Wirkungswei-
se anschauen und deren Vollstandigkeit im Zusammenhang mit der Resolution zeigen.

Definition 4.4.1. Isoliertes Literal
Sei C eine Klauselmenge, D eine Klausel in C und L ein Literal in D. L heifst isoliert, wenn es
keine Klausel D' # D mit einem Literal L' in C gibt, so dass L und L' verschiedenes Vorzeichen
haben und L und L’ unifizierbar sind.

Die entsprechende Reduktionsregel ist:

Definition 4.4.2. ISOL: Loschregel fiir isolierte Literale
Wenn D eine Klausel aus C ist mit einem isolierten Literal, dann ldsche die Klausel D aus C.

Der Test, ob ein Literal in einer Klauselmenge isoliert ist, kann in Zeit O(n3log(n))
durchgefiihrt werden.

Dass diese Regel korrekt ist, kann man mit folgender prozeduralen Argumentation ein-
sehen: Eine Klausel D, die ein isoliertes Literal enthilt, kann niemals in einer Resoluti-
onsableitung der leeren Klausel vorkommen, denn dieses Literal kann mittels Resolution
nicht mehr entfernt werden und ist deshalb in allen nachfolgenden Resolventen enthalten.
Dies gilt auch fiir eine eventuelle spdtere Resolution mit einer Kopie von D. Also kann ein
Resolutionsbeweis in der restlichen Klauselmenge gefunden werden. Somit gilt:

Theorem 4.4.3. Die Lischregel fiir isolierte Literale kann zum Resolutionskalkiil hinzugenommen
werden, ohne die Widerlequngsvollstindigkeit zu verlieren.

Die Loschregel fiir isolierte Literale gehort gewissermafien zur Grundausstattung von
Deduktionssystemen auf der Basis von Resolution. Sie kann mégliche Eingabefehler fin-
den und kann Resolventen mit isolierten Literalen wieder entfernen. Der Suchraum wird
im allgemeinen jedoch nicht kleiner, denn die Eingabeformeln enthalten normalerweise
keine isolierten Literale. Das Loschen von Resolventen mit isolierten Literalen ist noch
nicht ausreichend. Denn ein nachfolgender Resolutionsschritt konnte genau denselben
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Resolutionsschritt noch einmal machen. Das Klauselgraphverfahren z.B.hat diese Schwé-
chen nicht.

Beispiel 4.4.4. Betrachte die Klauselmenge

Cl: P(a)

C2: P(b)

C3: —-Q(b)

C4: =P(x),Q(x)

Diese Klauselmenge ist unerfiillbar. Am Anfang gibt es keine isolierten Literale. Resolviert man
C1 + C4 so erhilt man die Resolvente {Q)(a)}. Das einzige Literal ist isoliert. Somit kann diese
Resolvente gleich wieder geloscht werden. D.h. dieser Versuch war eine Sackgasse in der Suche.

Eine weitere mogliche Redundanz ist die Subsumtion

Definition 4.4.5. Seien D und E Klauseln. Wir sagen dass D die Klausel E' subsumiert, wenn
es eine Substitution o gibt, so dass o(D) C E

D subsumiert E' wenn D eine Teilmenge von E ist oder allgemeiner als eine Teilmenge
von FE ist. Zum Beispiel { P(x)} subsumiert {P(a), P(b), Q(y)}. Dass eine Klausel E, die
von D subsumiert wird, redundant ist, kann man sich folgendermafen klarmachen:

Wenn eine Resolutionsableitung der leeren Klausel irgendwann E benutzt, dann miis-
sen in nachfolgenden Resolutionsschritten die ,tiberfliissigen” Literale wieder wegresol-
viert werden. Hétte man statt dessen D benutzt, wiren diese extra Schritte tiberfliissig.

Die entsprechende Reduktionsregel ist:

Definition 4.4.6. SUBS: Loschregel fiir subsumierte Klauseln
Wenn D und E Klauseln aus C sind, D subsumiert E und E hat nicht weniger Literale als D,
dann losche die Klausel E aus C .

Beispiel 4.4.7.
e P subsumiert {P, S}.
o {Q(x), R(x)} subsumiert {R(a),S,Q(a)}

e {E(a,x),E(x,a)}subsumiert { E(a,a)} D.heine Klausel subsumiert einen ihren Faktoren.
In diesem Fall wird nicht geldscht.

o {-P(x),P(f(x))} impliziert {-P(x), P(f(f(x))} aber subsumiert nicht.

Die Subsumtionsloschregel unterscheidet man manchmal noch nach Vorwérts- und
Riickwirtsanwendung. Vorwirtsanwendung bedeutet, dass man gerade neu erzeugte Klau-
seln, die subsumiert werden, 16scht. Riickwirtsanwendung bedeutet, dass man alte Klau-
seln 16scht, die von gerade erzeugten Klausel subsumiert werden. Die Bedingung, dass
D nicht weniger Literale als C' haben muss, verhindert, dass Elternklauseln ihre Faktoren
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subsumieren. Die Einschrankung auf das syntaktische Kriterium 6(C') C D fiir Subsum-
tion ist zundchst mal pragmatischer Natur. Es ist ndmlich so, dass man die allgemeine
Implikation, C' = D, nicht immer entscheiden kann. Selbst wenn man es entscheiden
konnte, wére es nicht immer geschickt, solche Klauseln zu 16schen. Z.B. folgt die Klausel
{=P(z), P(f(f(f(f(f(x))))))} aus der Klausel {—P(x), Pf(z))}. Um eine Widerlegung
mit den beiden unéren Klauseln P(a) und —~P(f(f(f(f(f(a)))))) zu finden, benétigt man
mit der ersten Klausel gerade zwei Resolutionsschritte, wahrend man mit der zweiten
Klausel 6 Resolutionsschritte bendtigt. Wiirde man die implizierte Klausel 16schen, wiir-
de der Beweis also viel langer werden.

Ein praktisches Problem bei der Loschung subsumierter Klauseln ist, dass der Test, ob
eine Klausel C' eine andere subsumiert, N'P-vollstindig ist. Die Komplexitit steckt in den
Permutationen der Literale beim Subsumtionstest. In der Praxis macht das keine Schwie-
rigkeiten, da man entweder die Lange der Klauseln fiir die Subsumtion testet, beschran-
ken kann, oder den Subsumtionstest unvollstiandig ausfiihrt, indem man nicht alle mog-
lichen Permutationen von Literalen mit gleichem Pradikat ausprobiert.

Um zu zeigen, dass man gefahrlos subsumierte Klauseln 16schen kann, d.h. dass man
Subsumtion zu einem Resolutionsbeweiser hinzufiigen kann ohne dass die Widerle-
gungsvollstandigkeit verlorengeht, zeigen wir zunéchst ein Lemma.

Lemma 4.4.8. Seien D, E Klauseln in der Klauselmenge C, so dass D die Klausel E subsumiert.
Dann wird jede Resolvente und jeder Faktor von E von einer Klausel subsumiert, die ableitbar ist,
ohne E zu verwenden, wobei statt E die Klausel D oder Faktoren von D verwendet werden.

Beweis. Faktoren von E werden offensichtlich von D subsumiert. Seien £ = { K }UER und
F = {M} U Fr, wobei K und M komplementére Literale sind und sei R := 7Er UTFg
die Resolvente.

Seio(D) C E.

1. o(D) C ERg.
Dann ist 7o(D) C Fg, d.h. D subsumiert die Resolvente R.

2. D= {L} UDg,0Dr C Egund U(L) =K

Die Resolvente von D mit F' auf den Literalen L, M/ und dem allgemeinsten Unifika-
tor pistdann uDrUpFR. Sei 7’ die Substitution, die auf E wie 7o wirkt und auf F' wie
7. Diese Definition ist moglich durch Abdnderung auf Variablen, da wir stets anneh-
men, dass verschiedene Klauseln variablendisjunkt sind. Da p allgemeinst ist, gibt es
eine Substitution A mit Ay = 7/. Dannist \uDrUAuFgr = To DrUTFRr C TERUTFR.
Also wird die Resolvente Rvon FE und F' subsumiert von einer Resolvente von D und
F.

3. 0Dg C E aber nicht c Dy C Eg.
Dann ist Dp = {L1,..., L} U D und 0L; = oL = K. Mit einer Argumentation
dhnlich zu der in Fall 1 sieht man, dass es einen Faktor D’ von D gibt, der L und
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alle L; verschmilzt und immer noch E subsumiert. Auf diesen kann dann Fall 1
angewendet werden.

O

Theorem 4.4.9. Der Resolutionskalkiil zusammen mit der Loschung subsumierter Klauseln ist
widerlegungsvollstindig.

Beweis. Induktion nach der Lange einer Resolutionsableitung mit Lemma als Induk-
tionsschritt und der Tatsache, dass die einzige Klausel, die die leere Klausel subsumiert,
selbst nur die leere Klausel sein kann, liefert die Behauptung. O

Definition 4.4.10. Sei D eine Klausel. Wir sagen dass D eine Tautologie ist, wenn D in allen
Interpretationen wahr ist.

Beispiele fiir Tautologien sind { Pa, ~Pa}, {Qa, P(f(z)), ~P(f(z), @b} oder { Px, ~Px}.
Keine Tautologien sind { Pz, P f(y)} und {—P(z,y), P(y,x)}.
Ein syntaktisches Kriterium zur Erkennung von tautologischen Klauseln ist der Test, ob
zwei komplementire Literale L, L' enthalten sind mit gleichen Atomen. (siehe Beispiel
. Dieser Test ist fiir die ganze Klauselmenge in Zeit O(n?®) durchfiihrbar.

Die entsprechende Reduktionsregel ist:

Definition 4.4.11. TAUT: Loschregel fiir tautologische Klauseln
Wenn D eine tautologische Klausel aus der Klauselmenge C ist, dann ldsche die Klausel D aus C.

Da tautologische Klauseln in allen Interpretationen wahr sind, ist die Loschung von
Tautologien unerheblich fiir die Unerfiillbarkeit.

Theorem 4.4.12. Die Lischregel fiir tautologische Klauseln ist widerlegungsvollstindig.

Beweis. Hierzu zeigt man, dass ein Beweis, der eine tautologische Klausel benutzt, ver-
kiirzt werden kann:

Sei C' = C1VLV~L eine tautologische Klausel, die im Beweis benutzt wird. Sei D = DV
L’ die Klausel, mit der als ndchstes resolviert wird. Wir kdnnen annehmen, dass I/ und —L
komplementir sind mit allgemeinstem Unifikator 0. Das Resultatist o(C, VV LV D;). Diese
Resolvente wird von D subsumiert. Mit Lemma [4.4.8 kénnen wir den Resolutionsbeweis
verkiirzen, indem D statt dieser Resolvente genommen wird. Mit Induktion konnen so alle
Tautologien aus einer Resolutionsherleitung der leeren Klausel eliminiert werden. O

Es gilt:

Theorem 4.4.13. Der Resolutionskalkiil zusammen mit Loschung subsumierter Klauseln, Lj-
schung von Klauseln mit isolierten Literalen und Loschung von Tautologien ist widerlegungsvoll-
stindig.
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Die Loschung von subsumierten Klauseln kann sehr zur Verkleinerung von Suchrdu-
men beitragen. Umgekehrt kann das Abschalten der Subsumtionsregel einen Beweis da-
durch praktisch unmoéglich machen, dass mehr als 99% aller abgeleiteten Resolventen
subsumierte Klauseln sind. Es gibt noch verschiedene destruktive Operationen auf der
Menge der Klauseln, die als Zusammensetzung von Resolution, Faktorisierung und Sub-
sumtion verstanden werden kénnen. Zum Beispiel gibt es den Fall, dass ein Faktor eine
Elternklausel subsumiert, wie in {P(z, x), P(z,y)}. Faktorisierung zu { P(z,z)} und an-
schlieSende Subsumtionsloschung kann man dann sehen als Ersetzen der urspriinglichen
Klausel durch den Faktor. Diese Operation wird auch Subsumtionsresolution genannt. Die
Prozedur von Davis und Putnam (siehe Abschnitt zu Aussagenlogik) zum Entscheiden
der Unerfiillbarkeit von aussagenlogische Klauselmengen kann man jetzt leicht aus Reso-
lution, Subsumtionsregel, Isolationsregel und Fallunterscheidung zusammenbauen.

4.5 Lineare Resolution

Wir betrachten als (eingeschrankte) Variante der Resolution die sogenannte , lineare Re-
solution”. Die lineare Resolution beginnt mit einer Zentralklausel. Am Anfang muss diese
als eine der Elternklausel verwendet werden, im Anschluss muss stets die erhaltene Re-
solvente als Elternklausel verwendet werden. Als zweite Elternklausel kann dabei sowohl
eine Eingabeklausel oder auch eine vorher berechnete Resolvente verwendet werden.

Zum Beispiel kann man die Klauselmenge {{ P, Q}, {P, =-Q}, {—P, Q}, {—~P, -Q}} durch

lineare Resolution mit der Zentralklausel { P, Q} wiefolgt widerlegen:

{PvQ} {P7 _'Q}

-

(P} {~P.~Q}

e

-Q} /{ﬁp, Q)
{-P)
0

Wenn man Faktorisierung auch erlaubt, so ldsst sich nachweisen, dass lineare Resolu-
tion widerlegungsvollstindig ist. Im Falle von Hornklauseln ist die Faktorisierung nicht
notwendig.
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4.5.1 Hornklauseln und SLD-Resolution

Hornklauseln sind syntaktisch eingeschriankte Klauseln, d.h. nicht alle Klauseln sind
Hornklauseln, und daher werden nicht alle Pradikatenlogischen Formeln von Hornklau-
selmengen erfasst.

Definition 4.5.1 (Hornklausel). Eine Hornklausel ist eine Klausel, die hochstens ein positives
Literal enthilt. Eine Klauselmenge, die nur aus Hornklauseln besteht, nennt man Hornklausel-
menge.

Beispiel 4.5.2. {# R(x), P(a),Q(f(y))} ist keine Hornklausel, da sie zwei positive Literale ent-
hilt. Hingegen sind die Klauseln {—R(f(z)),~P(g(z,a),)Q(y)} und {=R(g9(y)), ~P(h(b))}
beide Hornklauseln, da die erste Klausel genau ein positives Literal (das Literal Q(y)) und die
zweite Klausel gar keine positiven Literale enthlt.

Hornklauseln finden Verwendung in logischen Programmiersprache, wie z.B. Prolog,
was wir noch behandeln werden. Hornklauseln lassen sich weiter unterteilen:

o Definite Klauseln sind Klauseln mit genau einem positiven Literal.
o Definite Einsklauseln( mit positivem Literal) werden auch als Fakt bezeichnet.
e Klauseln, die nur negative Literale enthalten, nennt man auch ein definites Ziel.

Eine Menge von definiten Klauseln nennt man auch definites Programm.

Wie bereits erwdhnt sind die lineare Resolution ohne Verwendung der Faktorisierung
und auch die Unit-Resolution vollstindige Strategien fiir Hornklauseln.

Die sogenannte SLD-Resolution ist nur fiir Hornklauselmengen definiert. Das D steht
dabei fiir Definite Klauseln. Beginnend mit einer Zentralklausel (die ein definites Ziel ist,
also keine positiven Literale enthélt), wird Lineare Resolution durchgefiihrt, wobei eine
deterministische Selektionsfunktion bestimmt, welches Literal aus der aktuellen Zentral-
klausel wegresolviert wird.

Tatsdchlich ldsst sich nachweisen, dass die Auswahl dieses Literals nicht entscheined
tiir die Widerlegungsvollstandigkeit ist, d.h. unabhidngig davon, welches Literal gewahlt
wird, findet die Resolution die leere Klausel; oder umgekehrt: wenn man Literal L; zu
erst wegresolviert und man findet die leere Klausel nicht, dann findet man sie auch nicht,
wenn man zundchst Literal L; wegresolviert. D.h. die Wahl des Literals ist sogenann-
ter don’t care-Nichtdeterminismus der durch die Selektionsfunktion entfernt wird. Man
kann hier verschiedene Heuristiken verwenden. Ublicherweise werden zunéachst durch
die Resolution neu hinzugefiigte Literal wegresolviert. Als weitere Selektionsfunktion
kann man die Aufschreibereihenfolge verwenden, oder beispielsweise zuerst die am meis-
ten instanziierten Literale (oder die am wenigsten instanziierten Literale) verwenden.

Als weitere Besonderheit der SLD-Resolution ist zu beachten, dass bei einem definiten
Ziel als Zentralklausel und definitem Programm als Eingabeklauseln, jede lineare Reso-
lution stets die Resolvente und eine Seitenklausel verwendet, d.h. es werden nie zwei Re-
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solventen miteinander resolviert (beachte: bei allgemeiner linearer Resolution ist dieser
Fall moglich). Der Grund liegt darin, dass alle Resolventen stets nur aus negativen Lite-
ralen bestehen, zur Resolution muss daher eine definite Klausel (mit positivem Literal)
als zweite Elternklausel gewahlt werden.

Die so definierte SLD-Resolution ist fiir Hornklauselmengen korrekt und vollstandig.
Beachte, dass die Resolutionsreihenfolge allerdings nicht-deterministisch ist: Zwar legt
die Selektionsfunktion das wegzuresolvierende Literal fest, jedoch kann die zweite El-
ternklausel beliebig gewdhlt werden. Ein vollstindige Strategie wire es eine Breitensuche
zu verwenden, die alle diese Moglichkeiten quasi gleichzeitig versucht. Wir werden die
SLD-Resolution im nédchsten Kapitel zur logischen Programmierung nochmal genauer in-

spizieren.
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In diesem Kapitel werden wir erldutern, wie logische Programmierung — insbesondere
mit Prolog — funktioniert und welche Konzepte dahinter stecken. Wir werden aufgrund
des Umfangs nicht auf alle Feinheiten und Besonderheiten von Prolog eingehen. Hierfiir
sei auf die entsprechenden Biicher verwiesen.

5.1 Von der Resolution zum Logischen Programmieren

Zunidchst werden wir erdrtern wie man das Herleiten der leeren Klausel mithilfe der Pra-
dikatenlogischen Resolution als Ausfiihrung eines Programms auffassen kann.

Wo ist das Programm? Nicht nur in funktionalen Programmiersprachen, sondern in fast
allen Programmiersprachen steht das Konzept / Konstrukt der Funktion zu Verfligung,
also die Definition einer Abbildung von Eingaben auf Ausgaben. Erinnern wir uns an
die Semantik der Pradikatenlogischen Pradikate: Diese stellen Relationen dar. Daher kann
man Relationen auch als Abbildungen auffassen. Betrachte zum Beispiel die Funktion, die
eine Zahl um Eins inkrementiert:

flz)=z+1.

Relational kann man dies als Relation auffassen, die die Eingabe = zur Ausgabe z + 1 in
Beziehung setzt. Wenn wir daher in der Pradikatenlogik schreiben Vx.P(x, 2 + 1) (wobei
+ als zweistelliges Funktionssymbol aufzufassen ist), so kann man das Pradikat P ge-
rade als Abbildung jedes = auf seinen Nachfolger « + 1 interpretieren. Allerdings kann
man in diesem Fall fiir « auch einen beliebigen Term einsetzen und eigentlich ist  + 1
rein syntaktisch erstmal nur eine Folge von Symbolen. Tatsdchlich erfordert die Behand-
lung von Zahlen etwas mehr Aufwand und muss durch spezielle Operationen in logische
Programmiersprachen eingebaut werden. Aufserdem fehlt noch die mdoglich rekursiv zu
programmieren und das Definieren von Bedingungen (z.B. mochte man nicht durch 0
dividieren). Betrachten wir daher ein etwas einfacheres Beispiel:
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Die Klauseln:
{vater(peter, maria)},

{mutter(susanne, maria)},
{vater(peter, monika)},
{mutter(susanne, monika)},
{vater(karl, peter)},
{mutter(elisabeth, peter)},
{vater(karl, pia)},
{mutter(elisabeth, pia)},
{vater(karl, paul)},
{mutter(elisabeth, paul)}

wobei vater und mutter zweistellige Pradikate und alle Vornamen Konstanten sind, kann
man als Wissenbasis oder auch als Definition / Fakten aufassen.
Die PL1-Formel

VX,Y :wvater(X,Y) = eltern(X,Y) AVX,Y : mutter(X,Y) = eltern(X,Y)

kann man als Definition der Relation eltern auffassen. Beachte, dass wir so-
wohl X als Eingabe und Y als Ausgabe auffassen kénnen, aber auch umgekehrt.
In CNF ergibt dies gerade die beiden Klauseln {eltern(X,Y),water(X,Y)} und
{eltern(X,Y), ~mutter(X,Y)}.

Ein Aufruf des Programms konnte nun z.B. die Anfrage 3Y.eltern(karl,Y’) sein, um
zu fragen, ob Karl Kinder hat. D.h. wir mochten aus obiger Klauselmenge (die Wissen-
basis / Programm) die Formel 3Y.eltern(karl,Y’) folgern. Die Eingabe fiir den Resolu-
tionskalkiil muss daher die negierte Anfrage VY.—eltern(karl,Y’) sein, oder als Klausel
{—eltern(karl,Y)}. Resolution kann hier einen Widerspruch herleiten

{=eltern(karl,Y)}  {eltern(Xy,Y1), water(Xi,Y7)}

X1 — karl,
Yi—=Y

{—water(karl, Y1)} {vater(karl, peter)}

Y +— peter

g

Wir wiirden aber trotzdem gerne wissen, wer nun ein Kind von Karl ist. Die Resolu-
tion liefert hierfiir zundchst kein echtes Ergebnis (aufser dem Beweis der Unerfiillbarkeit
der Eingabeformel). Es fehlt daher die Erzeugung einer Antwort bzw. Ausgabe des Pro-
gramms. Hierfiir kann man die errechneten Substitutionen verwenden. Beachte: Wir ha-
ben oben schon lineare Resolution verwendet, und die Zentralklausel war gerade die An-
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frage {—eltern(karl,Y’)}. Wendet man alle in der Herleitung entstanden Substitutionen
nacheinander auf diese Klausel an, so erhilt man gerade {—eltern(karl, peter)}. Weil wir
die leere Klausel hergeleitet haben, konnen wir daher nicht nur schliefsen, dass Karl ein
Kind hat, sondern dass Peter ein Kind von Karl ist. Es gibt noch zwei weitere Kinder von
Karl (ndmlich Pia und Paul), diese konnen durch Verwendung anderer Eingabeklauseln
bei der Resolution ebenfalls hergeleitet werden:

{—eltern(karl,Y)}  {eltern(X1,Y1), water(X1,Y1)} {—eltern(karl,Y)}  {eltern(X1,Y1), water(X1,Y1)}
X1 = karl, X1 = karl,
Yi—Y Y1i—Y

{—water(karl, Y1)} {vater(karl, paul)} {—water(karl, Y1)} {vater(karl, pia)}

= und =
Dies sind gerade alle Mdglichkeiten durch lineare Resolution die leere Klausel herzuleiten.

Zunichst stellt sich die Frage: Funktioniert das Erzeugen einer Antwort mit dieser Me-
thode stets?

Wir erweitern das Beispiel, um die Aussage: , Der Vater von Fritz ist Horst oder Hans”,
d.h. wir fiigen die Klausel {vater(horst, fritz), vater(hans, fritz)} hinzu. Zusétzlich fi-
gen wir noch die Mutter von Fritz hinzu: {mutter(anna, fritz)}. Die Anfrage, ob Fritz
Eltern hat (und welche), entspricht der Formel 3X : eltern(X, fritz), d.h. wir starten die
Resolution mit der Zielklausel {—eltern(X, fritz)}:

{—eltern(X, fritz)} {eltern(X1,Y1), ~water(X1,Y1)}
XT = X,
Y1 — fritz

{—water(X, fritz)} {vater(horst, fritz),vater(hans, fritz)}
X — horst

{vgter(hans, fritz)}

X — hans

O

D.h. wir kénnen zwar die leere Klausel herleiten, aber die Substitution legt kein eindeu-
tiges Ergebnis fest: X wird einmal auf hans und einmal auf horst abgebildet. Die Antwort
wdre daher eine Oder-Verkniipfung. Diese Situation kann immer dann auftreten, wenn
eine Klausel mehr als ein positives Literal enthilt, was im Beispiel gerade die Klausel
{vater(horst, fritz),vater(hans, fritz)} war.
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Eine andere Moglichkeit keine eindeutige Antwort zu erhalten, besteht darin, wenn die
Anfrage selbst eine Disjunktion ist, z.B. 3X1, X3 : eltern(X1, maria)Veltern(Xs, monika).
Nach Negation zerfdllt diese Anfrage in zwei Klauseln {-eltern(X;, maria)} und
{—eltern(Xs, monika)}. Da es dann keine eindeutige Zentralklausel gibt, gibt es unter
Umstdnden auch keine eindeutige Antwort.

Die Konsequenz aus diesen Uneindeutigkeiten ist es, dass in Prolog nur Hornklauseln
erlaubt sind (diese enthalten nie mehr als ein positives Literal), und nur eine Zielklausel
erlaubt ist. Neben diesem Vorteil in der Verwendung von Hornklauseln, gibt es weite-
re Vorteile: Zum Einen sind viele logische Zusammenhénge in Form von Hornklauseln
modellierbar, und zum anderen ist die SLD-Resolution widerlegungsvollstindig und ent-
spricht gerade dem sequentiellen Ablauf eines Programm:s.

Obwohl wir Hornklauseln schon im letzten Kapitel definiert haben, werden wir dies
nun erneut machen, und gleich die entsprechende Syntax in Prolog einfiihren.

Definition 5.1.1.
o Eine Hornklausel ist eine Klausel mit maximal einem positiven Literal.

e Eine definite Klausel ist eine Klausel mit genau einem positiven Literal. D.h. die Klausel
ist von der Form: AV =BV ...V —By,, was gerade der Implikation By \...ANB,, = A
entspricht. In der logischen Programmierung verwendet man die umgekehrte Notation:

A<:Bl,...,Bm.

Beachte: Dabei werden Kommata als Konjunktion interpretiert, der Punkt legt das Ende der
Klausel fest.

In Prolog wird diese Schreibweise verwendet, allerdings wird anstelle von <= das Konstrukt
:- verwendet, d.h. eine definite Klausel wird in Prolog als

A.‘—Bl,...,Bm.

geschrieben.

Man nennt A den Kopf und By, . .., By, den Rumpf der Klausel.

o Eine Klausel ohne positive Literale nennt man definites Ziel (Anfrage,Query,goal). Die
Notation in der logischen Programmierung ist

< By,...,B,.

Die B; werden Unterziele (Subgoals) genannt.

Im Prolog-Interpreter gibt man einfach By, . .., By,. ein, der Prompt selbst reprisentiert das
<= (der iiblicherweise als ?- dargestellt wird).
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o Eine Unit-Klausel (oder Fakt) ist eine definite Klausel mit leerem Rumpf. Notation in der
logischen Programmierung ist A <. In Prolog wird der <= weggelassen, d.h. man schreibt
einfach A.

e Ein definites Programm ist eine Menge von definiten Klauseln.

o Die Menge aller Klauseln, deren Kopfliteral das Pridikat () hat, nennen wir Definition von

Q.

Ein definites Programm entspricht einer Und-Verkniipfung aller definiten Klauseln. Be-
achte, dass jede Hornklausel entweder eine definite Klausel oder ein definites Ziel ist.
Wir geben die Elternbeziehungen vom Anfang als Prolog-Programm an:

vater(peter,maria).

vater (peter,monika) .
vater(karl, peter).
vater(karl, pia).
vater(karl, paul).
mutter (susanne,monika) .
mutter (susanne,maria).
mutter (elisabeth, peter).
mutter(elisabeth, pia).
mutter (elisabeth, paul).

eltern(X,Y) :- vater(X,Y).
eltern(X,Y) :- mutter(X,Y).

Wenn man dieses Prolog-Programm in den Interpreter 1éid1ﬂ kann man Anfragen
durchfiihren. Beachte: Nachdem Ausdrucken der ersten moglichen Antwort, kann man
ein Semikolon eingeben, um nach weiteren Antworten zu suchen. Wir fithren dies mit
einigen Beispielen vor:

?- eltern(karl,X).

X = peter ;
X = pia ;
X = paul ;
false.

?- eltern(karl,x).

false.

7- eltern(peter,X).
X = maria ;
X = monika ;

false.

Wir verwenden SWI-Prolog (http://www.swi-prolog.org/)), das Laden wird tiber consult(’filename’).
ausgefiihrt werden, wenn filename.pl das Programm enthalt.
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?7- eltern(X,peter).
X = karl ;
X = elisabeth.

- eltern(X,Y).
= peter,

= maria ;
= peter,

= monika ;
= karl,
peter ;
= karl,

= pia ;

= karl,

= paul ;

= susanne,

[ T B - B B S e S S e B Y]
I

= monika ;

Beachte: Variablen werden in Prolog beginnend mit GrofSbuchstaben oder _ geschrieben.
Pradikate und Funktionssymbole beginnen mit einem Kleinbuchstaben. Daher liefert die
Anfrage 7- eltern(karl,x) . kein Ergebnis (x wird als Konstante interpretiert!).

5.2 Semantik von Hornklauselprogrammen

Wir werden zundchst allgemein die Semantik von Hornklauselprogrammen erdrtern.
Prolog-Programme und -Interpreter basieren im Grunde auf dieser Semantik, nehmen
jedoch praktische Anpassungen vor, die auch die Semantik verdndern. Daher werden wir
erst im Anschluss auf die Prolog-Semantik eingehen und die Unterschiede herausstellen.

Wir betrachten zunéchst die SLD-Resolution fiir Hornklauselprogramme erneut, und
bauen den Antwortmechanismus mit ein. Bei der Resolution sind die Elternklauseln
stets mit unterschiedlichen Variablennamen frisch umzubenennen (da die Variablen einer
Klausel impliziert allquantifiziert sind). Verwendet man SLD-Resolution fiir Hornklau-
selprogramme mit einem definiten Ziel als Zentralklausel, so haben wir bereits gesehen,
dass jede Resolution die letzte Resolvente (bzw. am Anfang die Zentralklausel) und eine
Seitenklausel als Elternklauseln verwendet. Zur richtigen Umbenennung vor jeder Re-
solution geniigt es, nur die Variablen einer der beiden Elternklauseln umzubenennen.
Hierfiir konnen wir stets die Seitenklausel wahlen. Wir bezeichnen dieses Vorgehen als
standardisierte SLD-Resolution.

Wir definieren einen solchen Resolutionsschritt formal:

Definition 5.2.1. Sei G = < Ay, ..., An, ..., Ay ein definites Ziel und C = A <= By, ..., B,
eine definite Klausel, wobei C frisch umbenannt ist. Dann kann man aus G und C' ein neues Ziel
G’ wie folgt mit Resolution herleiten:
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1. A,, ist das durch die Selektionsfunktion selektierte Atom des definiten Ziels G.
2. @ ist ein allgemeinster Unifikator von A,, und A, dem Kopf von C.
3. G'ist das neue Ziel: (A1, ..., Am—1,B1,...,Bg, Am1, ..., Ag).

Man sieht: G’ ist eine Resolvente von G und C. Die Ableitungsrelation sei bezeichnet
durch G —¢ ¢, G, wobei man die genaue Kennzeichnung C, m auch weglassen kann,
wenn diese aus dem Kontext hervorgeht.

Die Semantik eines Hornklauselprogramms besteht dann aus einer Folge dieser Schrit-
te, die auch als SLD-Ableitung bezeichnet wird.

Definition 5.2.2. Sei P ein definites Programm und G ein definites Ziel. Eine SLD-Ableitung
von P U {GY} ist eine Folge

G —01,C1,m1 G1 ~705,C2,m2 Ga...

von SLD-Schritten, wobei C; jeweils eine Variante einer Klausel aus P ist mit neuen Variablen.
Die SLD-Ableitung ist eine SLD-Widerlegung, wenn sie mit einer leeren Klausel endet.
Im Sinne der linearen Resolution nennt man die Klauseln C; die Eingabeklauseln.

Weitere Sprechweisen:
erfolgreiche SLD-Ableitung: Wenn es eine SLD-Widerlegung ist.
fehlgeschlagene SLD-Ableitung: Wenn diese nicht fortsetzbar ist.
unendliche SLD-Ableitung
Definition 5.2.3. Sei P ein definites Programm und G ein definites Ziel.
e Eine korrekte Antwort ist eine Substitution 6, so dass P |= 6(—G) gilt.

o Eine berechnete Antwort 6 fiir P U {G'} ist eine Substitution, die man durch eine erfolg-
reiche SLD-Ableitung G —¢, ¢y mi G1 —05,Co.me G2+ —6,,.Cp.mn O erhilt: 0 ist die
Komposition 6, o . . . o 81, wobei man diese auf die Variablen von G einschrinkt.

Theorem 5.2.4 (Soundness der SLD-Resolution). Sei P ein definites Programm und G ein
definites Ziel. Dann ist jede berechnete Antwort 6 auch korrekt. D.h. P |= 6(—G)
5.2.1 Vollstindigkeit der SLD-Resolution

Wir werden verschiedene Vollstandigkeitsaussagen fiir die SLD-Resolution formulieren.

Theorem 5.2.5.  (Widerlequngsvollstindigkeit)
Sei P ein definites Programm und G ein definites Ziel. Wenn P U {G'} unerfiillbar ist, dann gibt
es eine SLD-Widerlegung von P U {G'}.
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Es gilt der folgende stirkere Satz tiber die Vollstandigkeit der berechneten Antworten,
ndmlich, dass es zu jeder Antwortsubstitution eine berechnete Antwort gibt, die allgemei-
ner ist.

Theorem 5.2.6 (Vollstindigkeit der SLD-Resolution). Sei P ein definites Programm und G
ein definites Ziel. Zu jeder korrekten Antwort 6 gibt es eine berechnete Antwort o fiir P U {G}
und eine Substitution -y, so dass fiir alle Variablen x € FV (Q): yo(z) = 0(x).

5.2.2 Strategien zur Berechnung von Antworten

Definition 5.2.7. Der folgende Algorithmus berechnet alle Antworten mit einer Breitensuche:

1. Gegeben ein Ziel <= Ay, ..., Ap:
a) Probiere alle Moglichkeiten aus, ein Unterziel A aus Ay, . .., A, auszuwihlen

b) Probiere alle Moglichkeiten aus, eine Resolution von A mit einem Kopf einer Pro-
grammklausel durchzufiihren.

2. Erzeuge neues Ziel B: Ldschen von A, Instanziieren des restlichen Ziels, Hinzufiigen des
Rumpfs der Klausel.

3. Wenn B = [J, dann gebe die Antwort aus.

Sonst: mache weiter mit [l mit dem Ziel B.
Dieser Algorithmus hat zwei Verzweigungspunkte pro Resolutionsschritt:
e Die Auswahl eines Atoms
e Die Auswahl einer Klausel

Es stellt sich heraus, dass bei der Auswahl des Atoms die restlichen Alternativen nicht
betrachtet werden miissen.

Satz 5.2.8. Vertauscht man in einer SLD-Widerlequng die Abarbeitung zweier Atome in einem
Ziel, so sind die zugehdrigen Substitutionen bis auf Variablenumbenennung gleich und die Wider-
lequng hat die gleiche Linge.

Weiterhin gilt: Die Suchstrategie, die irgendein Atom auswihlt, dann alle Klauseln durchpro-
biert, usw. ist vollstindig bzgl. der Antworten.

Beachte: Dies betrifft nicht die Reihenfolge, in der Seitenklauseln ausgewdihlt werden, diese
ist nach wie vor nichtdeterministisch.

Aber man kann daher leicht zu 16sende Atome zuerst auswéhlen und schwerer zu 16-
sende zuriickstellen.

Es kann aber sein, dass bei giinstiger Auswahl nur endlich viele Alternativen auspro-
biert werden miissen, aber bei ungiinstiger Auswahl evtl. eine unendliche Ableitung ohne
Losungen mitbetrachtet werden muss.
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Wir werden dies zeigen, indem wir zunédchst SLD-Biume definieren, diese reprasentie-
ren den ganzen Suchraum fiir ein Ziel, gegeben ein definites Programm und eine Selekti-
onsfunktion.

Definition 5.2.9. Gegeben sei ein definites Programm P und ein definites Ziel G: Ein SLD-Baum
fiir P U {G} ist ein Baum der folgendes erfiillt:

1. Jeder Knoten ist markiert mit einem definiten Ziel.
2. Die Wurzel ist markiert mit G.

3. In jedem Knoten mit nichtleerem Ziel wird ein Atom A des Ziels mit der Selektionsfunktion
ausgewdhlt. Die Kinder dieses Knotens sind dann die mdglichen Ziele nach genau einem
SLD-Resolutionsschritt mit einer definiten Klausel in P.

4. Knoten, die mit der leeren Klausel markiert sind, sind Blitter.

5. Ein Blatt ist entweder mit dem leeren Ziel markiert, oder es gibt von dem Blatt aus keine
SLD-Resolution.

Die Aste (Kanten) entsprechen dabei SLD-Ableitungen. Erfolgreiche Widerlegungen
sind Erfolgspfade, unendliche SLD-Ableitungen entsprechen unendlichen Pfaden. Fehl-
schldge entsprechen Pfaden zu Bléttern, die mit einem nichtleeren Ziel markiert sind.

Beispiel 5.2.10. Programm:

(c) pX,2) :- q&X,Y), p(Y,2).
(c2) p(X,X).
(c3) q(a,b).

Anfrage: 7- p(X,b) (Zur Erinnerung: Das entspricht der Klausel {—p(X,b)})

Wir schreiben zusitzlich die entsprechende Seitenklausel an die Kanten. Die Selektionsfunkti-
on nehme stets Atome mit q vor den Atomen mit p. Wir unterstreichen das selektierte Atom zur
Verdeutlichung. Dann ergibt sich der SLD-Baum:

7- p(X,b)
e 2)
7- q(X1,Y1), p(Y1,b). O
(c2)
?7- p(b,b).

(1 \@D

7- q(b,¥2),p(¥Y2,b) .
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Nimmt man die Selektionsfunktion: Erst Atome mit p dann Atome mit q, dann kann der Baum
unendlich werden:

?- q(X1,Y1), p(Y1,b).

(c1 c2)
?7- q(Y1,Y2), q(X1,Y1), p(¥2,b). ?7- q(X1,b).
) (c2 | (c3)
00 7- q(Y1,b), q(X1,Y1) I
()|
7~ q(b,b)

An diesen SLD-Biumen kann man (im Prinzip) den ganzen Suchraum ablesen.

Breitensuche in diesen Baumen findet jedoch alle Losungen (jede Losung nach endlich
vielen Schritten). Beachte, dass dies nicht fiir die Tiefensuche gilt, da sie in den unendli-
chen Pfad laufen kann.

5.3 Implementierung logischer Programmiersprachen: Prolog

In Implementierungen — insbesondere in Prolog — wird i.A. die Suche durch verschiedene
Vereinfachungen und Festlegungen deterministisch gemacht:

e Die Anfrage wird als Stack von Literalen implementiert. Es wird immer das erste Un-
terziel zuerst bearbeitet.

e Die Programmklauseln werden in der Reihenfolge abgesucht, in der sie im Pro-
gramm stehen.

o Bei Ausfiihrung eines SLD-Resolutionsschritts wird der Rumpf an die Stelle des Un-
terziels gesetzt, und zwar in der Reihenfolge der Literale in der Programmklausel.

D.h. Prolog benutzt die Tiefensuche, wobei die Rechts-Links-Ordnung durch die Reihen-
folge der Klauseln im Programm und die Reihenfolge der Literale in den Riimpfen defi-
niert wird.

Beachte, dass der Stack von Literalen die Selektionsfunktion festlegt, und daher nicht die
Vollstandigkeit des Verfahrens dndert. Die Reihenfolge der Programmklauseln zu verwenden
entspricht jedoch gerade der Tiefensuche, die — wie wir bereits gesehen haben — unvoll-
standig ist. Der Grund hierfiir ist praktischer Natur: Zum einen kann die Tiefensuche in
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vielen Fillen schneller sein, als die Breitensuche, und zum anderen verbraucht sie be-
kanntlich viel weniger Platz.

Aus Sicht der Prologgemeinde ist daher der Programmierer dafiir verantwortlich die
Programmbklauseln entsprechend in einer Reihenfolge anzuordnen, so dass die Nichtter-
minierung nicht eintritt. Im Grunde widerspricht dies dem grofien Ziel der deklarativen
Programmierung, welches fordert, dass im Programm nur zu spezifizieren ist, was berech-
net werden soll, aber nicht genau wie. Um Nichtterminierung zu vermeiden, muss der
Prolog-Programmierer jedoch die Hintergriinde kennen und durch Anordnung der Pro-
grammbklauseln auch zum Teil das Wie spezifizieren.

5.3.1 Syntaxkonventionen von Prolog

Namen kénnen aus GrofSbuchstaben, Kleinbuchstaben, Ziffern und _ (Unterstrich) gebil-
det werden, oder nur aus Sonderzeichen.

Konstanten sind Namen, die mit Kleinbuchstaben beginnen;
Variablen sind Namen, die mit Groflbuchstaben oder mit einem Unterstrich _ beginnen.
Der Unterstrich alleine _ ist der Name einer anonymen Variablen (wildcard, joker, Leer-
stelle).

Zusammengesetzte Terme (komplexe Terme) haben die Form

Functor(component, ..., component,,)

Die Stelligkeit des Funktors ist nicht variabel. Verwendet man den gleichen Namen mit
verschiedener Stelligkeit, so werden diese Vorkommen als verschiedene Objekte interpre-
tiert.

Funktoren, die auf oberster Ebene stehen, nennt man auch Priddikate. Z.B.
besitzt(peter, buch(lloyd, prolog)).

5.3.2 Beispiele zu Prologs Tiefensuche

Wir betrachten zunéchst ein einfaches Beispiel, dass auf dem schon eingefiihrten Pro-
gramm basiert.

Beispiel 5.3.1. Nehmen wir an, wir wollen das Pridikat vorfahr(X,Y') implementieren, das
wahr ist, wenn X ein Vorfahre von Y ist (iiber beliebig viele Generationen hinweg). Mit dem
bestehenden Pridikat eltern kann man dies in Prolog implementieren als:

|
: vorfahr1(X,Z) :- vorfahri(X,Y),vorfahri(Y,Z). :
|
|
|

i vorfahr1(X,Y) :- eltern(X,Y).

Jeder Aufruf von vorfahrl (z.B. mit konkreten Werten vorfahrl(karl,maria))
fiihrt ~ direkt  zur  nicht  Terminierung,  da  mit  der  ersten  Klausel
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vorfahr1(X,Z) :- vorfahrl(X,Y),vorfahri(Y,Z). resolviert wird, und im Anschluss
wieder usw.
Dreht man die Klauseln um, so erhilt man:

vorfahr2(X,Y) :- eltern(X,Y).
vorfahr2(X,Z) :- vorfahr2(X,Y),vorfahr2(Y,Z).

Dann erhilt man Antworten, aber die Suche nach weiteren Antworten fiihrt in den nichtterminie-
renden Zweig (nachdem alle Instanziierungen fiir eltern(X,Y) probiert wurden, wird die zweite
Klausel verwendet, die dann zur Nichtterminierung fiihrt).

Eine bessere Variante ist:

vorfahr(X,Y) :- eltern(X,Y).
vorfahr (X,Z) :- eltern(X,Y),vorfahr(Y,Z).

Diese terminiert stets, da sie stets die Relation eltern(X,Y) instanzieren muss: Da es nur endlich
viele solcher Instanziierungen gibt, terminiert die Suche.

Ein weiteres Beispiel zeigt, dass man die Klauseln nicht immer so anordnen kann, dass
die Suche terminiert:

Beispiel 5.3.2. Sei p ein zweistelliges Pridikat, das symmetrisch und transitiv ist. Wir geben
einige Fakten an und die beiden Eigenschaften:

P p(X,Y) - p(Y,X).
| p(X,2) :- p(X,YV),p(Y,2).

Fiir die Anfrage p(a, c) (die offensichtlich true geben sollte) findet Prolog keine Anwort (sondern
terminiert nicht), unabhingig davon, wie man die 4 Klauseln anordnet, es gibt aber eine erfolgrei-
che SLD-Ableitung, diese muss jedoch einmal die Symmetrie-Klausel und einmal die Transitivitit-
Klausel anwenden. Die Prolog-Ausfiihrung wendet aber je nach Reihenfolge immer die gleiche
Klausel an.

Eine mogliche Abhilfe ist das Einfiihren eines zusitzlichen Parameters, der als Tiefenschranke
verwendet wird (beachte den Abschnitt[5.3.3|zu Zahlen und arithmetischen Operationen).

' p(I,a,b) i
! p(I,c,b) |
! p(I,X,Y) :- I>0, JisI-1, p(J,Y,X). ;
! p(I,X,2) :- I>0,Jis I-1, p(J,X,Y) , p(J,Y,2). !

Ruft man p(2,a,c) auf so erhdlt man true. I stellt hier gerade die Tiefenschranke dar.

Stand: 7. Januar 2013 154 M. Schmidt-Schaufd & D. Sabel, Skript KI, SoSe 2014



5.3 Implementierung logischer Programmiersprachen: Prolog

Eine weitere Verdnderung gegeniiber der Logik ist, dass in Prologimplementierun-
gen der Occurs Check wihrend der Unifikation aus Effizienzgriinden nicht durchgefiihrt
wird. Da es in diesem Fall quasi eine Losung als unendlichen Term gibt (der natiirlich
kein PL;-Term ist), wird einfach weitergerechnet. Das ist aus Sicht der Pradikatenlogik
falsch. Aus Prolog-Sicht muss sich der Programmierer dariiber bewusst sein.

Gibt man z.B.

k(X,X)=k(Y,h(Y)).

im Prolog-Interpreter ein (beachte = steht fiir Gleichheit bzgl. der Terme), so erhdlt man
eine Losung:

X=Y, Y=nh().

Die Unifikation mit Occurs Check verbietet diese Losung, da Y = h(Y') bedeutet, dass YV’
ein unendlicher Term ist.
Weitere Verdanderungen in Prolog gegeniiber der theoretischen Fundierung sind:

o Es gibt extra Operatoren zum Beeinflussen des Backtracking (Cut), der u.a. bewir-
ken kann, dass fiir ein Unterziel statt vielen Losungen maximal eine berechnet wird.
Dies werden wir unten noch genauer behandeln.

o Assert/Retract: Damit konnen Programmklauseln zum Programm hinzugefiigt
bzw. geloscht werden. .a, betrifft dies nur Fakten.

e Negation: Negation wird definiert als Fehlschlagen der Suche.
e Es wird z.T. Typinformation zu Programmen hinzugefiigt.

e Argumente von Pradikaten kann man mit dem Zusatz I bzw. O versehen. Diese An-
gaben bedeuten, dass das jeweilige Argument nur als Eingabe bzw. nur als Ausgabe
verwendet wird.

e Zusétzlich kann man ein Pradikat als Funktion definieren, wenn die ersten Argu-
mente die Eingabe sind, das letzte Argument die Ausgabe, wobei die Funktion noch
zusitzlich als deterministisch (d.h. als mathematische Funktion) deklariert werden
muss.

Bevor wir einige dieser Einschrankungen und Erweiterungen betrachten, fithren wir
zundchst eine wichtige Konstrukte und Prinzipien zur Prolog-Programmierung ein.

5.3.3 Arithmetische Operationen

Die Zeichen +, —, , / sind erlaubt.

Ausdriicke der Form a * b + ¢ sind zundchst lesbare Abkiirzungen fiir den Term
+(*(a,b), ¢). Hier kann zur Darstellung abhédngig von der Prolog-Implementierung Infix,
Postfix, Prifix, Assoziativitit, Prioritit benutzt werden.
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Zahlen sind erlaubt und als Standard in Prolog implementiert. Der Zahlbereich ist ab-
hiangig von der Implementierung.

Das Spezialprddikat = (Gleichheit) kann definiert werden durch

Z.B.

7- besitzt(peter, X) = besitzt(peter,buch(lloyd,prolog))
yes; X = buch(lloyd,prolog)

Diese Operation der Berechnung der Instanzen von Variablen wird mittels Unifikation
durchgefiihrt.

Beachte, dass diese Gleichheit jedoch nicht wahr wird fiir 1+1 = 2, da 1+1 als syntakti-
scher Term aufgefasst wird, der anders aussieht, als der Term (die Konstante) 2.

Prolog stellt neben diesem Gleichheitstest auch weitere Gleichheitstests und arithmeti-
sche Vergleiche zur Verfiigung, die jedoch anders wirken:

= Syntaktische Gleichheit (Unfikation erlaubt)

=:=  Wertgleichheit, die Argumente werden zu Zahlen ausgewertet und diir-
fen keine Variablen enthalten

=/= Wertungleichheit

< kleiner als Wertgleichheit

> grofier als Wertgleichheit

=< kleiner gleich als Wertgleichheit

>=  grofler gleich als Wertgleichheit

Aufer bei der syntaktischen Gleichheit mit Unifikation =, muss fiir alle anderen Ope-
rationen gelten: Wenn expl op exp2 ausgewertet wird, miissen expl und exp2 zu einer
Zahl auswertbar sein. Beachte:

3+4=7 ergibt: no
34+4==7 ergibtyes

Wir testen weitere Beispiele im Prolog-Interpreter:
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?- 3+4 = X.
X = 3+4.

7- 3+4

true.

?- 3+4 =:= X.

ERROR: =:=/2: Arguments are not sufficiently instantiated
7- X < 6.

ERROR: </2: Arguments are not sufficiently instantiated
?- 5 < 6.

true.

7- (2%2) < 6.

true.

Mit diesen Operatoren kann man daher Variablen keine Werte zuweisen. Deshalb gibt es
hierfiir das Spezialpradikat is, welches in der Form

Variable is arithmetischer Ausdruck

verwendet wird und bewirkt, dass der arithmetische Ausdruck ausgewertet wird, und
dessen Wert an die Variable gebunden wird. Der arithmetische Ausdruck darf daher zum
Zeitpunkt der Auswertung von is keine Variablen mehr enthalten.

Wir demonstrieren die Unterschiede zwischen = und is anhand einiger Beispielaufrufe
im Prolog-Interpreter:

e 3
?- X is 5.

X =5.

7- X is (2+2%4).
X = 10.

7-  (2+2%4) is Y.

ERROR: is/2: Arguments are not sufficiently instantiated
?7- Y is Y.

ERROR: is/2: Arguments are not sufficiently instantiated
?7- X is Y.

ERROR: is/2: Arguments are not sufficiently instantiated
7- X=2, Y is X.

X=2,

Y = 2.

?- Y=Y.

true.

7- (2+2%4) =Y.

Y = 2+2x4.
. J
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Beachte, dass alle Pradikate, die Werte auswerten, nicht mehr direkt zur PL;-Semantik
passen.

5.3.4 Listen und Listenprogrammierung

Listen konnen in logischen Programmiersprachen direkt dargestellt werden, da sie direkt
als Terme mit zwei verschiedenen Funktionsymbolen konstruiert werden kénnen:

e Einer Konstante [] (gesprochen ,Nil”) fiir die leere Liste

e Einem zweistelligen Funktionssymbol, dass das Listenelement und die Restliste ent-
hélt. Dieses wird {iiblicherweise als ,,Cons” bezeichnet. In Prolog ist dieses Funkti-
onssymbol als Punkt . dargestellt.

Man kann daher die Liste [1,2,3] mit dieser Syntax als . (1,.(2,.(3,[1))) darstellen.
Prolog erlaubt aber auch die Schreibweise [1,2,3] als syntaktischen Zucker (die intern in
den Term . (1,.(2,.(3,[1))) tberfithrt wird). Das kann man auch im Interpreter tes-

ten:
e R
?7- [1,2,3] = .(1,.(2,.(3,[1))).
true.
7- [1,2,3] = .(1,.(2,.@3,.¢4,000N.
false.
7- [1,2,3,4] = .(1,.(2,.(3,.(4,[1)))).
true.
. J

Als Listenelemente konnen beliebig Elemente (nicht nur Zahlen) verwendet werden, die
auch verschieden sein diirfen, d.h. die Listen in Prolog sind (im Unterschied zu Haskell)
heterogen. Einige Beispiele fiir Listen (gleich mit der internen Darstellung) sind:

( 1)

?- [[11, [2,3], [4,511 = .C.(1,[D), .(.(2,.(3,01)),.C.(4,.(5,01)),01))).

true.

?7- [1,[11, 00217, O002110] = . (4, . . (1, 00D, . (. (. (1, DD, 01D, . C . (. (. (L, 01D, 1D, 1D, [10))) .
true.

7- [£(g(a)),h(b,x),f(£(£(£(c))))] = . (X,.(¥,.(Z,[1))).

X = £(g(a)),
Y = h(b, x),
Z = £(£(£(£(c)))).
- /

Pradikate, die der Berechnung des Kopfelementes (head) und der Restliste ohne Kopfele-
ment (tail) entsprechen, kann man damit schon definieren als:

| head(.(X,_.),X).
| tail(.(_,XS),XS).

Wir testet das gleich:
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?7- head([1,2,3,4],X).
X=1.

?- tail([1,2,3,4],X).
X =[2, 3, 4].

Prolog bietet jedoch eine komfortablere Schreibweise, um Pattern fiir Listen zu definie-
ren (und damit Listen zusammenzusetzen und zu zerlegen). . (x,xs) kann als [X|XS]
geschrieben werden. Genauer, kann man | zum Zerlegen einer Liste an einer beliebigen
Position der Liste verwenden, d.h. auch [X,Y,Z|YS] ist erlaubt. Wir definieren zunéachst
head und tail erneut mit dieser Syntax:

' head([X|_],X).
| tail([_|XS1,XS).
|

Einige Aufrufe:

?- head([1,2,3],X).
X=1.

7- tail([1,2,3],X).
X = [2, 3].

7- [X,Y,Zlzs] = [1,2,3,4,5].

X=1,
Y =2,
Z =3,
Zs = [4, 5].
L Y

Man kann in Prolog auch fiir beide Argumente eine Variable eingeben, man erhilt dann
fiir den nichtinstanziierten Teil (zumindest in SWI-Prolog) eine interne Variable:

?7- head(X,Y).
X = [Y|_G304].

7- tail(X,Y).
X = [_G303|Y].

Ausgestattet mit diesem Handwerkzeugs, konnen wir nun verschiedene Listenoperatio-
nen in Prolog definieren. Wir beginnen mit dem Pradikat member, welches ein Element
und eine Liste erwartet, und genau dann wahr sein soll, wenn das Element in der Liste
vorkommt. Die Idee dabei ist: Man arbeitet die Liste rekursiv ab:

| member (X, [X]_1).
| member(X,[_1Y]) :- member(X,Y).
|
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Einige Beispielaufrufe:

r

-

?- member(2,[1,2,3]).

true ;

false.

?- member(2,[1,2,3,2]).

true ;

true ;

false.

?7- member(X,[1,2,3]).

X=1;
X=2;
X=3;
false.

?7- member(X,Y).

L R R e

[X]_G304] ;

[_G303, X|_G307] ;

[_G303, _G306, X|_G310] ;

[_G303, _G306, _G309, X|_G313] ;

[_G303, _G306, _G309, _G312, X|_G316] ;

[_G303, _G306, _G309, _G312, _G315, X|_G319] ;
[_G303, _G306, _G309, _G312, _G315, _G318, X|_G322] ;

[_G303, _G306, _G309, _G312, _G315, _G318, _G321, X|_G325] ;
[_G303, _G306, _G309, _G312, _G315, _G318, _G321, _G324, X|...] ;
[_G303, _G306, _G309, _G312, _G315, _G318, _G321, _G324, _G327]|...]

Man kann sich fragen, ob member in allen moglichen Situationen terminiert.

ner.

e member (s,t): wenn t keine Variablen enthilt. dann wird ¢’ beim nidchsten mal klei-

member (Y,Y): Die erste Klausel unifiziert nicht, wenn der occurs-check eingeschaltet

ist, (aber unifiziert, wenn occurs-check aus ist). Die zweite Klausel ergibt:

member(X_1,[_|Y_1]) :- member(X_1,Y_1).
X_1=Y=[_lYy_1]

Die neue Anfrage ist:
member ([_|Y_1] ,Y_1)
Die nichste Unifikation ebenfalls mit zweiter Klausel

member (X_2,[_1Y_2]) :- member(X_2,Y_2)
X2 = [_IY_.1] , Y1 = [_|Y_2]
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usw. Man sieht: das terminiert nicht.

Das kann man in Prolog auch testen (da eine Tiefensuche verwendet wird). Wir ver-
wenden zwei Varianten: member wie oben angegeben und member?2, fiir die die beiden Pro-
grammbklauseln vertauscht sind:

s N
?7- member2(X,[1,2,3]).
X=3;
X=2;
X =1.

X=2;
X=3

?7- member(Y,Y).
Y = [**|_G460]

7- member2(Y,Y).

~C... terminiert nicht

Ein weiteres Pradikat ist islist, das versucht die Liste komplett auszuwerten. Ein Mog-
lichkeit ware die Definition:

islist([_IX]) :- islist(X).
islist([1).

Diese Definition terminiert es fiir Listen ohne Variablen, aber nicht fiir islist (X).

Stellt man die Klauseln um, erhilt man:

islist([]).
islist([_1X]) :- islist(X).

Dieses Programm terminiert fiir die Anfrage islist (X).
Als nédchsten Beispiel programmieren wir die Berechnung der Lange einer Liste, d.h.

die Anzahl der Elemente die diese enthilt. Beachte: Wir verwenden is, um die rekursive

erhaltene Lange auszuwerten (vgl. Abschnitt zu arithmetischen Operationen).

| laenge([],0).

i laenge([_|X],N) :- laenge(X,N_1), N is N_1 + 1.

Damit kann man folgende Beispiele rechnen:
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?7- laenge([1,2,3],N).
N = 3.

7- laenge(XS,2).
XS = [_G880, _G883] ;

~C

?- laenge(XS,N).

s =[1,

N=20;

XS = [_G892],

N=1;

XS = [_G892, _G895],
N=2;

XS = [_G892, _G895, _G898],
N=3;

XS = [_G892, _G895, _G898, _G901],
N=4;

Xs = [_G892, _G895, _G898, _G901, _G904],

Beachte: Die Anfrage
7- laenge(XS,2).

terminiert in manchen Implementierungen nicht, aber in SWI-Prolog. Allerdings: Wenn
man nach weiteren Antworten fragt, terminiert es nicht mehr.

Beispiel 5.3.3. Sortieren von Listen von Zahlen:

% Praedikat, das testet ob eine Liste sortiert ist

sortiert([]).

sortiert ([X]).

sortiert ([X|[Y|Z]]) :- X =< Y, sortiert([YI|Z]).

% sortiert_einfuegen(A,BS,CS): fuegt A sortiert in BS ein, Ergebnis: CS
sortiert_einfuegen(X, [1, [X]).

sortiert_einfuegen(X, [Y|Z], [XI[YIZ]]) :- X =< Y.

sortiert_einfuegen(X,[Y|Z], [Y|U]) :- Y < X, sortiert_einfuegen(X,Z,U).

% ins_sortiere sortiert die Liste

ins_sortiere(X,X) :- sortiert(X).

ins_sortiere([X|Y], Z) :- ins_sortiere(Y,U), sortiert_einfuegen(X,U,Z).
e e e e e e e e e e e — —  — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — o — o — — — — — — — 1
Einige Testaufrufe:
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( )

?7- sortiert([1,2,3]).

true.

?7- sortiert([2,3,1]).

false.

?7- sortiert([1,2,X]).

ERROR: =</2: Arguments are not sufficiently instantiated

7- sortiert(X).

X=10;

X = [_G312] ;

ERROR: =</2: Arguments are not sufficiently instantiated

?7- ins_sortiere([5,1,4,2,3],X).

X=1[1, 2, 3, 4, 5] ;

X=10, 2, 3, 4, 5] ;

X=1[1, 2, 3, 4, 5] ;

false
- J
Beispiel 5.3.4. Programmierung von append zum Zusammenhingen von Listen
o T e e e e e e \
| % append(A,B,C) haengt Listen A und B zusammen |
| |
! I
| append([],X,X). !
| append([X|Y],U, [X|Z]) :- append(Y,U,Z).
L L L L L L L L L L L L L el m o - 1
Beispiele:
s 3

7- append([1,2],[3,4],2).

z=10, 2,3, 4]

?- append([1,2],Y,Z).

Z = [1, 2|Y].

?- append(X,Y,Z).

X =1,

Y=2;

X = [_G663],

Z = [_G663|Y] ;

X = [_G663, _G669],

Z = [_G663, _G669|Y]
L J

Beispiel 5.3.5. Mischen von zwei sortierten Listen:
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merge([],YS,YS).
merge (XS, [1,XS).

merge ([X1XS], [YIYS], [YIZS]) :- merge([X|XS],YS,ZS), X > Y.

|
|
:
|
} merge ([X|XS], [YIYS], [X|ZS]) :- merge(XS,[Y|Y¥S],zS), X =< Y.
|
|
|

Beispiele:

?7- merge([1,10,100],[0,5,50,500],Z).
Zz = 1[0, 1, 5, 10, 50, 100, 500].

?7- merge(X,Y,[1,2,3]).
X=10,

[1, 2, 3] ;
= [1, 2, 3],
= [ ;

= [11,

= [2, 3] ;

= [1, 2],

= [3] ;

= [1, 3],

[21 ;

= [2, 3],

= [1] ;

= [2],

= [1, 3] ;

= [3],

= [1, 2] ;
false.

-
I

obd o b4 e B Bd < Bd b4 e B
1

Den letzten Aufruf kann man gerade so auffassen: Berechne alle Listen, die nach dem Mischen

[1,2,3] ergeben.

Beispiel 5.3.6. Einige weitere Beispiele fiir Listenfunktionen
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listtoset([1,[1).
listtoset ([X|R], [XIS]) :- remove(X,R,S1),listtoset(S1,S).

remove (E, [1,[]).
remove(E, [E|IR],S) :- remove(E,R,S).
remove(E, [X|R], [XIS]):- not(E == X), remove(E,R,S).

union(X,Y,Z) :- append(X,Y,XY), listtoset(XY,Z).

intersect ([X|R],S, [XIT]) :- member(X,S),intersect(R,S,T1),listtoset(T1,T).
intersect ([X|R],S,T) :- not(member(X,S)),intersect(R,S,T1),listtoset(T1,T).

reverse([],[]).
reverse([X|R],Y) :- reverse(R,RR), append(RR, [X],Y).

reversea(X,Y) :- reverseah(X,[],Y).
reverseah([X|Xs],Acc,Y):- reverseah(Xs, [X|Accl,Y).

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
:
|
| intersect([1,X,[1).
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
:
| reverseah([1,Y,Y).
|

5.3.5 Differenzlisten

Wir fithren an dieser Stelle eine weitere Darstellung von Listen ein, die sogenannten Dif-
ferenzlisten. Diese werden spater im Abschnitt[5.4/zum Parsen und Definite Clause Gram-
mars eine Rolle spielen und verwendet. Diese Darstellung besitzt den Vorteil, dass das
append-Pradikat wesentlich effizienter implementiert werden kann.

Betrachten wir zunédchst die bisherige Implementierung von append erneut:

| append([],X,X).
|

i append([X|Y],U, [X|Z]) :- append(Y,U,Z).

Der Nachteil dieser Implementierung liegt darin, dass die Auswertung der Ergebnislis-
te die gesamte erste Liste abarbeiten muss, d.h. die Laufzeit ist linear in der Lange der
ersten Liste. Dies kann man sich klar machen, wenn man die Abarbeitung beispielhaft
durchgeht:

append([al,...,an],[bl,...,bm],L) X1 =ay, le[ag,...,an], U, = [bl,...,bm], L= [a1|Z1]
append([ag,...,an],[bl,...,bm],Zl) XQ = ay, Ygz[ag,...,an], UQ = [bl,...,bm], Zl = [CL2|Z2]
append([ag,...,an],[bl,...,bm],ZQ) X3 = as, Y3:[a4,...,an], U3 = [bl,...,bm], Z2 = [a3|Z3]

append([],[b1,-.-,bm],Zn) Zn = b1, ,bm]

Da Listen rekursiv dargestellt werden, gibt es zunédchst keine bessere Moglichkeit das
append-Pradikat zu implementieren. Ein Ausweg stellen die sogenannten Differenzlisten
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dar: Anstelle der Liste selbst, wird dabei eine Liste durch zwei Listen dargestellt. D.h. ei-
ne Liste wird durch ein Paar (L;, Ly) dargestellt (oder, da in Prolog das Minuszeichen
nur einen Term konstruiert auch gleich als Differenz L; — Ly). Die eigentliche Liste ist
dabei die Differenz von L; und Ls, d.h. L» muss ein Suffix von L, sein. Z.B. kann die Lis-
te [1,2,3] als Differenzliste ([1,2,3,4,5] - [4,5]) dargestellt werden. Offensichtlich
ist diese Darstellung nicht eindeutig, vielmehr kann [1, 2, 3] durch jede Differenzliste der
Form ([1,2,3|Y] - Y) dargestellt werden. Zum Programmieren eignet sich die letzte
Darstellung (mit Y als nicht instanziierte Variable), denn diese schafft gerade den Platz,
um etwas an die Liste in konstanter Zeit anzuhdngen. Genauer ldsst sich dann append mit
konstanter Laufzeit implementieren. Wir beschreiben zunéchst die Idee und geben dann
die Implementierung an.

Seien die Listen L und M als Differenzlisten (L; — L) und (M; — M>) gegeben. Wenn
M, gerade gleich zu L, ist, dann entspricht das Anhdngen von M an L gerade der Diffe-
renzliste (L — M>). Das folgende Bild verdeutlich dies

Ly

Manssieht, Ly muss gleich zu M, sein. Anderenfalls funktioniert das Aneinanderhdngen
nicht. Die Implementierung in Prolog ist daher gerade:

Die Auswertung einer Anfrage append (Listel - ListelRest, Liste2 - Liste2, Ergebnis)
ist offensichtlich in konstanter Zeit moglich, wenn Liste1Rest eine Variable ist: In diesem
Fall muss unifiziert werden: ListelRest = Liste2, was in konstanter Zeit moglich ist,
wenn ListelRest eine Variable ist.

Ein Beispielaufruf zeigt dies:
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7- appendD([1,2,3|Y]-Y,[4,5,6]Z]-Z,R).
Y = [4, 5, 61Z],
R [1, 2, 3, 4, 5, 6|z2]-2

5.3.6 Der Cut-Operator: Steuerung der Suche

Prolog verfiigt iber den sogenannten Cut-Operator (der durch das Ausrufezeichen ! dar-
gestellt wird). Die Wirkung des Operators ldsst sich grob dadurch beschreiben, dass die
Suche an diesem Operator abgeschnitten wird (daher der Name).

Formaler: Betrachte die Programmklausel B < Ay, ..., An, !, Amyi, ..., Ap. Die Wir-
kung von ! ist die folgende: Wenn die SLD-Resolutionen, die A, ..., A,, wegresolviert
haben erfolgreich waren, dann wird bei Fehlschlagen der weiteren Suchein 4,41, ..., 4,
kein Backtracking in Ay, ..., A,, durchgefiihrt. Im SLD-Baum werden daher gerade die
anderen Mdglichkeiten, Ay, ..., A, wegzuresolvieren, nicht mehr betrachtet.

Wir betrachten ein Beispiel, um die Wirkung und die Niitzlichkeit des Cut-Operators
zu erldutern.

Betrachte das folgende Beispiel: Ein Mitarbeiter des Wetteramts muss je nach Windstar-
ke X eine der drei Mitteilungen Y = ,normal”, ,, windig” oder ,stiirmisch” weitergeben.
Die genauen Regeln dafiir sind:

1. Wenn X < 4,dann Y = normal.
2. Wenn 4 < 8und X < 40 dann Y = windig.
3. Wenn 8 < X dann Y = stuermisch.

Da sich der Mitarbeiter die Regeln nicht merken kann, hat er sich ein Prolog-Programm

geschrieben:
r**********************************************************************‘
: mitteilung(X,normal) - X < 4.

| mitteilung(X,windig) i~ 4 =<X, X <8. |
|

I mitteilung(X,stuermisch) :- 8 =< X.

|

Angenommen die aktuelle Messung hat 3 ergeben, und der Mitarbeiter nimmt an, er muss
,windig” mitteilen, tiberpriift dies aber in Prolog:

?7- mitteilung(3,Y), Y=windig.

false.

Wir betrachten den Ablauf der SLD-Resolution: Das erste Ziel ergibt zunédchst die Instan-
ziierung Y +— normal. Anschlieflend fiihrt die Unifikation von windig = normal zum
Fail. Prolog wird nun Backtracken und die beiden anderen Programmklauseln fiir mit-
teilung ausprobieren, obwohl dies eigentlich unnétig ist. Der trace in SWI-Prolog zeigt
dies:
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e )
[trace] 3 7- mitteilung(3,Y), Y=windig.

Call: (7) mitteilung(3, _G2797) 7 creep
Call: (8) 3<4 7 creep

Exit: (8) 3<4 7 creep

Exit: (7) mitteilung(3, normal) ? creep
Call: (7) normal=windig ? creep

Fail: (7) normal=windig ? creep

Redo: (7) mitteilung(3, _G2797) ? creep
Call: (8) 4=<3 7 creep

Fail: (8) 4=<3 ? creep

Redo: (7) mitteilung(3, _G2797) 7 creep
Call: (8) 8=<3 7 creep

Fail: (8) 8=<3 7 creep

Fail: (7) mitteilung(3, _G2797) 7 creep

false.
N Y,

Mithilfe des Cut-Operators konnen wir diese weitere Suche abschneiden, und genauso
auch fiir den Fall, dass die zweite Programmbklausel schon instanziiert wurde (dann muss
die dritte nicht mehr versucht werden). Als effizientere Version des Programms erhalten

wir daher:

L e e e
i mitteilung(X,normal) :- X < 4,!.

| mitteilung(X,windig) :- 4 =< X, X < 8,1. |
|

| mitteilung(X,stuermisch) :- 8 =< X.

Schauen wir uns den trace erneut an, so sehen wir, dass die Suche frither abgebrochen
wird:

I N
[trace] 4 7-

| mitteilung(3,Y), Y=windig.
Call: (7) mitteilung(3, _G2803) 7 creep
Call: (8) 3<4 7 creep
Exit: (8) 3<4 7 creep
Exit: (7) mitteilung(3, normal) ? creep
Call: (7) normal=windig ? creep
Fail: (7) normal=windig ? creep

false.
N Y,

Die Verwendung des Cut hat hier also nur die Ausfithrung verdndert (optimiert), aber
die logische Semantik ist die selbe geblieben. Insbesondere gilt: Das Programm mit Cut
verhalt sich logisch genauso, wie wenn man die Cuts weglasst.

Eine weitere Optimierung im Beispiel ist, die Abfragen 4 =< X in der zweiten Pro-
grammbklauseln und 8 =< X in der dritten Programmklausel wegzulassen, da die Suche
dort erst hinkommt, wenn die entsprechenden Literale sowieso wahr sind. Das ergibt als
dritte Variante:
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|
: mitteilung(X,normal) :- X < 4,!.

: mitteilung(X,windig) :- X < 8,!.

|

I mitteilung(X,stuermisch).

|

Beachte: Diese Implementierung sollte man nicht mit direkten Werten fiir die Ausga-
be aufrufen. Da z.B 7- mitteilung(3,windig) wahr wird. Im Gegensatz dazu ergibt
?7- mitteilung(3,Y), Y=windig. falsch.

Es stimmt nun auch nicht mehr: Das Programm verhalt sich mit Cuts genauso wie ohne
Cuts. Denn: Wenn wir die Cuts weglassen, erhalten wir

mitteilung(X,normal) :- X < 4.

‘ ‘
| ‘
i mitteilung(X,windig) :- X < 8. i
! mitteilung(X,stuermisch).

Nun ergibt die Anfrage 7- mitteilung(3,Y), Y=windig. als Ergebnis true!.

Das Beispiel demonstriert, dass das Hantieren mit Cuts zu semantischen Problemen
fiihrt, d.h. die Bedeutung der Programme kann sich d&ndern. Eine gute Programmierregel
ist es, Cuts nur dann einzusetzen, wenn das Weglassen der Cuts die logische Bedeutung
nicht dndert, da ansonsten die Verstandlichkeit und Wartbarkeit der Programme schwie-
riger wird.

Wir betrachten einige Beispiele zur Programmierung mit Cut:

Beispiel 5.3.7. Die Berechnung des Maximums zweier Zahlen kann wiefolgt in Prolog imple-
mentiert werden:

max(X,Y,X) :- X >= Y.
max(X,Y,Y) :- Y < X.

max(X,Y,X) :- X >=Y,!.
max (X,Y,Y).

Allerdings sollte man dieses Pridikat nicht direkt mit dem Ergebniswert aufrufen, denn z.B.
?7- max(3,1,1) . ergibt wahr. Man sollte es daher in der Form ?7- max(3,1,Z), Z=3. verwen-
den.

Beispiel 5.3.8. Wir haben bereits den Enthaltentest eines Elements in einer Liste programmiert:

member (X, [X]_1).
member (X, [_|Y]) :- member(X,Y).

Mit Cut kénnen wir dies effizienter programmieren als:
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member (X, [X]|_]) :-!.
member (X, [_1Y]) :- member(X,Y).

Wenn die erste Klausel erfolgreich war, muss die zweite nicht mehr betrachtet werden.
Beachte: Die alte Version liefert bei Anfrage 7- member (X, [1,2,31) . drei verschiedene Lo-
sungen X = 1 ; X = 2 ; X = 3. Die Version mit Cut liefert nur eine X = 1.

Beispiel 5.3.9. Ein if-then-else ist eigentlich nicht darstellbar in purem Prolog. Mit dem Cut-
Operator kann dies jedoch programmiert werden als

ifthenelse(B,P,Q) :- B,!,P.
ifthenelse(B,P,Q) :- Q.

Beispiel 5.3.10. Das folgende Beispiel soll nochmal verdeutlichen, dass der Cut-Operator seman-
tikverindernd ist. Betrachte das Programm

Die logische Bedeutung ist (a N\b == p) A (¢ == p). Drehen wir die Reihenfolge der
Programmklauseln um, so dndert sich an der Bedeutung nichts. Betrachten wir nun die Variante

mit cut:
f7777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777
| p - a,l,b |
| p :-c |
|

Die logische Bedeutung ist nun (a AN\b = p) A (—a A ¢ = p), da die zweite Klausel nur bei
—a betrachtet wird.
Umdrehen der Klauseln ergibt:

Die logische Bedeutung ist nun anders: (¢ = p) A (aANb = p).

5.3.7 Negation: Die Closed World-Annahme

In Prolog kann man in Programmklauseln keine Negation verwenden, da die Programm-
klausel A < —B der Klausel {4, B} entsprdche, die keine definite Klausel mehr ist, da
sie zwei positive Literale enthalt. Trotzallem gibt es in Prolog einen not-Operator. Des-
sen Semantik ist jedoch nicht die logische Negation, sondern wird als Fehlschlagen der
Suche interpretiert. Wir betrachten als Beispiel die Aussage: Maria mag alle Tiere aufser
Schlangen. Den ersten Teil der Aussage konnen wir durch
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|
| mag(maria,Y) :- tier(Y).

ausdriicken. Wir miissen aber noch die Schlangen ausschliefen. Es gibt in Prolog das

vordefinierte Literal fail, dass zum sofortigen Fehlschlagen der Suche fiihrt.
Mit diesem fail und dem Cut-Operator konnen wir obige Aussage ausdriicken:

mag(maria,Y) :- Y=schlange,!,fail.

mag(maria,Y) :- tier(Y).

Zundchst wird gepriift, ob es sich um eine Schlange handelt. Ist dies der Fall, so wird kein
Backtracking durchgefiihrt und die Suche mit fail beendet. Im Prolog-Interpreter erhalt
man das richtige Ergebnis (nach Hinzufiigen einiger Fakten):

s 2
7- mag(maria,schlange).

false.

?7- mag(maria,hund) .

true.

7- mag(maria,katze).

true.
\ J

Im Grunde ist das Ergebnis false aber kein logisches Falsch, sondern sagt nur aus: Der
Interpreter hat keine erfolgreiche SLD-Widerlegung gefunden. Genau dies liegt der soge-
nannten Closed-World-Assumption (CWA) zu Grunde: Alles was nicht aus dem Programm
folgt, wird als falsch angesehen.

Das not-Prddikat ist entsprechend definiert als:

not(P) :- P,!,fail.
not(P) :- true.

D.h. not (P) liefert true, wenn Prolog keine erfolgreiche SLD-Widerlegung fiir P finden
kann. Das entspricht natiirlich nicht der logischen Negation. Der Programmierer muss
sich deshalb dariiber bewusst sein, was er tut, wenn er not verwendet.

Unser Beispiel kann daher auch programmiert werden als:

|
| mag(maria,Y) :- tier(Y), not(Y = schlange). !

Die Closed-World-Assumption wird in Prolog verwendet. Dies sieht man z.B. auch an
folgendem Beispiel
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Die Anfrage 7- rund(ball) liefert true. Hingegen liefert die Anfrage 7- rund(erde) als
Ergebnis false, obwohl wir eigentlich gar nicht wissen, ob die Erde rund ist, da keinerlei
Aussage dartiiber aus dem Programm folgt. Die Closed-World-Assumption erzwingt das
false, da angenommen wird, dass alles falsch ist, was nicht herleitbar ist. Ebenso ergibt
die Anfrage 7- not (rund(erde)) das Ergebnis true, obwohl dies eigentlich nicht aus dem
Programm folgt, sondern nur aufgrund der speziellen Semantik von not.

AbschliefSend betrachten wir einige Beispiele

Beispiel 5.3.11. Unser Programm zu Verwandtschaftsbeziehungen, etwas erweitert:
frau(maria) .
frau(elisabeth).
frau(susanne).
frau(monika) .
frau(pia).
mann (peter) .
mann (karl) .
mann (paul) .
vater(peter,maria).
vater (peter,monika) .
vater(karl, peter).
vater(karl, pia).
vater(karl, paul).
mutter (susanne,monika) .
mutter (susanne,maria).
mutter (elisabeth, peter).
mutter(elisabeth, pia).
mutter (elisabeth, paul).

———————————————————————————————————————————————————————————————————————

| |
i bruder (X,Y) :- mann(X),vater(Z,X),vater(Z,Y),not(X == Y), mutter(M,X),mutter(M,Y). \
| |
| schwester(X,Y) :- frau(X),vater(Z,X),vater(Z,Y),not(X == Y),mutter(M,X) ,mutter(M,Y). :
: geschwister(X,Y) :- vater(Z,X),vater(Z,Y),not(X == Y) ,mutter(M,X) ,mutter(M,Y). :

Ein anderes, aber im Prinzip dhnliches Beispiel ist ein ungerichteter Graph:

Beispiel 5.3.12. Ein ungerichteter Graph kann als Kantenrelation dargestellt werden:

kante(a,b).
kante(a,c).
kante(c,d).
kante(d,b).
kante(b,e) .
kante(f,g) .

Das Pridikat verbunden ist waht, wenn zwei Knoten (iiber mehrere Kanten) verbunden sind:
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———————————————————————————————————————————————————————————————————————

verbunden(X,Y) :- kante(X,Y).
verbunden(X,Y) :- kante(Y,X).
verbunden(X,Z) :- kante(X,Y),verbunden(Y,Z).
verbunden(X,Z) :- kante(Y,X),verbunden(Y,Z).

i verbunden2(X,Y) :- verb(X,Y,[]1).

} ungkante(X,Y) :- kante(X,Y).

| ungkante(X,Y) :- kante(Y,X).

: verb(X,Y,_) :- ungkante(X,Y).

i verb(X,Z,L) :- ungkante(X,Y), not(member(Y,L)), verb(Y,Z,[YIL]).

5.3.8 Vergleich: Theoretische Eigenschaften und reale Implementierungen

Folgende Tabelle vergleicht die theoretischen Eigenschaften mit denen implementierter
logischer Programmiersprachen.

Pures Prolog nichtpures Prolog nichtpur, ohne occurs-check
Definite Programme | Cut, Negation,
Klauselreihenfolge fest
SLD: ist korrekt SLD: korrekt SLD: i.a. nicht korrekt
vollstandig unvollstandig unvollstandig

5.4 Sprachverarbeitung und Parsen in Prolog

Eine hdufige Anwendung der speziellen Abarbeitungsstrategie von Prolog ist die Verwen-
dung als Implementierungssprache fiir Parser zu gegebenen Grammatiken, insbesondere
fur nattirliche Sprachen (Bratko, 1990; |Gal et al., 1991} Pereira & Shieber, 1987). Dies ist
auch historisch gesehen die erste Anwendung von Prolog gewesen. Prolog verwendet als
Suchstrategie Tiefensuche mit Backtracking. Dies kann direkt fiir einen rekursiv abstei-
genden Parser verwendet werden. Tatsdchlich stehen nicht nur kontextfreie Grammatiken
zur Verfligung, sondern auch erweiterte Grammatiken, z.B. fiir (schriftliche) Eingabe in
natiirlicher Sprache.

Wir betrachten zundchst kontextfreie Grammatiken in Prolog, und anschliefflend die
erweiterten Grammatiken und die Sprachverarbeitung. Eine Kontextfreie Grammatik
(CFG) besteht aus Nichtterminalen, Terminalen und Produktionen, wobei eine Produk-
tion auf der linken Seite genau ein Nichtterminal hat und auf der rechten Seite eine Folge
von Nichtterminalen und Terminalen. Z.B. erzeugt die folgende CFG mit Startsymbol S

alle Worte der Form a™b™:
S — ab

S — aSb

In Prolog kann diese Grammatik mehr oder weniger direkt eingegeben werden als
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s -—> [a,b].
|

, 8 --> [al], s, [b].

D.h. anstelle von — wird --> benutzt, Terminale werden in Listenklammern geschrieben
und Folgen werden durch Kommata getrennt. Tatsdchlich wird hier nur syntaktischer Zu-
cker verwendet, d.h. Prolog tibersetzt diese sogenannte Definite Clause Grammar (DCG)
—die in diesem Fall auch eine CFG ist —in Hornklauseln. Dabei werden die Nichtterminale
in Pradikate tibersetzt, die jedoch zwei weitere Argumente zur Verarbeitung der Eingabe
erhalten. D.h. im Beispiel wird durch die DCG das zweistellige Pradikat s definiert. Die
Argumente stellen dabei gerade die Eingabeliste als Differenzliste dar (wobei ein Paar
(L1, Ly) verwendet wird, und nicht die Darstellung L; — L2). Wir betrachten zunéchst
einige Beispielaufrufe fiir unser Programm.

) N
?- s([a,a,b,bl, [1).

true.

?7- s([a,b,b,al, [1).

false.

?7- s([a,a,a,b,b,b],[]).

true.

?7- s([a,a,a,b,b,bl|X],X).

true .

?- s([a,a,a,b,b,b,c,d], [c,d]).
true.

Die genaue Ubersetzung ist: Sei die Produktion n --> n1,...,nm, wobei alle ni zu-
ndchst Nichtterminale seien. Dann wird fiir jede solche Produktion die Klausel

n(Eingabe,Rest) :- nl(Eingabe,Restl), n2(Restl,Rest2),..., nm(Restm,Rest)

erzeugt, d.h. die Differenzliste wird quasi sequentiell aufgeteilt: Jedes der Nichtterminale
ni nimmt sich zur Verarbeitung gerade soviele Elemente aus der Liste wie es zur Verar-
beitung benétigt.

Die Ubersetzung der Terminale erfolgt dementsprechend: Man kann z.B. annehmen,
dass ein Pradikat terminal zur Verarbeitung aller Terminale hinzugefiigt wird, mit der
Definition

|
| terminal (Terminale,Eingabe,Rest) :- append(Terminale,Rest,Eingabe).

Wenn ni gerade die Liste [t1,...,tk] von Terminalen ist, dann wird ni ersetzt durch
terminal ([t1,....,tk],Rest]/ —1,Rest]) Man kann auch auf die Verwendung des Pra-
dikats terminal verzichten und die Bedingungen direkt kodieren.

Kehren wir zurtick zur Beispielgrammatik und iibersetzen diese nach obiger Anleitung
in Prolog-Hornklauseln:
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|
: s(Ein,Rest) :- terminal([a,b],Ein,Rest).
: s(Ein,Rest) :- terminal([a],Ein,Restl), s(Restl,Rest2), terminal([b],Rest2,Rest). :
|
I terminal (Terminale,Eingabe,Rest) :- append(Terminale,Rest,Eingabe). !
|

Wenn man auf terminal verzichtet, und die entsprechenden Bedingungen direkt reinko-
diert, erhdlt man

s([a,b|Ein] ,Ein).
s([alEin] ,Rest) :- s(Ein, [b|Rest]).

DCGs koénnen noch erweitert verwendet werden, indem man zusitzliche Argumente
als Parameter an den Nichtterminalsymbolen einfiigt. Diese werden dann mitunifiziert
und es konnen dadurch weitere Bedingungen in die Grammatik hineinkodiert werden.
Damit gehen DCGs iiber die Klasse der kontextfreien Sprachen hinaus, denn es kann z.B.
eine DCG fiir die Sprache aller Worter a"b"c"d" angegeben ist, die bekanntlich nicht kon-
textfrei ist.

Eine DCG-Grammatik fiir die nicht-kontextfreie formale Sprache {a"b"c"d" | n € N}
ist die folgende:

|
i s --> aa(X),bb(X),cc(X),dd(X).
' aa(0) --> [al. l
: aa(succ(X)) --> [a], aa(X).
| bb(0) --> [b]. l
| bb(succ(X)) --> [b], bb(X). l
i cc(0) --> [c]. i
: cc(succ(X)) --> [c], cc(X).
! dd (0) --> [a]. |
| |
| |

dd(succ(X)) --> [d], dd(X).

Die zusatzlichen Parameter an den Nichtterminalen sind gerade Peanozahlen (die aus
succ und 0 aufgebaut sind). Die erste Produktion erwingt gerade, dass die Anzahl der
erzeugten a’s, b’s, ¢’s und d’s genau gleich sein muss.

Wir testen dies:

' N
?- s([a,a,b,b,c,c,d,d], [1).

true .

?- s([a,a,a,b,b,c,c,d,d], []).
false.

?7- s(Eingabe, [1).

Eingabe = [a, b, c, d] ;

Eingabe = [a, a, b, b, ¢, ¢, 4, d] ;

[a, a, a, b, b, b, ¢, ¢, c|...]

Eingabe

M. Schmidt-Schaufd & D. Sabel, Skript KI, SoSe 2014 175 Stand: 7. Januar 2013



5 Logisches Programmieren

Die Ubersetzung in reines Prolog ist gerade

|
i s(Ein,Rest) :- aa(X,Ein,Rest1),bb(X,Restl,Rest2),cc(X,Rest2,Rest3),dd(X,Rest3,Rest). |
} aa(0,Ein,Rest) :- terminal([a],Ein,Rest).

} aa(succ(X),Ein,Rest) :- terminal([a],Ein,Restl), aa(X,Restl,Rest). :
| bb(0,Ein,Rest) :- terminal([b],Ein,Rest).

: bb(succ(X) ,Ein,Rest) :- terminal([b],Ein,Restl), bb(X,Restl,Rest).

: cc(0,Ein,Rest) :- terminal([c],Ein,Rest).

i cc(succ(X),Ein,Rest) :- terminal([c],Ein,Restl), cc(X,Restl,Rest).

: dd(0,Ein,Rest) :- terminal([d],Ein,Rest).

: dd(succ(X),Ein,Rest) :- terminal([d],Ein,Restl), dd(X,Restl,Rest). }

|
i s(Ein,Rest) :- aa(X,Ein,Rest1),bb(X,Restl,Rest2),cc(X,Rest2,Rest3),dd(X,Rest3,Rest). |
| aa(0, [alEin],Ein).

} aa(succ(X), [alEin] ,Rest) :- aa(X,Ein,Rest).

| bb(0, [blEin],Ein) . |
: bb(succ(X), [b|Ein] ,Rest) :- bb(X,Ein,Rest).

: cc(0, [c|Ein] ,Ein).

i cc(succ(X), [c|Ein] ,Rest) :- cc(X,Ein,Rest).

! dd (0, [d|Ein] ,Ein).

: dd(succ(X), [d|Ein] ,Rest) :- dd(X,Ein,Rest).

Die zusitzlich erlaubten Parameter innerhalb der DCGs sind insbesondere fiir die Ver-
arbeitung nattirlicher Sprache niitzlich, da sie bestimmte Attribute der Terminale testen
konnen, die bei bestimmten Satzgliedern iibereinstimmen miissen, z.B. Geschlecht, Fall,
Zeit, usw. und die Akzeptanz einer Phrase steuern konnen.

Deutsch (Latein auch) z.B. bauen auf Wortendungen zum Anzeigen der Fille, Singlu-
ar/Plural Geschlecht an und erlauben somit auch eine freiere Wahl der Satzstellung. Als
Beispielsprache ist Englisch einfacher, da es fast keine Wortendungen gibt, und die Rei-
henfolge der Worte eines Satzes fast nicht umstellbar ist.

5.4.1 Kontextfreie Grammatiken fiir Englisch

Eine Tabelle der syntaktischen Kategorien ist:
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Det Determiner (Artikel) (the, a, some)

N Noun (Nomen) (table, computer, John)
\% verb (writes, eats, having)
ADJ adjectives (big, fast)

ADV  adverbs (very, slowly, yesterday)
AUX  auxiliaries (Hilfsverben) (is, do, has will)

CON  conjunctions (and, or)

PREP  prepositions (to, on, with)

PRON Pronouns (Pronomen) (he, who, which)

Weitere Bezeichnungen (Subkategorisierung und Komponenten):

S Sentence (Satz)

PN proper noun “a ...."” ist verboten)
IV intransitive verb hat kein Objekt

TV  transitives verb  hat Objekt.

Komponenten eines Satzes (Phrasen, Satze):

S (Sentence) Satz

NP Nounphrase Nominalphrase das dicke Buch

vp Verbphrase schreibe ein Buch

PP Préapositionalphrase mit einem Fernglas

ADJP  adjective phrase grofier als man erwartet

ADVP  adverbial phrase (yesterday evening, gestern abend)

OptRel relative clause, optional

Die (erste Anndherung an eine) Beschreibung der Grammatik einer natiirlichen Spra-
che erfolgt mit Phrasenstrukturregeln. Diese konnen mit CFGs zur Konstruktion sowie zur
Analyse von Sitzen bzw. Phrasen verwendet werden. Diese Grammatik ist natiirlich ab-
hingig von der beschriebenen Sprache (Deutsch, Englisch, Franzosisch, Russisch, usw.).

Eine kontextfreie Grammatik (CFG) zum Erzeugen einfacher englischer Sitze kann
man wie folgt schreiben:
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S — NP VP
NP —  DetN
NP —  Det N OptRel
NP — PN
Optrel — that VP
VP — TV NP
VP — IV
Lexikoneintrage:
PN — terry
PN —  shrdlu
Det — a
N — program
IV — halts
vV — writes

Beispiel 5.4.1. Herleitungsbiume fiir die Sitze ,shrdlu halts” und ,a program halts” sind:

RN PN
NP VP

NP VP
| | VAN |
PN v DET N v
| | | | |
shrdlu halts a program halts

In Prolog kann man nun die Kontextfreie Grammatik als DCG eingeben, wobei wir

gleich noch das Pradikat istsatz zur komfortableren Eingabe definieren:

i istsatz(Ein) :- s(Ein,[]).
|

: s --> np, Vvp.

| np --> pn.

| np --> det, n.

l np --> det, n, optrel.
| optrel --> [that], vp.

: vp --> tv, np.

: vp --> iv.

: % Lexikon:

i pn --> [terry].

! pn --> [shrdlu].

| det --> [a].

| n --> [program] .

| iv --> [halts].

ltv --> [writes].

|

Einige Beispielaufrufe dazu sind:
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5.4 Sprachverarbeitung und Parsen in Prolog

?7- istsatz([a,program,halts]).

true .

?7- istsatz([shrdlu,halts]).

true .

?7- istsatz([terry,writes,a,program,that,halts]).
true .

?7- istsatz([terry,halts,a,program]).

false.

7- istsatz([terry,writes,a,shrdlu]).

false.

?7- istsatz([terry,writes,a,program]).

true .

?7- istsatz([terry,writes,shrdlu]).

true .

7- istsatz(X).

= [terry, writes, terry] ;

= [terry, writes, shrdlu] ;

= [terry, writes, a, program] ;

[terry, writes, a, program, that, writes, terry] ;

= [terry, writes, a, program, that, writes, shrdlu] ;

LT - T -]
1]

= [terry, writes, a, program, that, writes, a, program] ;

Ubersetzt man die DCG in reine Hornklauseln, so erhilt man:

istsatz(Ein) :- s(Ein,[]).

s(Ein,Rest) :- np(Ein,Restl), vp(Restl,Rest).

np(Ein,Rest) :- pn(Ein,Rest).

np(Ein,Rest) :- det(Ein,Rest1), n(Restl,Rest).

np(Ein,Rest) :- det(Ein,Restl) ,n(Restl,Rest2), optrel(Rest2,Rest).
optrel([that|Ein] ,Rest) :- vp(Ein,Rest).

vp(Ein,Rest) :- tv(Ein,Rest1), np(Restl,Rest).

vp(Ein,Rest) :- iv(Ein,Rest).

% Lexikon:
pn([terry|Ein] ,Ein).
pn([shrdlu|Ein] ,Ein).
det([al|Ein] ,Ein).
n([program|Ein] ,Ein) .
iv([halts|Ein],Ein).
tv([writes|Ein] ,Ein).

Dieser Parser antwortet nur mit ja/nein bzw. terminiert nicht, insbesondere erhalt man
keinen Parsebaum.

Man teilt die Grammatik normalerweise ein in die eigentliche Grammatik und das Le-
xikon, das die Terminale beschreibt. Teilweise zdhlt man auch die Priterminale wie z.B. N
(Nomen) zum Lexikon.

M. Schmidt-Schaufl & D. Sabel, Skript KI, SoSe 2014 179 Stand: 7. Januar 2013



5 Logisches Programmieren

5.4.2 Verwendung von Definite Clause Grammars

Wir verwenden nun Definite Clause Grammars (DCG’s), d.h. wir Verwenden die Erwei-

terung der kontextfreien Grammatiken um Argumente (Attribute) von Nichtterminalen.

Z.B. sollte der Numerus von NP und VP iibereinstimmen, d.h. beides sollte entweder im

Singular oder Plural sein: “sie gehen. er geht”, aber nicht “er gehen”.

geschrieben werden. Diese Syntax ist in den meisten Prologimplementierungen zuléssig.

Dies ergibt z.B. folgendes Grammatikfragment, in dem das Lexikon der Einfachheit hal-
ber in der DCG enthalten ist.

In der Syntax der DCGs sieht das folgendermafSen aus, wobei Attribute als Argumente

|
i s --> np(Number), vp(Number). |
| np(Number) --> pn(Number) .
| vp(Number) --> tv(Number), np(_).
| vp(Number) --> iv(Number) .
| pn(singular) --> [shrdlu].
i pn(plural) --> [they].
! iv(singular) --> [halts].
| iv(plural) --> [halt].

s(PO,P)

np (Number,P0O, P)
vp (Number,P0O, P)
vp (Number, PO, P)
pn(singular,PO,P)
pn(plural, PO, P)

:- np(Number,P0,P1), vp(Number,P1,P).
:- pn(Number,PO,P).

:- tv(Number, PO, P1), np(_, P1, P).
:- iv(Number, PO, P).

:- terminal ([shrdlu], PO, P).

:- terminal([they],PO, P).

iv(singular, PO, P):- terminal([halts], PO, P).

iv(plural, PO, P)

:- terminal([halt], PO, P).

Die Anfrage s([shrdlu, halts], [1) hat folgende Verarbeitung:

s([shrdlu, halts],[])
np(N, [shrdlu, halts],P1), vp(N,P1,[])
pn(N, [shrdlu, halts],P1), iv(N,P1,[])
terminal (shrdlu, [shrdlu, halts],P1),
%ht (N = singular)
terminal (shrdlu, [shrdlu, halts],P1), terminal(l[halts],P1,[])
%kth (Unifikation mit terminal ergibt P1 = [halts])
terminal ([halts], [halts], []).
Ergibt ‘‘yes‘‘

iv(singular,P1, [1)
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5.4 Sprachverarbeitung und Parsen in Prolog

Es gibt noch weitere dieser AttributeE] z.B. Person (erste, zweite, dritte) muss tiberein-
stimmen (ich bin; du bist; er, sie, es ist); bei NP und VP muss das Geschlecht tibereinstim-
men: das Haus (nicht , die Haus"), ebenso gibt es eine Ubereinstimmung bei Det und
N.

Im Deutschen kann man aus der Endung den Casus (teilweise) ablesen mittels morpho-
logischer Verarbeitung. Die sogenannte morphologische Verarbeitung dient dazu, Worte
zu analysieren: auf Endungen, Zerlegung zusammengesetzter Worte, .... In dieser Vorle-
sungen werden wir darauf nicht weiter eingehen.

Bestimmte Satzkonstruktionen erfordern Dativ, bzw. Akkusativ, ...die ebenfalls als er-
forderliche Attribute entweder direkt in die Grammatikregeln eingefiigt werden oder als
entsprechende Verbmarkierungen im Lexikon.

Auch die Zeit oder (Aktiv/Passiv) kann man hinzuftigen.

Um weitere Prolog-Tests in eine DCG-Klausel einzufiigen, muss man die Prolog-
Literale mit geschweiften Klammern einklammern:

Ein Beispiel fiir eine kleine Micro-DCG des Deutschen ist, wobei folgende Eingabe alle
giltigen Sdtze dieser Grammatik ausgibt: s(X, [1). Z.B. [ich,fahre, ein, auto].

2 Attribute werden in der Computerlinguistik auch features genannt; Die zugehorigen Grammatiken Unifi-
kationsgrammatiken
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det (singular,neutrum,3,akk) --> [ein].
det (singular,neutrum,3,akk) --> [kein].
det (plural,neutrum,3,akk) --> [zwei].
det (singular,male,3,akk) --> [einen].
det (singular,male,3,akk) --> [keinen].

det(plural,male,3,akk) --> [zwei].
det(singular,female,3,akk) --> [eine].
det (singular,female,3,akk) --> [keine].

det(plural,female,3,akk) --> [zwei].
nom(singular,neutrum,3,akk, [transport]) --> [auto].
nom(plural,neutrum,3,akk, [transport]) --> [autos].
nom(singular,male,3,akk, [transport]) --> [bus].
nom(plural,male,3,akk, [transport]) --> [busse].
nom(singular,female,3,akk, [information]) --> [zeitung].
nom(plural,female,3,akk, [information]) --> [zeitungen].

: s --> np(Number,Sex,Person), vp(Number,Sex,Person).

: np (Number, Sex,Person) --> pn(Number,Sex,Person,nom) .

: vp (Number , Sex,Person) --> tv(Number,Sex,Person,Semtv) , :
| npakk (akk ,Semnp) , |
: {intersect(Semtv,Semnp,Semschnitt), not (Semschnitt = [])}.

i vp(Number,Sex,Person) --> iv(Number,Sex,Person) .

: pn(singular,no,1,nom) --> [ich]. I
: pn(singular,no,2,nom) --> [dul. :
: pn(singular,male,3,nom) --> [er]. :
: pn(singular,female,3,nom) --> [siel.

i pn(singular,neutrum,3,nom) --> [es].

: pn(plural,no,1,nom) -->  [wir]. I
: pn(plural,no,2,nom) --> [ihr]. :
: pn(plural,mfn,3,nom) --> [sie]. :
: npakk(Fall,Sem) --> det(Number,Sex,3,Fall),nom(Number,Sex,3,Fall,Sem). :
: iv(singular,male,3) --> [geht]. :
i iv(singular,female,3) --> [geht]. :
: iv(singular,neutrum,3) --> [geht]. I
: iv(singular,no,1) --> [gehe]. :
: iv(singular,no,2) --> [gehst]. :
! iv(plural,mfn,3) --> [gehen]. |
i iv(plural,no,1) --> [gehen]. !
: iv(plural,no,2) --> [geht]. I
: tv(singular,male,3, [transport]) --> [f\"ahrt].

: tv(singular,female,3, [transport]) --> [f\"ahrt].

: tv(singular,neutrum,3, [transport]) --> [f\"ahrt].

: tv(singular,no,1, [transport]) --> [fahre].

i tv(singular,no,2, [transport]) --> [f\"ahrst].

: tv(plural,mfn,3, [transport]) --> [fahren].

| tv(plural,no,1, [transport]) --> [fahren].

: tv(plural,no,2, [transport]) --> [fahrt].

: tv(singular,male,3, [information]) --> [liest].

i tv(singular,female,3, [information]) --> [liest].

: tv(singular,neutrum,3, [information]) --> [liest].

: tv(singular,no,1, [information]) --> [lese].

: tv(singular,no,2, [information]) --> [liest].

: tv(plural,mfn,3, [information]) --> [lesen].

: tv(plural,no,1, [information]) --> [lesen].

: tv(plural,no,2, [information]) --> [lest].

| I
| I
| I
| I
| I
| I
| I
| I
| I
| I
| I
| I
| I
| I
| I
| I
| I
| I
| I
| I
| I
| I
| I
| I
| I
| I
| I
| I
| I
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5.4.2.1 Lexikon

Aus heutiger Sicht ist das Lexikon nicht nur eine Sammlung von Worten, sondern die
zentrale Struktur der linguistischen Verarbeitung. Man kann sehr viel bereits im Lexikon
kodieren und dann mit einfachen weiteren Regeln auskommen. D.h. dass z.B.viele Ei-
genschaften eines Wortes im Lexikoneintrag stecken, auch solche Angaben, die besagen
in welchen Satzkonstruktionen bestimmte Verben erlaubt sind. Z.B. Passiv-verbot: (,,ich
werde gelaufen”). z.B. dass ein Verb transitiv bzw intransitiv ist oder in beiden Versionen
benutzt werden kann. Die Kontextinformation, die ein bestimmtes Wort benétigt, kann im
Lexikon kodiert sein. Auch inhaltliche Informationen (Semantik) konnen dort enthalten
sein.

Beispiel 5.4.2.

take: verb

verbtype = transitive

subject: role = agent, semfeat= human
object: role = instrument, semfeat=vehicle
prep-obj: prep = to, role=goal

prep-obj: prep = from, role=source,

5.4.2.2 Berechnung von Parse-Baumen

Man kann den Nichtterminalen und Terminalen ein Argument mitgeben, das den Parse-
baum mitberechnet. (Dies geht auch in einer attributierten Grammatik.)

s ---> 1np vp
np ---> pn
optrel ---> that vp
vp --=> iv

Die Implementierung kann dafiir z.B. jedes Pradikat um ein Argument erweitern, das
den (berechneten) Syntaxbaum aufnimmt.

s(sent(TR_np, TR_vp), Ein, Rest) :- np(TR_np,...), vp(TR_vp,...).
np(nphrase(TR_pn),...) :- PN(TR_pn,...).
optrel(relativ_satz(TR_iv),...) :- iv(TR_iv,...)

Hier sollte z.B. der Satz “Shrdlu halts” als Ausgabe den Syntaxbaum
sent (nphrase (propernounn (shrdlu)), verbphrase(intransverb(halts)))

erzeugen.
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5.4.2.3 DCG’s erweitert um Prologaufrufe

Man kann in der Implementierung von DCGs Prolog-aufrufe einbetten, die bei der Uber-
setzung in Prolog mitiibernommen werden. Syntaktisch macht man das durch Klamme-
rung mit geschweiften Klammern:

s --> np,vp,{teste(X)}.

s,np,vp werden um die Ein- und Ausgabelisten ergidnzt, das Literal in der Klammer
wird tibernommen.

5.4.2.4 DCG’s als formales System

DCG'’s (ohne eingebettete Literale) sind als formales System aufzufassen, das analog zu
CFGs eine formale Sprache definiert. Zusitzlich zu CFGs sind an den Nichtterminalen
Argumente erlaubt, die Variablen und Konstanten sein kénnen und auf Gleichheit getestet
werden diirfen.

Die formale Sprache die zu einer DCG gehort, entspricht genau den erfolgreichen Par-
ses nach der Ubersetzung in definite Klauseln, wenn man SLD-Resolution als operationale
Semantik nimmt.

Allerdings ist das nicht dasselbe wie die Gleichsetzung mit der Prologimplementierung
derselben, da nach der Ubersetzung das Parsen als rekursiv absteigend festgelegt ist.

DCGs kann man zu attributierten Grammatiken dadurch abgrenzen, dass die letzteren
kontextfreie Grammatiken sind, die in den Regeln Berechnungsalgorithmen fiir eine fest-
gelegte Menge von Attributen enthalten, aber aufgrund der Berechnungen keine Eingabe
ablehnen konnen.

Eine theoretische Klassifizierung zwischen DCGs und CFG bzgl der erkannten forma-
len Sprachen ist: Offenbar sind DCGs eine echte Erweiterung der CFGs.
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Qualitatives zeitliches SchliefSen

Um Représentation von Zeit und zeitlichen Zusammenhingen kommt man nicht herum.
Es gibt viele Logiken hierfiir, beispielsweise konnen Varianten der Modallogik Zeitpunkte
als Zustdnde reprasentieren und erlauben Schlussfolgerungen aus gegebenen Aussagen.
Wir betrachten in diesem Kapitel die Zeitlogik von James F. Allen (Allen, 1983)), die auch
Allensche Intervall-Logik genannt wird. In dieser Logik werden nicht konkrete Zeitpunkte
oder Dauern représentiert, sondern es werden Aussagen tiber die relative Lage von Zei-
tintervallen getroffen. Dabei sind die Intervalle als Variablen (Namen) gegeben und es
gibt Operatoren, um die relative Lage der Intervalle auszudriicken. Mithilfe tiblicher aus-
sgagenlogischer Junktoren kénnen solche atomaren Aussagen zu komplexen Formeln zu-
sammengesetzt werden. Nicht reprédsentiert sind die genaue Dauer eines Intervalls oder
dessen absolute zeitliche Lage. Sinnvoll ist der Einsatz der Allenschen Logik, wenn man
nur die Information hat, wie verschiedene Aktionen, die eine gewisse Zeit dauern, zeit-
lich zueinander liegen konnen, und man daraus Schlussfolgerungen herleiten will. Sind
die Intervalle genau bekannt, dann braucht man diese Logik nicht.

6.1 Allens Zeitintervall-Logik
Wir betrachten zunéchst ein Beispiel, welches in Allenscher Intervall-Logik darstellbar ist.
Beispiel 6.1.1. Wir nehmen ein Teil eines Rezeptes zum Apfelkuchenbacken.

Al:  Hefeteig zubereiten

A2:  Hefeteig gehen lassen

A3: Apfel schiilen und in Scheiben schneiden
A4:  Blech einfetten

Ab:  Teig auf das Blech

A6:  Apfel auf den Kuchen setzen.

A10:  Backofen heizt
Al1:  Kuchen im Backofen backen

Da wir annehmen, dass nur eine Person in der Kiiche ist, kénnen wir folgende Beziehungen ange-
ben:

Stand: 10. Juni 2014 M. Schmidt-Schaufl & D. Sabel, Skript KI, SoSe 2014



6 Qualitatives zeitliches SchliefSen

A2 folgt direkt auf A1

A3 ist spiter als Al

A3 und A4 sind nicht gleichzeitig
Al und A4 sind nicht gleichzeitig
Al1 ist wihrend A0,

A11 und A10 enden gleichzeitig
A11 ist nach A3

A11 ist nach A4

Hier kann man z.B. mit Transitivitit schlieflen, dass A11 nach A1l stattfindet. Man kann auch
ohne Widerspruch hinzufiigen, dass A3 nach A4 stattfindet (d.h. man kann sequentialisieren).

Das hat Ahnlichkeiten zu Job Shop Scheduling Problemen (JSSP), bei denen aber feste Zeit-
dauern pro Aktion und Ausschlusskriterien mittels benutzter Ressourcen festgelegt werden. Auch
Abhingigkeiten von Aktionen kann man in JSSPs formulieren.

Der Allensche Intervall-Kalkiil baut auf Zeitintervallen und bindren Relationen zwi-
schen den Intervallen auf, die deren zeitliche Lage beschreiben.

Die Interpretation der Intervalle kann man sich in den reellen Zahlen R vorstellen, aber
in der Reprdsentation der Allen-Logik kann man keine exakten Zeiten angeben und auch
keine Zeitdauern formulieren.

Die Basis des Kalkiils ist die Untersuchung der moglichen relativen Lagen zweier Inter-
valle A = [AA, AZ], B = [BA, BZ], wobei die Anfangs- und Enpunkte AA, AZ, BA, BZ
reelle Zahlen sind und die Intervalle positive Liange haben (d.h. AA > BZ und
BZ > BA). Eine vollstindige und disjunkte Liste der Moglichkeiten ist in folgender Ta-
belle enthalten, wobei man noch die Fille hinzunehmen muss, in denen A, B vertauscht
sind.

Bedingung Abktirzung | Bezeichnung
AZ < BA < A before B
AZ = BA m A meets B
AA<BA<AZ <BZ |o A overlaps B
AA=BA< AZ < BZ |s A starts B
BA<AA< AZ =BZ | £ A finishes B
BA < AA< AZ <BZ |d A during B
BA=AAAZ=BZ |= Aequal B

Als Bild kann man die Allenschen Relationen folgendermafien illustrieren:
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A B
A< B Abefore B ¢ > € >
A B
AmB A meets B ¢ >< >
A
—_—
AoB Aoverlaps B B
—_—
A
—
AsB  Astarts B ) B .
A
—_—
AfB Afinishes B ) B .
(L
AdB Aduring B ) B .
ya A N
A=B Aequal B B

Nimmt man die (relationalen) Inversen dazu, dann hat man die 13 Allenschen Relatio-
nen zwischen Zeitintervallen. Die Inversen bezeichnet man mit m, 8, §, £, d, im Fall von <
mit > und die relationale Inverse von = ist = selbst, da diese Relation symmetrisch ist.

Definition 6.1.2 (Allensche Basisrelationen). Die 13 Allenschen Basis-Relationen sind:

v

{=,<,m,0,s,d,f,>,m,06, é,d,f}.

Wir bezeichnen diese Menge mit R.

Wir stellen zur Verdeutlichung nochmal alle 13 Relationen als Bild dar:
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A B B A
A< B < > < > A~ B
A B B A
AmB ¢ 2 > Amn B
A A
— > — >
AoB B Ao B B
A A
AsB B AsB B
¢ > >
A A
AfB ( B , AfB B
A A
AdB B , AdB B
A
A=B B

Durch Vergleichen aller Paare von Basis-Relationen sieht man leicht, dass die Relationen
alle verschieden sind:

Satz 6.1.3. Die Allenschen Basis-Relationen sind paarweise disjunkt, d.h.
Ari BANAra B = r1 = rs.

Formeln der Allenschen Zeitlogik werden durch Variablen fiir die Intervalle, verkniipft
durch die Basisrelationen und durch aussagenlogische Junktoren gebildet. Wir definieren
die Menge der Formeln formal:

Definition 6.1.4 (Syntax der Allen-Formeln). Die Allen-Zeitlogik kann folgende Allen-
Formeln bilden:

e atomare Aussagen A r B, wobei A, B Intervallnamen sind und r eine der Allenschen
Basis-Relationen ist (d.h. r € R)

o aussagenlogische Kombinationen von atomaren Aussagen.

Die Semantik dazu bildet Intervallnamen auf nichtleere, reelle Intervalle ab. Formeln
sind wahr, wenn sie unabhéngig von der exakten Zuordnung immer wahr sind. D.h. wenn
fiir alle Abbildungen von Intervallnamen auf nichtleere, reelle Intervalle die Formel stets
wahr ist.
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6.2 Darstellung Allenscher Formeln als Allensche Constraints

Definition 6.1.5 (Semantik der Allen-Formeln). Eine Interpretation I bildet Intervallnamen
auf nicht leere Intervalle [a, b] ab, wobei a,b € R und a < b. Die Erweiterung der Interpretation
auf Allensche Formeln berechnet einen Wahrheitswert (0 oder 1) und ist wie folgt definiert:

o Wenn A r B ein atomare Aussage ist und sei I(A) = [AA, AZ| und I(B) = [BA, BZ].
Dann gilt:
-r==<:I(A < B)=1,gdw. AZ < BA
-r=m I(AnB)=1,gdw. AZ = BA
-r=o I(AoB)=1,gdw. AA< BA, BA< AZund AZ < BZ
-r=sI(AsB)=1,gdw. AA=BAund AZ < BZ
-r=1% I(AfB)=1,gdw. AA> BAund AZ = BZ
-r=d I(AdB)=1,gdw. AA> BAund AZ < BZ
-r==:I(A=B)=1,gdw. AA= BAund AZ = BZ
—-r=7r9 [(ArgB)=1,gdw. I(Brg A) =1

e Fiir komplexe Formeln gilt wie iiblich:
I(FANG)=1gdw. I(F)=1und I(G) =1
- I(FVG)=1gdw. I(F)=1oder I(G) = 1.
- I(=F)=1gdw. I(F) =0

F «<— G)=1gdw. I(F) =I1(G)

- I(F=G)=1gdw. I(F) =0oder I(G) =

(
(=
- I
(

Eine Interpretation ist ein Modell fiir eine Allen-Formel F, gdw. I(F') = 1 gilt. Eine Allensche
Formel F ist:

o cine Tautologie, wenn jede Interpretation ein Modell fiir F ist.

o cin Widerspruch (inkonsistent), wenn es kein Modell fiir F' gibt.

o erfiillbar, wenn es mindestens ein Modell fiir F gibt.

Eine Allensche Formel F' folgt semantisch aus der Allen-Formel G, geschrieben als G |= F,
genau denn wenn alle Modelle fiir G auch Modelle fiir F' sind (d.h. falls 1(G) = 1, dann gilt auch
I(F) = 1). Zwei Allensche Formeln F, G sind aquivalent, gdw. F' = G und G |= F gilt.

6.2 Darstellung Allenscher Formeln als Allensche Constraints

6.2.1 Abkiirzende Schreibweise

Will man mehrere mogliche Lagebeziehungen (also vages Wissen) zwischen 2 Intervallen
ausdriicken, so kann man dies disjunktiv machen. z.B.
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A<BVAsBVAfB

Dies bedeutet: Aktion A ist frither als B, oder A, B starten gleichzeitig oder enden
gleichzeitig, wobei in den letzten beiden Fillen A kiirzer als B ist. Diese Disjunktion stel-
len wir verkiirzt als A {<,s,f} B dar.

Wir verwenden diese Schreibweise ab jetzt in der folgenden Form:

AS B,wobei S CR

und nennen eine solche Formel ein atomares Allen-Constraint. Damit kann man alle Dis-
junktionen von Einzel-Relationen zwischen zwei Intervallen A, B darstellen.

Dies ergibt eine Anzahl von 213

verschiedenen (unprézisen) Relationsbeziehungen
zwischen Zeitintervallen, wobei man diese Relationen einfach durch eine hochstens 13-
elementige Disjunktion bzw. deren Abkiirzung darstellen kann. Hier istauch A () B dabei,
die unmogliche Relation (definiertals I(A () B) = 0 fiir jede Interpretation I), und AR B,

die Relation, die alles erlaubt.

6.2.2 Allensche Constraints

Wir zeigen in diesem Abschnitt, dass man Allen-Formeln viel einfacher darstellen kann:
Ein Allensches Constraint ist eine Konjunktion von atomaren Allen-Constraints, d.h. eine
Formel der Form A5 AsA. . .AA,—15, A, wobei S; C R und die A; nicht notwendigerwei-
se verschieden sind. Jede Allensche Formel kann durch eine Disjunktion von Allenschen
Constraints dargestellt werden. Hierfiir gentigt es zu zeigen, dass einige Vereinfachun-
gen moglich sind, die diese ,Normalform” herstellen konnen. Im Wesentlichen reichen
hierfiir aussagenlogische Umformungen aus, jedoch miissen alle Negationen eliminiert
werden.

Definition 6.2.1 (Vereinfachungsregeln fiir Allensche Formeln). Die Vereinfachungsregeln
fiir Allensche Formeln sind:
e Ein atomare Aussage der Form A r A kann man immer vereinfachen zu 0, 1:
- Ar A — O, wennr #* = und

-A=A4— 1

Negationszeichen kann man nach innen schieben.

e Eine Formel =(A R B) kann man zu A (R \ R) B umformen.

Unterformeln der Form A Ry B AN A Ra B kann man durch A (R1 N Ry) B ersetzen.

Unterformeln der Form A Ry BV A Ry B kann man durch A (Ry U Ry) B ersetzen.

atomare Allen-Constraints der Form A ) B kann man durch ( ersetzen.
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o atomare Allen-Constraints der Form A R B kann man durch 1 ersetzen.
o Alle aussagenlogischen Umformungen sind erlaubt.

Durch Anwenden dieser Vereinfachungen kann man jede Allensche Formel solange
transformieren, bis man eine Disjunktion von Konjunktionen von atomaren Constraints
hat. ZB. A {<,s,0} B A A {>,s,0} B entspricht A {s,o} B. Das Ergebnis ist eine i.A.
kleinere Formel, die eine Disjunktion von Konjunktionen von atomaren Allen-Constraints
ist. Eine Konjunktion von atomaren Allen-Constraints nennt man Allen-Constraint, und die
Disjunktion von Allen-Constraints ein disjunktives Allen-Constraint.

Es gilt:

Theorem 6.2.2. Jede Vereinfachungsregel fiir Allensche Formeln erhilt die Aquivalenz, d.h. wenn
F — F', dann sind F und F' dquivalente Formeln.

Beweis. Dies lasst sich durch Verwendung der Semantik verifizieren. Fiir Vereinfachun-
gen wie (A R B) — A (R \ R) B muss man im Wesentlichen zeigen, dass R alle mogli-
chen Lagen von zwei Intervallen auf der reellen Achse abdeckt, und dass die Allenschen
Basisrelationen alle disjunkt sind. O

6.3 Der Allensche Kalkiil

Der Allensche Kalkiil definiert Regeln, um aus gegebenen Allenschen Constraints weitere
Beziehungen zwischen Intervallen zu folgern. Die wesentlichen Regeln des Allenschen
Kalkiils betreffen dabei Beziehungen zwischen drei Intervallen. Man kann beispielsweise
aus A < B A B < C mittels Transitivitdt von < die neue Beziehung A < C' schliefien.
Aus A < B A C < B kann man dagegen nichts neues iiber die relative Lage von A zu C
schlieflen: Alles (im Sinne der Allenschen Relationen) ist noch moglich.

Da die Menge der Kombinationen endlich ist, kann man sich alle méglichen neuen Re-
lationen als Verkniipfungen r; o rj bereits erstellen und damit weitere Relationen zwi-
schen Intervallen herleiten. D.h. wir definieren 7y o ry C R gerade als minimale Menge
von Basisrelationen mit: Ar; BAB 1y C |= A (r10r2) C. Wir verallgemeinern dies auch fiir
disjunktive Mengen von Basirelationen: Seien R1, Ry C R, dannist Ry o Ry C R gerade
die minimale Menge von Basisrelationen fiir die gilt: A Ry BAB Ry C = A (R10Rp) C.

Beachte, dass fiir Basisrelationen 1, 2 die Komposition 71 o r2 nicht notwendigerweise
eine Basisrelation ist, z.B. ist < o == R, daman aus A < B A B = C fiir die Beziehung
zwischen A und C alles folgen kann (also A R C').

Die Werte fiir 71 o ro kann man vor dem Start des Kalkiils per Hand ausrechnen und in
einer 13 x 13-Matrix abspeichern. Wir geben die Matrix als 12 x 12 (ohne die Eintrdge zu
=, denn es gilt stets ro = = = or = r) in Abbildung|6.I]an. Dabei bedeuten die Eintrage,
die mit R \ beginnen, das Komplement der nachfolgenden Relationen.

Beispiele fiir Eintrdge in der 13 x 13-Matrix sind:
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< < R <om < < <on < <om < < <on <
ds ds ds ds
o R o = Oom o = om o — 0om o >~ O0m o o o
df df df df
<om[>om ~ Oom <om
d d R d d
= ~ ds | df = ~ df ds
< om[>om R\
d vy | v, |<>=| d |odf|6ds|odf|cds|odf| d |5ds| d
df | ds
mm
= 0m <om RA
o < . lods| L |<oml<=| < |6d8| o |dfoldsol<om
ds df o
mm
<om ~ om RA
5 || vy | = |8df| . |<>|-06mlodf| - |6df|-om & |56d8§
df ds o
mm
>~ O o
m < aoémods < < |lods| X |=ff| m m |dso| <
. ||Xom o o o o o o
m 9% = |odf| > |odf| > |=ss| = |dfo| > m m
<om o o o
s < - d qf <omlodf| < m s |=ss|/ d |[<om
. [|[<om g v vy vy o N . o
S 9% > |odf| d |odf| o0 |odf| m |=ss| s o) d
= 0m . o v .
f < - d is ods(>om m — d ([=o6ml f |=ff
S
£ < i;;‘ods | o |6d8| m |6d8] o | 4 |z=£# ¢

Abbildung 6.1: Die Kompositionsmatrix der Allenschen Relationen

Beispiel 6.3.1. Wenn A < B A B d C, dann kann man sich alle Méglichkeiten fiir A (< od) C
an folgendem Bild verdeutlichen, indem man alle méglichen linken Anfinge von C' betrachtet:

A \ B

p
N
A
R

C

( ............... ( ............... ( ............... ( ......... < )

Man sieht, dass es genau die Moglichkeiten <,o,m,s,d zwischen A und C gibt, d.h.
A{=<,o,m,s,d} C.

Hat man mehrere Elementarrelationen, dann kann man die Kombination der Elemen-
tarrelationen bilden, das entsprechende Kompositions-Resultat in einer Tabelle ablesen,
und dann die Vereinigung bilden. Z.B. A {m,d} B A B {f,d} C erlaubt auf folgende Rela-
tion zu schlieen: A (mof UmodUdofUdod)C.
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Hier ergibt sich A {d,s,o} U{d,s,o}U{d} U{d} C. Das bedeutet: A {d,s,0} C.
Allgemein gilt:

Satz 6.3.2. Seien r1,...,ry, 1Y, ..., 1) Allensche Basisrelationen. Dann gilt

{rl,...,rk}o{rll,...,rz}:U{rior;|i:1,...,k,j:1,...,k’}

D.h. man kann die Komposition von Teilmengen von Basisrelationen wieder auf die
,punktweise” Komposition der Basisrelationen zurtickfithren, die man aus obiger Tabelle
ablesen kann.

Eine weitere Vereinfachung ist fiir die Inversion der Relationen mdoglich. Zunéichst de-
finieren wir:

Definition 6.3.3 (Inversion fiir Mengen von Basisrelationen). Sei S = {ry,...,r,} C R.
Dann sei
S = {’l“vl, ce ,’I"vk}.

Desweiteren definieren wir fiir eine Basisrelation r: F=r
Damit gilt:
Satz 6.3.4. Fiir S C R gilt: A S Bund B S A sind dquivalente Allensche Formeln.

Beweis. Fiir die Basisrelationen ist das klar. Sei S = {ry,...,r;}. Dannist A S B gerade

AriBV ...VAr,B,und Ari BV ... VAr, Bistdquivalentzu Bri AV ...V Br} A,

was wiederum per Definition gerade B S A ist. O
Ebenso gilt:

v %

Satz 6.3.5. (11 org) =1y 0 1.

Man kann sich auf die Konjunktion von Relationsbeziehungen beschranken, d.h. auf
(konjunktive) Allen-Constraints, da man die Disjunktionen unabhingig bearbeiten kann.
6.3.1 Berechnung des Allenschen Abschlusses eines Constraints

Die folgenden Regeln stellen den Allenschen Kalkiil dar. Sie dienen dazu den sogenannten
Allenschen Abschluss eines Allenschen Constraints zu berechnen.

Definition 6.3.6 (Regeln des Allenschen Kalkiils). Die folgenden Regeln werden auf (Subfor-
meln) von Allenschen Constraints angewendet:

o Aussagenlogische Umformungen diirfen verwendet werden.
° ARlB/\ARQB—)A(RlﬁRQ)B
e A0 B—0

e ARB—1
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e ARA — 0, wenn =¢ R.

e ARA— 1, wenn =€ R.

e ARB—-ARBABRA

e ARYBANBRyC AR BANBRy;yCNA(R10oRy)C.

Den Allenschen Abschluss eines (u.U. auch disjunktiven) Allenschen Constraints be-
rechnet man, indem man obige Regel solange wie moglich anwendet:

Definition 6.3.7 (Allenscher Abschluss). Fiir konjunktive Formeln (d.h. Allensche Cons-
traints) werden die Regeln des Allenschen Kalkiils solange angewendet, bis sich keine neuen Be-
ziehungen mehr herleiten lassen.

Hat man einen disjunktiven Allenschen Constraint, so wendet man die Fixpunktiteration auf
jede Komponente einzeln an, anschlieffend kann man u.U. vereinfachen: Erhilt man fiir eine Kom-
ponente 1, so ist der disjunktive Allen-Constraint dquivalent zu 1. Oen kann man wie fiblich strei-
chen. Sind alle Disjunktionen falsch, dann hat mann eine Inkonsitenz entdeckt (die Eingabe ist ein
widerspriichliches Allen-Constraint).

Beispiel 6.3.8. Wir betrachten nochmal das Beispiel des Kuchenbackens:

Al:  Hefeteig zubereiten

A2: Hefeteig gehen lassen

A3:  Apfel schilen und in Scheiben schneiden
A4:  Blech einfetten

Ab:  Teig auf das Blech

A6:  Apfel auf den Kuchen setzen.

Als Eingabe kann man die folgenden Relationen zwischen Al, ..., A6 nehmen, wenn mehrere
Personen eine parallelisierte Verarbeitung ermdéglichen:

Alm A2

A2 {m, <} A5
A4 {m, <} A5
A3 {m, <} A6
A5 {m, <} A6

Das ergibt das Allensche Constraint
Alm A2 AN A2 {m, <} A5 A A4 {m, <} A5 A A3 {m, <} A6 A A5 {m, <} AG6.

Berechnet man den Allenschen Abschluss, muss man im Wesentlichen nur priifen, ob man mit
der Transitivititsregel neue Beziehungen findet.

o Aus Alm A2 AN A2 {m, <} A5 erhilt man A1 < A5
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o Aus Al < A5 AN A5 {m, <} A6 erhilt man A1 < A6
o Aus A2 {m, <} A5 A A5 {m, <} A6 erhilt man A2 < A6
o Aus A4 {m, <} A5 A A5 {m, <} A6 erhilt man A4 < A6

Mehr kann man nicht herleiten, d.h. der Allensche Abschluss ist gerade das Constraint

Alm A2 N A1 < A5ANAL < A6 A A2 {m, <} ASAN A2 < A6 A A4 {m, <} A5 A A4 < A6 A
A3 {m, <} A6 A A5 {m, <} AG6.

Beachte: Hinzufiigen von Beziehungen Ai R Aj macht keinen Sinn, da diese direkt wieder ge-
l6scht werden.

Ein Bild zu den Relationen ist das folgende, wobei Pfeile A1 — A2 bedeuten: Al findet vor

A2 statt (also m oder <). Die gestrichelten Pfeile, deuten die Beziehungen an, die der Allensche
Kalkiil herleitet.

Beispiel 6.3.9. Wir betrachten weiterhin die sechs Aktionen zum Kuchenbacken und nehmen

an, dass nur eine Person alleine backt, d.h. es gibt keine parallelen Aktionen. Dann wiren die
entsprechenden Relationen:

Alm A2

A2 {m, <} A5

A4 {m, <} A5

A3 {m, <} A6

A5 {m, <} A6

Al {<,m,m, >} A3
Al {<,m,m, >} A4
Al {<,m,m, >} A5
A3{<,m,m, >} A4
A3 {<,m,m, >} A4

Eine Moglichkeit, die man durch Hinzufiigen von Sequentialisierung bekommt, ist im Bild dar-
gestellt:

Al A2

I N

A4 A3 Ab A6

M. Schmidt-Schaufd & D. Sabel, Skript KI, SoSe 2014 195 Stand: 10. Juni 2014



6 Qualitatives zeitliches SchliefSen

6.4 Untersuchungen zum Kalkiil

Wir sagen, der Kalkiil ist korrekt, wenn bei Transformation von F' nach F” gilt, dass ' und
F’ dquivalente Formeln sind.

Wir sagen, der Kalkiil ist herleitungs-vollstindig, wenn er fiir jedes konjunktive Cons-
traint alle semantisch folgerbaren Einzel-Relationen herleiten kann.

Wir sagen, der Kalkiil ist widerspruchs-vollstindig, wenn er fiir jedes konjunktive Cons-
traint herausfinden kann, ob es widerspriichlich ist, indem der Kalkiil irgendwann die
atomare Formel 0 herleitet.

Es stellen sich die folgenden Fragen:

o Wie aufwindig ist die Berechnung des Abschlusses der Allenschen Relationen?

e Ist die Berechnung herleitungs- bzw- widerspruchs-vollstindig? D.h. gibt es nicht
doch noch nicht erkannte Relationsbeziehungen, die aus der Semantik der linearen,
reellen Zeitachse aus einer vorgegebenen Formel folgen?

e Was ist die Komplexitdt der Logik und der Herleitungsbeziehung, evtl. fiir einge-
schrankte Eingabeformeln?

e Wie kann man den Allenschen Kalkiil fiir aussagenlogische Kombinationen von In-
tervallformeln verwenden?

6.4.1 Komplexitit der Berechnung des Allenschen Abschlusses

Ein Vervollstandigungsalgorithmus kann analog zur Berechnung des transitiven Ab-
schlusses einer Relation implementiert werden. Methoden des dynamischen Program-
mierens kann man dazu verwenden. Das ergibt einen polynomiellen Aufwand zur Ver-
vollstandigung.

Wir geben zwei Algorithmen an. Beide Algorithmen nehmen ein konjunktives Allen-
sches Constraint als Eingabe, wobei dieses bereits in Form eines zweidimensionalen Ar-
rays R der Grofse n x n vorliegt, dass tiber die n Intervallnamen indiziert ist, d.h. die Cons-
traints sind alle von der Form A; R; ; A;. Nicht bekannte Relationen werden dementspre-
chend auf R gesetzt (fiir A; R;; A; kann R;; auch initial auf = gesetzt werden). Sobald
in einem Eintrag die leere Menge hergeleitet wurde, kann der Algorithmus gestoppt wer-
den, da der Constraint unerfiillbar ist. Wir erwdhnen diesen mdoglichen Abbruch nicht
explizit in den folgenden Algorithmen.

Der erste Algorithmus in Abbildung|6.2) wendet die Transitivitdtsregel solange an, bis
sich nichts mehr dndert (d.h. ein Fixpunkt erreicht ist). Der Algorithmus ist dhnlich zum
Floyd-Warshall-Algorithmus zur Berechnung der transitiven Hiille einer Relation, hat je-
doch (den notwendigen) zusitzlichen Fixpunkttest:

Offensichtlich ist der Algorithmus korrekt, da er solange rechnet, bis sich nichts mehr
andert (also der Fixpunkt erreicht ist). Die Laufzeit des Algorithmus ist im Worst-Case
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Algorithmus Allenscher Abschluss, Variante 1

Eingabe: (n x n)-Array R, mit Eintragen R; ; C R
Algorithmus:
repeat
change := False;
fori:=1tondo
for j:=1tondo
fork :=1tondo
R = Ri’j N (Ri,k o Rkyj),'
if R; ; # R’ then
Ri,j = R;
change := True;
endif
endfor
endfor
endfor

until change=False
- /

Abbildung 6.2: Algorithmus 1 zur Berechnung des Allenschen Abschlusses

O(n®): Im schlimmsten Fall wird in den drei for-Schleifen nur ein einziger Eintrag R; ;
gedndert. Jeder Eintrag R; ; kann hochstens 13 Mal geandert werden (Verkleinerung der
Relation R; ; fiir den Constraint A; R; ; A; jedesmal um ein Element). Das ergibt O(n?)
Durchldufe der repeat-Schleife. Ein Durchlauf der repeat-Schleife verbraucht aufgrund
der drei for-Schleifen O(n?) Zeit, da alle anderen Operationen als konstant angenommen
werden konnen.

Ein besserer Algorithmus ist in Abbildung[6.3|dargestellt. Die Korrekheit dieses Algo-
rithmus ergibt sich daraus, dass bei einer Anderung des Werts R; ; wieder alle Nachbarn,
deren Wert evtl. neu berechnet werden muss, in die Queue eingefiigt werden.

Die Laufzeit des Algorithmus ist im Worst-Case O(n3): Am Anfang enthilt die Menge
queue O(n?) Tripel. Jedes R; ; kann maximal 13 mal verdndert werden. Bei einer Ande-
rung an R; ; werden 2 x n Tripel in queue eingefiigt. Da es nur n? viele R; ; gibt, werden
insgesamt maximal 13 * 2 x n x n> = O(n?®) Tripel zu queue hinzugefiigt. Also gibt es
nicht mehr als O(n3) Durchliufe der while-Schleife, von denen maximal O(n?) Durch-
laufe O(n) Laufzeit verbrauchen und die restlichen O(n) in konstanter Laufzeit laufen.
Das ergibt in der Summe eine Laufzeit von O(n?).

6.4.2 Korrektheit
Es gilt:

Satz 6.4.1. Der Allensche Kalkiil ist korrekt.
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Algorithmus Allenscher Abschluss, Variante 2

Eingabe: (n x n)-Array R, mit Eintragen R; ; C R
Algorithmus:
queue := {(i,k,j) |1 <i<n,1<k<n,1<j<n}

while queue # () do
Wihle und entferne Tripel (4, k, j) aus queue;
R :=R; ;N (R0 Ry j);
if R; ; # R’ then
R, j =R
queue := queue ++ {(i,5,m) | 1 <m < n} ++{(m,i,5) | 1 <m < n}
endif

endwhile

Abbildung 6.3: Algorithmus 2 zur Berechnung des Allenschen Abschlusses

Beweis. Die Korrekheit muss man mittels der Semantik nachweisen. Fiir die aussagenlo-
gischen Umformungen ist dies offensichtlich.
e ARy BAAR; Bistdquivalent zu A (R; N Ry) B:
Sei Ry = {r1,...,rx}, Ro = {r},...,r,}. Dannist A Ry B A A Ry B &quivalent zu
V{(Ar; ByA(A7,B)|1<1i<kEk1<i <k} Wenn man nun die Eigenschaft hin-
zunimmt, dass alle Basisrelationen echt disjunkt sind, so sieht man, dass die Formel
dquivalent zu \/{(Ar; B)A(A7,B) |1 <i <k, 1< <k, r;=rl}ist, was gerade
genau A (R; N Ry) B entspricht.

e A () Bund 0sind dquivalent, da fiir jede Interpretation I per Definition I (A()B) = 0
gilt.

e AR B ist dquivalent zu 1, da jede Interpretation I, die Intervalle I(A) und I(B)
interpretiert, und R alle moglichen Lagen abdeckt.

e A R Aistédquivalent zu 0, wenn =¢ R: Jede Interpretation bildet /(A) eindeutig auf
ein Intervall ab.

o A R Aistdquivalent zu 1, wenn =€ R: Jede Interpretation bildet /(A) eindeutig auf
ein Intervall ab.

e A R Bist dquivalent zu B R A: Das haben wir bereits gezeigt (Satz[6.3.4).

o Fiir die Transitivitdtsregel, die A Ry BAB Ry C'durch A Ry BAB Ry CNAR1oRy C
ersetzt, kann man zundchst die Fille untersuchen, in denen R; und R; ge-
nau eine Basisrelation enthalten, d.h. man muss die Korrekheit der Eintrdge in
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der 13 x 13-Matrix iiberpriifen (anhand der durch die Interpretation gegebe-
nen Lagen der Intervalle auf der reellen Achse). Fiir mehrelementige Mengen:
Sei A {r1,...,mx} B AN B {r},...,m.} C gegeben. Dies ist eine Abkiirzung fiir
(Ari BV...VAryB)yA(Bry CV ...V Br, C). Ausmultiplizieren ergibt ge-
rade \/{(Ar, BAB7,C) |1 <1i<k1< i <K} Nun kénnen wir fiir jede
Konjunktion A ; B A B r}, C die bereits als korrekt gezeigte Ersetzung durchfiih-
ren. Das ergibt \/{(Ar; BAB 7, CNArior, C)|1<i<k 1< <k} Nach
Umklammern und dem Riickgdngigmachen des Ausmultiplizierens erhalten wir:
Af{ri,...,ri} BABA{r),...,r, } CAV{(Arior, C) |1 <i<k, 1< <k} Die
letzte Veroderung entspricht genau der Definition von o auf Mengen, d.h. wir diirfen
umformen zu A {ry,...,r} BAB{r,...,ri,} CANA{r,...,rp}o{ry,...,r} C.

O]

6.4.3 Partielle Vollstindigkeit

Der Allensche Kalkiil ist vollstandig in eingeschranktem Sinn:

Satz 6.4.2. Sind zwei Relationen Ay Ry By N\ As Ry By gegeben, dann ermittelt der Allensche
Kalkiil alle Relationsbeziehungen, die daraus folgen.

Man kann einen Allenschen Constraint als sogenanntes Constraint-Netzwerk darstel-
len: Dabei werden die Intervallnamen als Knoten verwendet (pro Intervallname gibt es
genau einen Knoten mit dem Intervallnamen als Markierung). Die Beziehungen zwischen
den Intervallen werden als gerichtete Kanten mit Markierung der entsprechenden Ba-
sisrelationen dargestellt. Satz sagt dann gerade aus, dass das Constraint-Netzwerk
zum Allenschen Abschluss eines Constraints Pfad-konsistent ist, was gerade bedeutet, dass
fiir je drei Knoten A, B,C mit Kanten A Ry B, B Ry C und A R3 C des Netzwerks
stets gilt: Wenn es eine Interpretation I gibt, die A R3 C erfiillt, dann kénnen wir stets
auch die anderen Kanten A R; B und B R; C erfiillen, ohne die Interpretation fiir A
und C' zu verdndern, oder formaler: Wenn I(A) = [AA, AZ],I(C) = [CA,CZ], so dass
I(A R3 C) = 1, dann gibt es eine Interpretation I’ mit I'(A) = I(A),I'(C) = I(C) und
I'(ARy B) =1,I'(B Ry C) = 1. Als Teilausschnitt des Constraint-Netzwerks dargestellt:

Das der Allensche Abschluss die Pfadkonsistenz erfiillt ist klar, denn die Berechnung si-
chert gerade R3 C Ry o Ry zu.
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6.5 Unvollstindigkeiten des Allenschen Kalkiils.
Leider gilt:

Theorem 6.5.1. Der Allensche Kalkiil ist nicht herleitungs-vollstindig.

Beweis. Es geniigt ein Gegenbeispiel anzugeben. Man benétigt vier Intervallkonstanten
A, B,C, D. Die Beziehungen sind:

D{o} B,D {s,m} C,D {s,m} A,A{d,d} B,C {d,d} B

Mit der kompositionellen Vervollstindigung (nach Umdrehen) kann man aus
C {814} D,D {s,m} A die Relation C {s,8,=,0,6,d,d,f,f} A schliefen. Aus
A{d,d} B,B {d,d} C kann man nur schliefen, dass alles méglich ist. Der Schnitt ergibt
somit C {s, §,=,0,6,d,d, f,f} A. Oder anders ausgedriickt: Fiir das Allensche Constraint:

D{o} BAD{s,m} CAD{s,m} ANA{d,d} BAC {d,d} B
ist der Allensche Abschluss:
D{o} BAD {s,n} CAD{s,m} ANA{d,d} BAC {d,d} BAC {s,8,=,0,8,d,d,£,f} A

Betrachtet man aber genauer die Moglichkeiten auf der reellen Achse, dann sieht man,
dass in diesem speziellen Fall die Relation C {f, f,0,8} Anicht moglich ist. Die Lage von
B zu D ist eindeutig. Wir betrachten daher die Moglichkeiten wie A zu D und C zu D
liegen konnen. Da ergibt vier Fille: (1) DsCund Ds A; (2) DmCund Ds A; (3) DsC
und Dm A; (4) Dm C und D m A. Dabei muss man noch die Bedingungen zwischen A zu
B und C zu B beachten (diese werden jedesmal eindeutig).

Die vier Falle sind in Abbildung [6.4]als Bilder dargestellt sind:

Die Bilder zeigen: In Fall (1) ist C' {s,s =} A moglich, in Fall (2) nur C d A4, in Fall
(3) Cd Aund in Fall 4 ist nur C {s,8,=} A moglich. D.h. die Relation C' {f, f,0,8} Aist
niemals moglich, obwohl der Allensche Abschluss diese als Moglichkeiten herleitet.

Damit ist die Allensche Vervollstindigung beziiglich der Semantik einer reellen
Zeitachse nicht vollstdndig. Es konnen nicht alle Relationen exakt hergeleitet werden. [J

Der Allensche Kalkiil kann damit auch nicht immer erkennen, ob eine eingegebene
Menge von Relationen inkonsistent ist.

Satz 6.5.2. Der Allensche Kalkiil ist nicht widerlegungsvollstindig.
Beweis. Ein Gegenbeispiel kann man durch Abwandlung des Gegenbeispiels zur Voll-

standigkeit gewinnen, man fiigt die Relation A {£, £} C hinzu, d.h. man erhilt das Cons-

traintnetzwerk:
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Fall (3):DsCund Dm A Fall (4):DmCund Dm A

Abbildung 6.4: Vier Fille zur Herleitungs-Unvollstindigkeit

Man sieht, dass die Allensche Vervollstindigung hier keine weiteren Erkenntnisse
bringt: Man muss 12 Moglichkeiten der Komposition priifen. Jede ergibt nur allgemeinere
Bedingungen als die schon vorhandenen. Somit kann der Kalkiil nichts Neues schliefien.
Insbesondere findet er keinen Widerspruch, obwohl die Menge der Constraints wider-
spriichlich ist. O

Bemerkung 6.5.3. Man kann sich bei Anfragen an den Allen-Kalkiil nur darauf verlassen, dass
die Vervollstindigung richtig ist, aber evtl. nicht optimal. Wenn man die Frage stellt: Ist das Cons-
traint C widerspriichlich, so kann man sich nur bei ,JA” (d.h. Herleitung der 0) auf die Antwort
verlassen, aber micht bei ,NEIN". Umgekehrt heisst das auch, dass man sich bei der Frage nach
der Erfiillbarkeit dementsprechend nur auf die Antwort ,NEIN" verlassen kann.
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6.6 Einge Analysen zur Implementierungen

Ein Allensches Constraint kann man versuchen vollstindig auf Erfiillbarkeit bzw Uner-
fulllbarkeit zu testen, indem man Fallunterscheidungen macht.

Wir schauen genauer auf Allensche Constraints, wobei wir annehmen, dass diese nor-
malisiert sind, d.h. zwischen zwei Intervallkonstanten gibt es nur ein Constraint.

Definition 6.6.1. Ein Allensches Constraint nennt man eindeutig, wenn fiir alle Paare A, B
von Intervallkonstanten gilt: Das Constraint enthilt genau eine Beziehung A r B, wobei r eine
der dreizehn Basisrelationen ist.

Es gilt:

Satz 6.6.2. Der Allensche Abschluss eines eindeutigen Allenschen Constraints F ist entweder 0,
oder wiederum F.

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass die Anwendung der Transitivitdtsregel nur eindeutige
Relationen erzeugen kann (nach Anwendung weiterer Regeln): Seien A v B, B ry C
Teilformeln des eindeutigen Allenschen Constraint, dann muss es bereits eine Beziehung
A r3 C geben (sonst wire das Constraint nicht eindeutig). Die Transitivitdtsregel ergibt:

A’I“lB/\BTQC/\AT3C—>AT13/\BT20/\A(7“1 o Tg)C/\ATgC.
Anschliefiend konnen wir eine weitere Regel anwenden:
Ariy BABroCANA(r1 org) CNArsC — Ary BABroaCANA(rp o ro)N{rs} C

. Da der Schnitt (11 o r9) N{rs} entweder r3 oder () (Unerfiillbarkeit) ergeben muss, folgt
die Aussage. O

Definition 6.6.3. Zu jedem Allenschen Constraint C' kann man die Menge aller zugehdrigen
eindeutigen Allenschen Constraints D definieren, wobei gelten muss: Wenn A r B in D vorkommt
und A R Bin C, dann gilt r € R.

Lemma 6.6.4. Ein Allensches Constraint ist erfiillbar, gdw., es ein zugehdriges eindeutiges Cons-
traint gibt, das erfiillbar ist.

Beweis. Das ist klar, da die Einzelconstraints ja Disjunktionen sind, und bei einer erfiillen-
den Belegung genau eine der Relationen in der Relationsmenge gilt. O

Satz 6.6.5. Ein eindeutiges Allensches Constraint ist erfiillbar, gdw. der Allensche Kalkiil bei Ver-
vollstindigung das Constraint nicht verindert, d.h. wenn es ein Fixpunkt ist.

Beweis. Wenn der Kalkiil einen Widerspruch entdeckt, dann ist das Constraint natiirlich
widerspriichlich. Fiir den Fall, dass der Kalkiil keinen Widerspruch entdeckt, kann man

Stand: 1. Juli 2014 202 M. Schmidt-Schaufd & D. Sabel, Skript KI, SoSe 2014



6.7 Komplexitit

Algorithmus Erfiillbarkeitstest fiir konjunktive Allensche Constraints

Eingabe: (n x n)-Array R, mit Eintragen R; ; C R
Ausgabe: True (Widerspruch) oder False (erfiillbar)

function AllenSAT(R):
R’ := AllenAbschluss(R);
if 3R] ; mit R} ; = () then return True endif;// Widerspruch
if VR, ; gilt: |R; ;| = 1 then return False // eindeutig und erfiillbar
else
wiéhle Rg,j mit R;,j ={r,re,...};
R' .= R’; Ré,j := {r1};// kopiere R’ und setze (i, j) auf r;
R =R, R, = R;j \ {r1};// kopiere R’ und setze (i, j) auf ro,. ..
return (AllenSAT(R') A AllenSAT(R"));
endif

. J

Abbildung 6.5: Vollstindiger Erfiillbarkeitstest fiir konjunktive Allen-Constraints

zeigen, dass eine totale Ordnung der Intervallenden mdoglich ist. Einen entsprechenden
Beweis findet man bspw. in (Valdés-Pérez, 1987)) O]

Daraus ergibt sich ein (im worst-case exponentieller) Algorithmus, der die Erfiillbarkeit
eines Allenschen Constraints testet:

e Sei C ein Allensches Constraint.
e Sei D die Menge aller eindeutigen Allenschen Constraints zu C'.
e Berechne den Allenschen Abschluss jedes Constraints C’ € D.

e Wenn dabei kein Widerspruch auftritt, ist C' erfiillbar, anderenfalls C' widerspriich-
lich.

Hierbei kann man noch etwas geschickter vorgehen: Sobald ein Modell gefunden wur-
de, kann man komplett aufthoren (die Erfiillbarkeit gilt) und sobald ein Widerspruch ge-
funden wurde braucht man die dazugehorigen eindeutigen Allen-Constraints nicht wei-
ter zu betrachten (da der Allensche Abschluss auch auf mehrdeutigen Constraints korrekt
ist). Abbildung[6.5zeigt den so optimierten Algorithmus.

Die durchschnittliche Verzweigungsrate dieses Algorithmus ist 6.5, da man im
schlimmsten Fall pro Beziehung A R B dreizehn Fallunterscheidungen machen muss,
und im besten Fall R leer ist.

6.7 Komplexitit

Komplexitdt des Problems und des Algorithmus sind zu unterscheiden:
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Die Komplexitdt des Problems ist schlechter, denn es gilt:

Satz 6.7.1. Die Erfiillbarkeit einer Konjunktion von Allenschen Relationen ist N'P-vollstindig,
bzw. die Erfiillbarkeit eines konjunktiven Allenschen Constraints ist N'P-vollstindig.

Beweis. Esistleicht einzusehen, dass die Erfiillbarkeit eines Allenschen Constraints in NP
ist. Man muss nur ein lineare Reihenfolge aller Werte X, X, angeben (bzw. raten), wobei
X eine Intervallkonstante ist und X, der Anfang und X. das Ende. Der Test, ob diese
lineare Reihenfolge das Constraint erfiillt, ist dann polynomiell.

Zum Beweis der N'P-hérte nehme das A/P-vollstindige Problem der Drei-Farbbarkeit
eines Graphen:

Gegeben ein Graph mit Knotenmenge N und Kantenmenge K. Gibt es eine
Farbung der Knoten mit drei Farben, so dass benachbarte Knoten verschiedene
Farbe haben?

Sei eine Instanz gegeben, d.h. ein Graph (XN, K). Dann erzeuge ein Allensches Constraint:

Seien A1, A, A3 Intervallkonstanten. Fiir jeden Knoten v; € N erzeuge eine Intervall-
konstante. B;. Erzeuge die folgenden Allenschen Relationen (d.h. verunde sie zu einem
konjunktiven Allenschen Constraint):

Aim Ay

Asm Az
Yv; € N - B; {m,=,m} Ay
V(Ui,’l}j)GK: B; {m,rﬁ,<,>} Bj

Die Idee dabei ist gerade: Die Lage jedes B; zu A, bestimmt die Farbe des Knotens v;.
Das kann man sich klar machen, indem man die Constraints als Bild veranschaulicht:
Die ersten beiden Constraints ergeben gerade

Aq Ay As

Die Constraints fiir die Knoten ergeben, dass B; entweder mit A, iibereinstimmt
(B; = As), oder direkt links davon (B; m As, tiberschneidend mit A;) oder direkt rechts
davon (B; m A,, liberschneidend mit A3) liegt:

Ay Ao As
B;
N
B;
—
B;
_

Die Constraints fiir die Kanten ergeben, dass die Intervalle B;, B; keine Uberschneidun-
gen haben:
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B;

Nun ist zu zeigen: Der Graph ist dreifdrbbar, gdw. die Allenschen Relationen erfiillbar
sind. Hierfiir reicht die Zuordnung;:

e v; hat Farbe 2 gdw. B; = A,
e v; hat Farbe 1 gdw. B; m A»
e v; hat Farbe 3 gdw. B; m A,

Diese Ubersetzung kann in polynomieller Zeit abhéngig von der Grofe des Graphen
gemacht werden. Diese Ubersetzung zeigt die N"P-Hérte der Allenschen Constraints.
Damit ist die Erfiillbarkeit von Allenschen Constraints N'P-vollstandig. O

Als Schlussfolgerung kann man sagen, dass ein vollstandiger Algorithmus nach aktuel-
lem Wissenstand mindestens exponentiell sein muss, wahrend der polynomiell Allensche
Vervollstindigungs-Algorithmus unvollstindig sein muss.

6.8 Eine polynomielle und vollstindige Variante

Man kann Varianten und Einschrankungen der Allenschen Constraints suchen, die einen
sowohl vollstandigen als auch polynomiellen Erfiillbarkeitstest erlauben. Eine solche Va-
riante haben wir bereits gesehen: Fiir eindeutige Allensche Constraints ist der Allensche
Kalkiil vollstandig.

Eine Variante ist die Menge der Relationen, die man durch eine Konjunktion von atoma-
ren Ungleichungen der Form x < y oder x = y reprédsentieren kann, wobei z, y Endpunkte
von Intervallen sind. Hier kommt es darauf an, dass man keine Disjunktionen hat, die eine
Fallunterscheidung erzwingen.

Einen passenden Satz von Relationen gibt es:

Alle Basisrelationen, {d,o,s}, und {8,f,d} und deren Konverse. d.h. {d, 3,8}, und
{0, f,d}. Beachte, dass man noch weitere dazu nehmen kann.

Die Relation A{d,0,s}B z.B. kann man als Ungleichung tiber den Endpunkten aus-
driicken:

Wenn A = [AA, AZ], B = [BA, BZ], dann entspricht obige Relation der Konjunktion
der Ungleichungen: AA < AZ, BA < BZ,AZ < BZ,BA< AZ
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Eine Konjunktion von solchen Relationsbeziehungen ergibt in der Summe ein Cons-
traint, das eine Konjunktion von Ungleichungen der Endpunkte von Intervallen ist. Diese
Konjunktion kann man mittels transitivem Abschluss iiber die Endpunkte von Interval-
len vervollstandigen. Dies geht in polynomieller Zeit. Wenn man eine Relation der Form
X < X erzeugt hat, dann ist das Constraint unerfiillbar. Ansonsten ist er erfiillbar, denn
die Endpunkte kann man mit topologischem Sortieren in eine lineare Reihenfolge brin-
gen.

Insgesamt hat man gezeigt, dass der so definierte Kalkiil auf den eingeschrankten Cons-
traints vollstandig und polynomiell ist. Es gilt sogar, dass der Allensche Kalkiil selbst auf
diesen Constraints vollstandig ist (siehe z.B. (Nebel & Biirckert, 1995))).

Der Hintergrund der speziellen Klasse von Allenschen Constraints ist, dass sich diese
Klasse als Grund-Hornklauseln darstellen lassen. Hornklauseln sind Klauseln, die ma-
ximal ein positives Literal haben. Hierbei ist ein Literal positiv, wenn es ein unnegiertes
Atom ist.

Fiir aussagenlogische Hornklauselmengen und auch fiir Grund-Hornklauselmengen
gilt, dass deren Erfiillbarkeit in polynomieller Zeit testbar ist.

Die notwendige Menge von Axiomen und Fakten ist in dem eingeschréankten Fall eine
Hornklauselmenge,:

Man hat Fakten in der Form a < b und ¢ = d, wobei a, b, ¢, d unbekannte Konstanten sind.
Es gibt auch Hornklauseln, die von der Symmetrie und Transitivitdt stammen:

r<yYNy<z = =<z
r=yNy=z = =2
rT=1y = y=x
r<yNy=z = x<z

r=yNy<z = =<z

Tatsdchlich kann man weitere Allensche Constraints zulassen, und behélt die Vollstan-
digkeit des Allen-Kalkiils: Dies ist genau die Klasse der Constraints deren Ubersetzung in
Constraints {iber Endpunkten Hornklauseln ausschliefslich mit Literalen a < b, a = b und
—(a = b) erzeugt (siehe (Nebel & Btirckert, 1995)) ). Ein interessanter Aspekt dabei ist, dass
von den 23 = 8192 moglichen Relationen, 868 Relationen diese Eigenschaft aufweisen.

Fiir den vollstindigen (aber exponentiellen) Algorithmus fiir beliebige Allensche Cons-
traints, kann man dies ausnutzen, indem man nicht in eindeutige Relationen, sondern
in Relationen entsprechend dieser Klasse Fallunterscheidungen durchfiihrt, die durch-
schnittliche Verzweigungsrate kann dadurch von 6,5 auf 2,533 gesenkt werden (Nebel,
1997)).
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7.1 Einfiihrung: Maschinelles Lernen

Da die direkte Programmierung eines intelligenten Agenten sich als nicht méglich heraus-
gestellt hat, ist es klar, dass man zum Erreichen des Fernziels der Kiinstlichen Intelligenz
eine Entsprechung eines Lernprozesses benétigt, d.h. man benétigt Maschinelles Lernen.

Es gibt viele verschiedene Ansichten dartiiber, was Maschinelles Lernen ist, was mit Ler-
nen erreicht werden soll usw. Hier sind erst Anfdange in der Forschung gemacht worden.
Die praktisch erfolgreichsten Methoden sind solche, die auf statistisch /stochastischen Me-
thoden basieren und mit der Adaption von Werten (Gewichten) arbeiten:

e Adaption von Gewichten einer Bewertungsfunktion aufgrund von Riickmeldungen.
Z.B. Verarbeitung natiirlicher Sprachen, Strategie-Spiele mit und ohne zufallige Er-
eignisse: Dame, Backgammon.

e Kiinstliche neuronale Netze: Lernen durch gezielte Verdnderung von internen Pa-
rametern. Deren praktischer Nutzen und Anwendbarkeit ist im Wesentlichen auf
praktikable automatische Lernverfahren zurtickzufiihren.

Das Lernen von neuen Konzepten, Verfahren, logischen Zusammenhéngen, usw. hat bis-
her nur ansatzweise Erfolg gehabt.

Fiir den Agenten-basierten Ansatz, soll das Lernen eine Verbesserung der Performanz
des Agenten bewirken:

e Verbesserung der internen Repréasentation.
e Optimierung bzw. Beschleunigung der Erledigung von Aufgaben.

e Erweiterung des Spektrums oder der Qualitdt der Aufgaben, die erledigt werden
koénnen.

Beispiel 7.1.1. Drei beispielhafte Ansiitze sind:

o Erweiterung und Anpassung des Lexikons eines computerlinguistischen Systems durch au-
tomatische Verarbeitung von geschrieben Sitzen, wobei der Inhalt dieser Sitze gleichzeitig
automatisch erfasst werden sollte.
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o Adaption von Gewichten einer Bewertungsfunktion in einem Zweipersonenspiel, wobei man
abhingig von Gewinn/Verlust Gewichte verindert. Das wurde fiir Dame und Backgammon
mit Erfolg durchgefiihrt.

o Lernen einer Klassifikation durch Vorgabe von Trainingsbeispielen, die als positiv/negativ
klassifiziert sind.

7.1.1 Einordnung von Lernverfahren

Die Struktur eines lernenden Systems kann man wie folgt beschreiben:

Agent (ausfithrende Einheit, performance element). Dieser soll verbessert werden an-
hand von Erfahrung; d.h. etwas lernen.

Lerneinheit (learning element). Hier wird der Lernvorgang gesteuert und bewertet. Ins-
besondere wird hier vorgegeben, was gut und was schlecht ist. Hier kann man auch
die Bewertungseinheit (critic) und den Problemgenerator einordnen.

Umwelt Inder Umwelt soll agiert werden. Die Riickmeldung tiber den Ausgang bzw. den
Effekt von Aktionen kommt aus dieser Umwelt. Das kann eine kiinstliche, modell-
hafte Umwelt oder auch die reale Umwelt sein.

Zum Teil wird Agent und Lerneinheit zusammen in einen erweiterten Agent verlagert.
Prinzipiell sollte man diese Einheiten unterscheiden, denn die Bewertung muss auferhalb
des Agenten sein, sonst wire die Moglichkeit gegeben, die Bewertung an die schlechten
Aktionen anzupassen, statt die Aktionen zu verbessern.

Folgende Lernmethoden werden unterschieden:

Uberwachtes Lernen (supervised learning). Diese Methode geht von der Situation aus
in der es einen allwissenden Lehrer gibt. Die Lerneinheit kann dem Agenten bei je-
der Aktion sagen, ob diese richtig war und was die richtige Aktion gewesen wire.
Das entspricht einem unmittelbaren Feedback iiber die exakt richtige Aktion. Alter-
nativ kann man eine feste Menge von richtigen und falschen Beispielen vorgeben
und damit dann ein Lernverfahren starten.

Uniiberwachtes Lernen (unsupervised learning). Dies ist der Gegensatz zum {iiber-
wachten Lernen. Es gibt keine Hinweise, was richtig sein kénnte. Damit Lernen
moglich ist, braucht man in diesem Fall eine Bewertung der Giite der Aktion.

Lernen durch Belohnung/Bestrafung (reinforcment learning). Dieser Ansatz verfolgt
das Prinzip ,mit Zuckerbrot und Peitsche”. Hiermit sind Lernverfahren gemeint,
die gute Aktionen belohnen, schlechte bestrafen, d.h. Aktionen bewerten, aber die
richtige Aktion bzw. den richtigen Parameterbereich nicht kennen.
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Man kann man die Lernverfahren noch unterscheiden nach der Vorgehensweise. Ein
inkrementelles Lernverfahren lernt stindig dazu. Ein anderer Ansatz ist ein Lernverfahren
mit Trainingsphase: Alle Beispiele werden auf einmal gelernt.

Man kann die Lernverfahren auch entsprechend der Rahmenbedigungen einordnen:

e Beispielwerte sind exakt oder ungefdhr bekannt bzw. mit Fehlern behaftet

e Es gibt nur positive bzw. positive und negative Beispiele

7.1.2 Einige Maf$zahlen zur Bewertung von Lern- und Klassifikationsverfahren

Wir beschreiben kurz Vergleichsparameter, die man zur Abschiatzung der Giite von Klas-
sifikatorprogrammen bzw. Lernverfahren verwendet.

Beispiel 7.1.2. Beispiele, um sich besser zu orientieren:

o Klassifikation von ,, Vogel” anhand bekannter Attribute, wie kann-fliegen, hat-Federn, usw.

o Vorhersage, dass ein Auto noch ein Jahr keinen Defekt hat aufgrund der Parameter wie Alter,
gefahrene Kilometer, Marke, Kosten der letzten Reparatur, usw.

o Medizinischer Test auf HIV: Antikérper

o Vorhersage der Interessen bzw. Kaufentscheidung eines Kunden aufgrund der bisherigen
Kiufe und anderer Informationen (online-Buchhandel).

o Kreditwiirdigkeit eines Kunden einer Bank, aufgrund seines Einkommens, Alters, Eigen-
tumsverhiltnisse, usw (Adresse?).

Ein Klassifikator ist ein Programm, das nur bindre Antworten auf Anfragen gibt: ja /
nein. Die Aufgabe ist dabei, Objekte, beschrieben durch ihre Attribute, bzgl. einer ande-
ren Eigenschaft zu klassifizieren, bzw. eine zukiinftiges Ereignis vorherzusagen. Typische
Beispiele sind die Bestimmung von Tier- Pflanzenarten anhand eines Exemplars, oder die
Diagnose einer Krankheit anhand der Symptome.

Wir beschreiben die abstrakte Situation genauer. Es gibt:

e eine Menge M von Objekten (mit innerer Strukur)
e das Programm P : M — {0, 1}, welches Objekte klassifiziert
e die wahre Klassifikation K : M — {0, 1}

Bei Eingabe eines Objekts x € M gilt:

e Im Fall K(z) = P(x) liegt das Programm richtig. Man unterscheidet in
richtig-positiv Wenn P(z) = 1 und K(x) = 1.
richtig-negativ Wenn P(z) = 0 und K (x) = 0.
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e Im Fall K(x) # P(z) liegt das Programm falsch. Hier wird noch unterschieden zwi-
schen

falsch-positiv Wenn P(x) = 1, aber K (z) = 0.
falsch-negativ Wenn P(z) = 0, aber K (z) = 1.
Die folgenden Werte entsprechen der Wahrscheinlichkeit mit der das Programm P eine
richtige positive (bzw. negative) Klassifikation macht. Es entspricht der Wahrscheinlich-

keit, mit der eine Diagnose auch zutrifft. Hierbei wird angenommen, dass es eine Gesamt-
menge M aller Objekte gibt, die untersucht werden.

Recall (Richtig-Positiv-Rate, Sensitivitat, Empfindlichkeit, Trefferquote; sensitivity, true
positive rate, hit rate):
Der Anteil der richtig klassifizierten Objekte bezogen auf alle tatsdchlich richtigen.

Hrxe M| P(z)=1ANK(z) =1}
{z e M| K(z) =1}

Richtig-Negativ-Rate (true negative rate oder correct rejection rate, Spezifitit)

Der Anteil der als falsch erkannten bezogen auf alle tatsachlich falschen:

H{zx e M| P(x)=0AK(z) =0}
{z € M| K(z) =0}

Die folgenden Werte entsprechen der Wahrscheinlichkeit mit der ein als positiv klassifi-
ziertes Objekt auch tatsachlich richtig klassifiziert ist, bzw. die Wahrscheinlichkeit mit der
eine positive Diagnose sich als richtig erweist. Oder anders herum: eine negativ Diagnose
die Krankheit ausschlief3t.

Der Wert der Prézision ist ein praktisch relevanterer Wert als der recall, da diese aussagt,
wie weit man den Aussagen eines Programms in Bezug auf eine Klassifikation trauen
kann.

Precision (Prézision, positiver Vorhersagewert, Relevanz, Wirksamkeit, Genauigkeit, po-
sitiver pradiktiver Wert, positive predictive value)

Der Anteil der richtigen unten den als scheinbar richtig erkannten

{z € M|P(x)=1AK(z) =1}
[{z € M| P(z) =1}

Negative-Vorhersage-Rate Der Anteil richtig als falsch klassifizierten unter allen als
falsch klassifizierten

H{zx e M| P(z)=0AK(z) =0}
{z € M| P(x) =0}
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Im medizinischen Bereich sind alle diese Werte wichtig. Bei seltenen Krankheiten
kann ein guter Recall, d.h. der Anteil der Kranken, die erkannt wurden, mit einer sehr
schlechten Prazision verbunden sein. Zum Beispiel, konnte ein Klassifikator fiir Gelbfie-
ber wie folgt vorgehen: Wenn Korpertemperatur iiber 38,5 C, dann liegt Gelbfieber vor. In
Deutschland haben 10.000 Menschen Fieber mit 38,5 C aber nur 1 Mensch hat Gelbfieber,
der dann auch Fieber hat. Dann ist der Recall 1, aber die Precision ist 0.0001, also sehr
schlecht. Hier muss man also moglichst beide Grofien ermitteln, und den Test genauer
machen (precision erhohen).

7.2 Wahrscheinlichkeit und Entropie

In diesem Abschnitt fithren wir den Begriff der Entropie ein, wobei wir zunéchst eine kurze
Wiederholung zu diskreten Wahrscheinlichkeiten geben.

7.2.1 Wahrscheinlichkeit

Sei X ein Orakel, das bei jeder Anfrage einen Wert aus der Menge {ay, ..., a,} ausgibt,
d.h. X ist analog zu einer Zufallsvariablen. Man interessiert sich fiir die Wahrscheinlichkeit
pi, dass das Orakel den Wert a; ausgibt. Macht man (sehr) viele Versuche, so kommt in
der Folge der Ergebnisse b, . . ., by, fiir ein festes i der Anteil der a; in der Folge dem Wert
p; immer nidher. Man nennt die Zahlen p;,i = 1, ..., n auch diskrete Wahrscheinlichkeitsver-
teilung (der Menge a;), bzw. des Orakels X.

Zum Beispiel ist beim Miinzwurf mit den Ausgidngen Kopf und Zahl in einer ausrei-
chend langen Folge in etwa die Hélfte Kopf, die andere Halfte Zahl, d.h. man wiirde hier
Wahrscheinlichkeiten 0,5 und 0, 5 zuordnen.

Es gilt immer 0 < p; < 1und ), p; = 1. Sind die a; Zahlen, dann kann man auch den
Erwartungswert ausrechnen: F(X) = ). p;a;. Das ist der Wert, dem die Mittelwerte der
(Zahlen-)Folgen der Versuche immer ndher kommen.

Wenn man die Arbeitsweise von X kennt, dann kann man mehr Angaben machen. Z.B.
das sogenannte Urnenmodell:

X benutzt einen Eimer in dem sich Kugeln befinden, rote, blaue und griine.
Bei jeder Anfrage wird ,zuféllig” eine Kugel gezogen, deren Farbe ist das Er-
gebnis, und danach wird die Kugel wieder in den Eimer gelegt.

In diesem Fall sind die Wahrscheinlichkeiten pyot, Pp1au- Pgriin jeweils genau die relativen
Hiufigkeiten der roten, blauen, bzw. griinen Kugeln unter den Kugeln, die sich in der Urne
jeweils vor dem Ziehen befinden.

7.2.2 Entropie

Zunichst fithren wir den Begriff des Informationsgehalts ein, der von einigen Lernverfah-
ren benétigt wird.
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Wenn man eine diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung p;,¢ = 1,...,n hat, z.B. von
Symbolen a;,7 = 1,...,n, dann nennt man

Iax) = Togy(-) = ~logs () = 0
den Informationsgehalt des Zeichens aj,. Das kann man interpretieren als Grad der Uberra-
schung beim Ziehen des Symbols a;, aus einer entsprechenden Urne, bzw. bei der Uber-
mittlung von Zeichen durch einen Kommunikationskanal. D.h. das Auftreten eines sel-
tenen Symbols hat einen hohen Informationsgehalt. Wenn man nur ein einziges Symbol
hat, dann ist p; = 1, und der Informationsgehalt ist /(a;) = 0. Eine intuitive Erkldrung
des Informationsgehalts ist die mittlere Anzahl der Ja/Nein-Fragen, die man stellen muss,
um die gleiche Information zu bekommen.

Beispiel 7.2.1. Zum Beispiel im Falle von 8 Objekten, die gleich oft vorkommen, ergibt sich
log(0.125) = —3 fiir jedes Objekt, d.h. der Informationsgehalt jedes Zeichens ist 3 und auch der
mittlere Informationsgehalt, ermittelt aus der gewichteten Summe ist 3. Kommen zwei davon,
sagen wir mal a, ag, sehr hiufig vor und die anderen praktisch nie, dann ergibt sich als mittlerer
Informationsgehalt in etwa 0.5 x logy(0.5) + 0.5 x 1ogy(0.5) + 6 * 0.001 * log,(0.001) ~ 1.

Die Entropie oder der mittlere Informationsgehalt der Symbole in der Wahrscheinlichkeits-
verteilung wie oben kann dann berechnet werden als

n n
1
I(X)=> pixlogy(—) ==Y pi*log,(p:) >0.
i=1 pi i=1
Bei Kompressionen eines Files oder bei Kodierung von Nachrichten iiber einem Kanal ist
das eine untere Schranke fiir die mittlere Anzahl von Bits pro Symbol, die man bei bester
Kompression bzw bindrer Kodierung erreichen kann.

Beispiel 7.2.2. Nimmt man ein Bernoulli-Experiment, d.h. zwei Zeichen, Kop f und Zahl wobei
Kopf mit der Wahrscheinlichkeit p und Zahl mit Wahrscheinlichkeit 1 — p auftritt, dann ergibt
sich in etwa die Kurve:
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Entropie

0 02 04 06 0.8 1
p

D.h. die Entropie (der mittlere Informationsgehalt eines Miinzwurfs) ist maximal, wenn man das
Zeichen nicht vorhersagen kann. Bei einer Wahrscheinlichkeit von p = 0,9 kann man vorhersagen,
dass Kopf sehr oft auftritt. Das ist symmetrisch zu p = 0, 1. Die Entropie ist in beiden Fillen
0, 469.

7.3 Lernen mit Entscheidungsbdumen

Wir betrachten nun das Lernen mit sogenannten Entscheidungsbiume. Diese Biume repra-
sentieren das Klassifikator-Programm. Hierbei wird zunéchst mit einer Menge von Bei-
spielen, der Entscheidungsbaum aufgebaut, der im Anschluss als Klassifikator verwendet
werden kann. Unser Ziel wird es sein, Algorithmen vorzustellen, die einen guten Entschei-
dungsbaum erstellen. Giite meint hierbei, dass der Baum moglichst flach ist. Man kann
sich dies auch anders verdeutlichen: Hat man Objekte mit vielen Attributen, so mochte
man die Attribute herausfinden, die markant sind, fiir die Klassifikation, und diese zuerst
testen. Unter guten Umstdnden, braucht man dann viele Attribute gar nicht zu tiberprii-
fen. Als wesentliches Hilfsmittel der vorgestellten Algorithmen wird sich das Maf3 der
Entropie erweisen.

7.3.1 Das Szenario und Entscheidungsbiume

Wir fangen allgemein mit dem zu betrachtenden Szenario an. Gegeben ist eine Menge von
Objekten, von denen man einige Eigenschaften (Attribute) kennt. Diese Eigenschaften
kann man darstellen mit einer fest vorgegebenen Menge von n Attributen. D.h. man kann
jedes Objekt durch ein n-Tupel der Attributwerte darstellen.

Definition 7.3.1. Wir definieren die wesentlichen Komponten des Szenarios:

o Es gibt eine endliche Menge A von Attributen.
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o Zu jedem Attribut a € A gibt es eine Menge von moglichen Werten W,. Die Wertemengen
seien entweder endlich, oder die reellen Zahlen: R.

e Ein Objekt wird beschrieben durch eine Funktion A — X e AW, Eine alternative Darstel-
lung ist: Ein Objekt ist ein Tupel mit |A| Eintrigen, bzw. ein Record, in dem zu jedem
Attribut a € A der Wert notiert wird.

o Ein Konzept K ist reprisentiert durch eine Pridikat Py auf der Menge der Objekte. D.h.
ein Konzept entspricht einer Teilmenge aller Objekte, nidmlich der Objekte o, fiir die Py (0) =
True ergibt.

Beispiel 7.3.2. Biicher kénnte man beschreiben durch die Attribute: (Autor, Titel, Seitenzahl,
Preis, Erscheinungsjahr). Das Konzept , billiges Buch™ kénnte man durch Preis < 10 beschreiben.
Das Konzept ,,umfangreiches Buch” durch Seitenzahl > 500.

Fiir die Lernverfahren nimmt man im Allgemeinen an, dass jedes Objekt zu jedem At-
tribut einen Wert hat, und daher der Wert ,, unbekannt” nicht vorkommt. Im Fall unbe-
kannter Attributwerte muss man diese Verfahren adaptieren.

Definition 7.3.3 (Entscheidungsbaum). Ein Entscheidungsbaum zu einem Konzept K ist
ein endlicher Baum, der an inneren Knoten zum Wert eines Attributes folgende Abfragen machen
kann:

o bei reellwertigen Attributen gibt es die Alternativen a < v oder a > v fiir einen Wertv € R,
Es gibt einen Teilbaum fiir Ja und einen fiir Nein.

o bei diskreten Attributen wird der exakte Wert abgefragt. Es gibt pro moglichem Attributwert
einen Teilbaum

Die Blitter des Baumes sind mit Ja oder Nein markiert. Das entspricht der Antwort auf die Frage,
ob das eingegebene Objekte zum Konzept gehdrt oder nicht.

Diskrete Attribute sollten pro Pfad im Baum nur einmal vorkommen, stetige Attribute kinnen
im Pfad mehrmals gepriift werden.

D.h. ein Entscheidungsbaum By ist die Darstellung eines Algorithmus zum Erkennen, ob ein
vorgelegtes Objekt O zum Konzept K gehirt.

Jeder Entscheidungsbaum definiert ein Konzept auf den Objekten. Die Entscheidungs-
baume sind so definiert, dass fiir jedes Objekt nach Durchlauf des Entscheidungsbaumes
ein Blatt mit Ja oder Nein erreicht wird.

Die Mengen der Objekte, bei denen der Pfad mit einem Ja endet, sind in diesem Kon-
zept, die anderen Objekte nicht.

e Wenn es nur diskrete Attribute gibt, dann entsprechen die Konzepte genau den Ent-
scheidungsbdaumen: Zu jedem Konzept kann man offenbar eine (aussagenlogische)
Formel in DNF angeben: die a1 = v1 A ...a, = v, als Konjunktion enthilt, wenn
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das Tupel (v1, ..., v,) im Konzept enthalten ist. Diese kann man leicht in einen Ent-
scheidungsbaum {iberfiihren.

e Bei Verwendung von reellwertigen Attributen kann nicht jedes Konzept durch einen
endlichen Entscheidungsbaum beschrieben werden: z.B. alle geraden Zahlen. Auch
in einfachen Fillen, in denen das Konzept durch | J /;, d.h. als Vereinigung von un-
endlich vielen reellen Intervallen, dargestellt ist, gilt das.

Beispiel 7.3.4. Als praktische Anwendung kann man reale Konzepte mittels einer endlichen Men-
ge von Attributwerten beziiglich einer vorher gewihlten Menge von Attributen beschreiben. Das
ist i.A. eine Approximation des realen Konzepts.

Tiere kénnte man z.B. durch folgende Attribute beschreiben:

Grifse reell

Gewicht reell

Kann fliegen Boolesch

Nahrung pflanzlich / tierisch / Allesfresser
Kérpertemperatur | reell

Fiir die Menge der Insekten kdnnte man aufgrund dieser Attribute einen Entscheidungsbaum
hinschreiben, allerdings wiirden dann auch Nichtinsekten mit Ja klassifiziert.

Beispiel 7.3.5. Seien die Objekte Apfel mit Attributen: Geschmack (siif8/sauer), Farbe
(rot/griin), Umfang (in cm).
Ein Entscheidungsbaum zum Konzept: ,guter Apfel” kénnte sein:

Geschmack?
W \%r
Farbe? Umfang < 15cm?
n/ \{Z’Wl {/ \ezn
Umfang < 12cm? Nein
]'éf/ \nez’n
Nein  Nein

Man sieht schon, dass dieser Entscheidungsbaum iiberfliissige Abfragen enthdlt: Da die Frage nach
L2Umfang < 12cm?” nur in ,,Nein“-Blittern endet, kann die Abfrage direkt durch ein ,Nein”-Blatt
ersetzt werden.

Es gibt verschiedene Algorithmen, die die Aufgabe 16sen sollen, einen Entscheidungs-
baum fiir ein Konzept zu lernen, wobei man beispielsweise eine Menge von positiven
Beispielen und eine Menge von negativen Beispielen vorgibt.

Ein guter Entscheidungsbaum ist z.B. ein moglichst kleiner, d.h. mit wenigen Fragen.
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Der im Folgenden verwendetet Entropie-Ansatz bewirkt, dass das Verfahren einen Ent-
scheidungsbaum erzeugt der eine mdglichst kleine mittlere Anzahl von Anfragen bis zur
Entscheidung benétigt. Einen Beweis dazu lassen wir weg. Das Verfahren ist verwandt
zur Konstruktion von Huffman-Baumen bei Kodierungen.

7.3.2 Lernverfahren ID3 und C4.5

Es wird angenommen, dass alle Objekte vollstindige Attributwerte haben, und dass es
eine Menge von positiven Beispielen und eine Menge von negativen Beispielen fiir ein zu
lernendes Konzept gibt, die moglichst gut die echte Verteilung abbilden. Fiir rein positive
Beispielmengen funktionieren diese Verfahren nicht.

Wichtig fiir die Lernverfahren ist es, herauszufinden, welche Attribute fiir das Konzept
irrelevant bzw. relevant sind. Nachdem ein Teil des Entscheidungsbaumes aufgebaut ist,
priifen die Lernverfahren die Relevanz weiterer Attribute bzw. Attributintervalle.

Das Lernverfahren ID3 (Iterative Dichotomiser 3) iverwendet den Informationsgehalt
der Attribute bezogen auf die Beispielmenge. Der Informationsgehalt entspricht der mitt-
leren Anzahl der Ja/Nein-Fragen, um ein einzelnes Objekt einer Klasse zuzuordnen. Das
Lernverfahren versucht herauszufinden, welche Frage den grofiten Informationsgewinn
bringt, wobei man sich genau auf die in einem Entscheidungsbaum erlaubten Fragen be-
schrankt. Das Ziel ist daher die mittlere Anzahl der Fragen moglichst klein zu halten.

Sei M eine Menge von Objekten mit Attirbuten. Wir berechnen den Informationsgehalt
der Frage, ob ein Beispiel positiv/negativ ist in der Menge aller positiven / negativen Bei-
spiele. Sei p die Anzahl der positiven und n die Anzahl der negativen Beispiele fiir das
Konzept. Wir nehmen eine Gleichverteilung unter den Beispielen an, d.h. wir nehmen
an, dass die relative Haufigkeit die reale Verteilung in den Beispielen widerspiegelt. Die
Entropie bzw. der Informationsgehalt ist dann:
p+n n p+n

b
—p+n*log2( ’ )+p+n*log2(

)

Sei a ein Attribut. Wir schreiben m(a) fiir den Wert des Attributs a eines Objekts m € M.
Hat man ein mehrwertiges Attribut a mit den Werten wy, . . ., w,, abgefragt, dann zerlegt

I(M)

sich die Menge M der Beispiele in die Mengen M; := {m € M | m(a) = w;}, wobei w;, i =
1,..., k die moglichen Werte des Attributes sind. Seien p;, n; fiir i = 1, ..., k die jeweilige
Anzahl positiver (negativer) Beispiele in M;, dann ergibt sich nach Abfragen des Attributs
an Informationsgehalt (bzgl. positiv/negativ), wobei I();) der Informationsgehalt (bzgl.
positiv/negativ) der jeweiligen Menge M; ist.
k
I(Mla) =Y P(a=uw,) = I(M)

=1

D.h. es wird der nach relativer Haufigkeit gewichtete Mittelwert der enstandenen Infor-
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mationsgehalte der Kinder berechnet (was analog zu einer bedingten Wahrscheinlichkeit
nun ein bedingter Informationsgehalt ist). Fiir jedes solches Kind mit Menge M; gilt wie-
derum:

I(M;) = 'pi '*logz(pifni : : :
Di + 1y Di pi + 1y n;

Insgesamt konnen wir daher I(M |a) berechnen als:

k
I(M]a) = p,+nz*< Pi * log, (
— ptn pitn Pi Pi +ny n;

Im Falle, dass M; = () ist, nehmen wir an, dass der Beitrag zur Summe 0 ist. Um Fallun-

0
terscheidungen zu vermeiden, nehmen wir an, dass Produkte der Form — xlog,, (%) als 0
a

zdhlen. Das ist berechtigt, da der Grenzwert von lim,_,o  * log, () = 0 ist.

Definition 7.3.6 (ID3: Entscheidungsbaum Lernen). ID3 startet mit einem leeren Baum und
als Eingabe einer Menge M von positiven und negativen Beispielen. Die Wurzel ist am Anfang
der einzige offene Knoten mit Menge M.

Die Abbruchbedingung fiir einen offenen Knoten ist: Die Menge M besteht nur noch aus posi-
tiven oder nur noch aus negativen Beispielen. In diesem Fall wird der Knoten geschlossen, indem
er mit ., Ja” bzw. ,Nein” markiert wird. Ein unschoner Fall ist, dass die Menge M leer ist: In die-
sem Fall muss man auch abbrechen, kennt aber die Markierung des Blattes nicht, man hat beide
Maéglichkeiten Ja bzw. Nein.

Fiir jeden offenen Knoten mit mit Menge M wird jeweils das Attribut ausgewdhlt, das den
grofiten Informationsgewinn bietet. D.h. dasjenige a, fiir das der

Informationsgewinn: I (M) — I(M|a)

maximal ist. Der offene Knoten wird nun geschlossen, indem das entsprechende Attribut am Kno-
ten notiert wird und fiir jede Attributsausprigung wird ein Kind samt der entsprechenden Menge
von Objekten berechnet. Die enstandenen Knoten sind offene Knoten und werden nun im Verfahren
rekursiv (mit angepassten Menge M) bearbeitet.

Beachte, wenn die Abbruchbedingung erfiillt ist, ist der Informationsgehalt an diesem
Blatt 0. Normalerweise gibt es eine weitere praktische Verbesserung: Es gibt eine Abbruch-
schranke: wenn der Informationsgewinn zu klein ist fiir alle Attribute, dann wird der wei-
tere Aufbau des Entscheidungsbaum an diesem Knoten abgebrochen, und es wird ,Ja”
oder ,,Nein” fiir das Blatt gewihlt.

Anmerkungen zum Verfahren:

e Durch diese Vorgehensweise wird in keinem Ast ein diskretes Attribut zweimal ab-
gefragt, da der Informationsgewinn 0 ist.
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e Der Algorithmus basiert auf der Annahme, dass die vorgegebenen Beispiele repra-
sentativ sind. Wenn dies nicht der Fall ist, dann weicht das durch den Entschei-
dungsbaum definierte Konzept evtl. vom intendierten Konzept ab.

e Wenn man eine Beispielmenge hat, die den ganzen Tupelraum abdeckt, dann wird
genau das Konzept gelernt.

Beispiel 7.3.7. Wir nehmen als einfaches iiberschaubares Beispiel Apfel und die Attribute Ge-
schmack € {siif$, sauer} und Farbe € {rot, griin}. Das Konzept sei ,,guter Apfel”.

Es gibt vier Varianten von Apfeln, {(siif3, rot), (siifs, griin), (sauer, rot), (sauer, griin) }. Wir ge-
ben als Beispiel vor, dass die guten Apfel genau {(siif3, rot), (siif, griin)} sind. Wir nehmen mal
an, dass pro Apfelvariante genau ein Apfel vorhanden ist.

Es ist offensichtlich, dass die guten genau die siifien Apfel sind, und die Farbe egal ist. Das kann
man auch nachrechnen, indem man den Informationsgewinn bei beiden Attributen berechnet:

Der Informationsgehalt I(M) vor dem Testen eines Attributes ist:

0.5log,(2) + 0.5l0g,(2) =1

Nach dem Testen des Attributes ,Geschmack” ergibt sich als Informationsgehalt 0,5 * (log, (1) +
0) 4+ 0,5 % (0 4 log,(1)) = 0, d.h. Der Informationsgewinn ist maximal.

Nach dem ‘Testen des Attributes ,Farbe” ergibt sich als Informationsgehalt
0,5 % (0, 5log,(2) 4 0,5l0g,(2)) + 0,5 * (0, 5log,(2) + 0, 5log,(2)) = 0,5% 140,51 =1, d.h.
man gewinnt nichts.

Als Variation des Beispiels nehmen wir irgendeine Anzahl der Apfeln in jeder Kategorie an:

‘ siifs,rot ‘ siifs,griin ‘ sauer,rot ‘ sauer,griin ‘
110 |20 E 6 |

D.h. es gibt 30 gute und 10 schlechte Apfel.
Der Informationsgehalt ist vor dem Testen:

0.75l0g,(1,333) + 0.25l0g,(4) ~ 0,311+ 0,5 = 0,811
Nach dem Testen des Attributs ,Geschmack™ ergibt sich:

30 30 0
10 ,10

0

= 0
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d.h. Der Informationsgewinn ist maximal.
Im Falle, dass die Farbe getestet wird, ergibt sich:

14 26
0" 0,8631 + 0 x0,7793) ~ 0,80867...

D.h. ein minimaler Informationsgewinn ist vorhanden. Der kommt nur aus der leicht unter-
schiedlichen Verteilung der quten Apfel innerhalb der roten und griinen Apfel und innerhalb aller
Apfel. Genauer gesagt: der Gewinn kommt daher, dass die Beispielmenge der 40 Apfel nicht genau
die Wahrheit abbildet.

Wird die Wahrheit richtig abgebildet, d.h. sind die Verteilungen gleich, dann:

‘ siifs,rot ‘ siifs,griin ‘ sauer,rot ‘ sauer,griin ‘
110 |20 3 6 |

Dann ergibt sich 0.7783 als Entropie 1(M) und auch fiir die Auswahl der Farbe danach, d.h. es
gibt keinen Informationsgewinn fiir das Attribut Farbe.

Beispiel 7.3.8. Wir erweitern das Beispiel der einfachen Apfel um eine Apfelnummer. Der Ein-
fachheit halber gehen die Nummern gehen von 1 bis 4. Zu beachten ist, dass dieses Attribut eine
Besonderheit hat: es kann nicht der ganze Tupelraum ausgeschdpft werden, da es ja zu jeder Num-
mer nur einen Apfel geben soll. Das spiegelt sich auch in den prototypischen Beispielen:

Es gibt vier Apfel, {(1, siif3, rot), (2, siif3, griin), (3, sauer, rot), (4, sauer, griin) }. Wir geben als
Beispiel vor, dass die guten Apfel gerade {(1,siif3, rot), (2, siif8, griin)} sind. Wir rechnen den In-
formationsgewinn der drei Attribute aus.

Der Informationsgehalt I(M') vor dem Testen eines Attributes ist:

0.5l0g,(2) + 0.5l0g,(2) =1

Nach dem Testen des Attributes ,Geschmack” ergibt sich als Informationsgehalt 0,5 x (log,(1) +
0) + 0,5 * (04 log,(1)) = 0, d.h. Der Informationsgewinn ist maximal.
Nach dem Testen des Attributes ,Farbe” ergibt sich als Informationsgehalt 0,5 (0, 5log,(2) +
0,5l08,(2)) +0,5* (0, 5log,(2) + 0, 5l0g,(2)) = 0,5% 1 + 0,5 1 = 1, d.h. man gewinnt nichts.
Nach dem Testen des Attributs ,,Nummer” ergibt sich > 1 = log(1), somit insgesamt 0. Der
Informationsgewinn ist ebenfalls maximal. Weiter unten werden wie sehen, dass der Informati-
onsgewinn in diesen sinnlosen Fillen durch Normierung kleiner wird.

Beispiel 7.3.9. Wir nehmen als erweitertes Beispiel fiir Apfel und die At-
tribute Geschmack € {siif$,sauer} und Farbe & {rot, gelb, griin}. Das Kon-
zept sei ,schmeckt-wie-er-aussieht”. Es gibt sechs Kombinationen der Attribute:
{(stifs, rot), (siifs, griin), (siifs, gelb), (sauer, rot), (sauer, griin), (sauer, gelb)}. Wir geben als
Beispiel die Menge {(siif3, rot), (sauer, griin), (siif3, gelb), (sauer, gelb) } vor. Wir berechnen den
Informationsgewinn bei beiden Attributen:
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Der Informationsgehalt I(M ) vor dem Testen irgendeines Attributs ist:
4/6 * log,(6/4) + 1/3log,(3) = 0.9183

4/6 * log,(6/4) + 1/3log,(3) = 0.9183

Nach dem Testen des Attributes ,Geschmack” ergibt sich als Informationsgehalt I(siiss) =
I(sauer) =~ 0.9183. Die Gesamtinformation nach Abfrage des Attributs ,Geschmack” ist:
0.5%0.9183 + 0.5 % 0.9183 = 0.9183..

d.h. Der Informationsgewinn ist null.

Nach dem Testen des Attributes , Farbe” ergibt sich als I(griin) = I(rot) =1, I(gelb) = 0. Die
Gesamtinformation nach Abfrage der Farbe ist: 1/3 « 1+ 1/3 x 1 = 2/3 ~ 0.667. D.h. man hat
Information gewonnen. Im Endeffekt muss man bei diesem Beispiel doch beide Attribute abfragen

Man kann das Verfahren auch fiir reellwertige Attribute verwenden, wobei man als
Grenzabfrage ,, > w?” nur endlich viele Werte ausprobieren muss, die sich aus den Werten
der entsprechenden Attribute in den Beispielen ergeben. Es ist klar, dass ein Konzept wie
,Fieber” aus den aktuell gegebenen Temperaturen und der Klassifizierung Fieber j/n nur
anndhernd gelernt werden kann.

Die Methode ID3 funktioniert recht gut, aber wenn ein Attribut zuviele Auspragun-
gen hat, wird die Frage nach diesem Attribut bevorzugt, da es im Extremfall (Personal-
nummer. 0.4.) dazu kommen kann, dass die Mengen {m € M | m(a) = v} einelementig
werden, und somit der Informationsgewinn maximal ist.

7.3.2.1 C4.5 als verbesserte Variante von ID3

Das von Quinlan vorgeschlagene System C4.5 benutzt statt des Informationsgewinns
einen normierten Informationsgewinn, wobei der obige Wert durch die Entropie des At-
tributs (d.h. der Verteilung bzgl. der Attributwerte) dividiert wird. Somit vergleicht man
Attribute anhand

Informationsgewinn * Normierungsfaktor D.h.

(I(M) — I(M | a)) * Normierungsfaktor

Das bewirkt, dass Attribute mit mehreren Werten nicht mehr bevorzugt werden, son-
dern fair mit den zweiwertigen Attributen verglichen werden. Ohne diese Normierung
werden mehrwertige Attribute bevorzugt, da diese implizit mehrere Ja/Nein-Fragen stel-
len diirfen, wihrend ein zweiwertiges Attribut nur einer Ja/Nein-Frage entspricht. Dieser
Vorteil wird durch den Normierungsfaktor ausgeglichen, der den Informationsgewinn
auf bindre Fragestellung normiert, d.h. dass man den Informationsgewinn durch ein At-
tribut mit 4 Werten durch 2 dividiert, da man 2 bindre Fragen dazu braucht.

Stand: 24. Juni 2014 220 M. Schmidt-Schaufd & D. Sabel, Skript KI, SoSe 2014



7.3 Lernen mit Entscheidungsbiumen

Der Normierungsfaktor fiir ein Attribut @ mit den Werten w;,i =1, ...,k ist:
1
i 1
P(a = 1
; (CL wl) * 0g2(P(a _ wz))

Bei einem Booleschen Attribut, das gleichverteilt ist, ergibt sich als Normierungsfaktor
0,5%140,5*1 =1, wahrend sich bei einem Attribut mit n Werten, die alle gleichverteilt

sind, der Wert
1 1

n* x xlog,(n) - log,(n)

ergibt.
Durch diese Vorgehensweise wird die Personalnummer und auch die Apfelnummer als

irrelevantes Attribut erkannt. Allerdings ist es besser, diese Attribute von vorneherein als
irrelevant zu kennzeichnen, bzw. erst gar nicht in die Methode einfliefien zu lassen.

Beispiel 7.3.10. Im Apfelbeispiel s.o. ergibt sich bei Hinzufiigen eines Attributes Apfelnummer
mit den Ausprigungen 1,2, 3,4, als Normierungsfaktor fiir Apfelnummer:

1
%*2%—...—1—%*2_

0.5
Damit wird die Abfrage nach dem Geschmack vor der Apfelnummer bevorzugt.

7.3.2.2 Ubergeneralisierung (Overfitting)

Tritt auf, wenn die Beispiele nicht reprédsentativ sind, oder nicht ausreichend. Der Effekt
ist, dass zwar die Beispiele richtig eingeordnet werden, aber der Entscheidungsbaum zu
fein unterscheidet, nur weil die Beispiele (zuféllig) bestimmte RegelmafSigkeiten aufwei-
sen.

Beispiel 7.3.11. Angenommen, man will eine Krankheit als Konzept definieren und beschreibt
dazu die Symptome als Attribute:
Fieber: Temperatur, Flecken: j/n, Erbrechen: j/n, Durchfall: j/n, Dauer der krankheit: Zeit, Alter
des Patienten, Geschlecht des Patienten, .. ..
Es kann dabei passieren, dass das Lernverfahren ein Konzept findet, dass beinhaltet, dass Frauen
zwischen 25 und 30 Jahren diese Krankheit nicht haben, nur weil es keine Beispiele dafiir gibt.
Auch das ist ein Fall von overfitting.

Besser wiire es in diesem Fall, ein Datenbank aller Fille zu haben. Die Erfahrung zeigt aber, dass
selbst diese Datenbank aller Krankheiten fiir zukiinftige Fragen oft nicht ausreicht, da nicht jede
Frage gekliirt werden kann: z.B. Einfluss des Gendefektes XXXXX auf Fettsucht.

Abschneiden des Entscheidungsbaumes: Pruning
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Beheben kann man das dadurch, dass man ab einer gewissen Schranke den Entschei-
dungsbaum nicht weiter aufbaut, und den weiteren Aufbau an diesem Knoten stoppt:
Abschneiden des Entscheidungsbaumes (Pruning).

Wenn kein Attribut mehr einen guten Informationsgewinn bringt, dann besteht der Ver-
dacht, dass alle weiteren Attribute eigentlich irrelevant sind, und man das Verfahren an
dem Blatt stoppen sollte. Dies kann man bei bekannter Verteilung mittels eines statisti-
schen Test abschétzen.

Hierbei ist es i.a. so, dass es an dem Blatt, an dem abgebrochen wird, noch positive und
negative Beispiele gibt. Die Markierung des Knoten wahlt man als Ja, wenn es signifikant
mehr positive als negative Beispiel gibt, und als Nein, wenn es signifikant mehr negative
als positive Beispiel gibt. Das ist natiirlich nur sinnvoll, wenn man weifs, das es falsche
Beispiele geben kann.

Hat man verrauschte Daten, z.B. mit Messfehler behaftete Beispiele, dann ist Lernen
von Entscheidungsbdumen mit Pruning die Methode der Wahl.

7.4 Versionenraum-Lernverfahren

Wir betrachten ein weiteres Verfahren zum Lernen eines Konzepts tiber Objekten mit
mehrwertigen Attributen, wobei wir davon ausgehen, dass Objekte durch diskrete At-
tribute und deren Werte beschrieben werden, aber das die Konzeptsprache noch Sub-
sumtionsalgorithmen auf den Konzeptbeschreibungen zur Verfiigungstellt. D.h. es gibt
Algorithmen, die die Teilmengenbeziehung von Konzepten entscheiden kénnen.

Wir stellen Objekte in Tupelschreibweise dar (wy, . .., wy,), wobei w; der Wert des i. At-
tributs A; ist. Betrachte z.B. Apfel mit den Attributen Farbe (mit den Auspragungen rot,
griin, gelb), Geschmack (mit den Auspragungen siifs, sauer), Herkunft (mit den Auspra-
gungen Deutschland, Spanien, Italien) und GrofSe (mit den Auspragunen S,M,L). Dann
stellen wir einen roten, siifsen Apfel aus Spanien mittlerer Grofle als ( rot, siif3, Spanien,
M ) dar.

Hypothesen (und auch Konzepte) sind Mengen von Objekten repréasentiert durch die
folgende Syntax: ( rot, siif3, Spanien, M ) ist das Konzept, dass genau das Objekt ( rot, stifs,
Spanien, M ) enthilt (also die einelementige Menge {( rot, siif§, Spanien, M ) }).

Wir erlauben anstelle eines Attributwerts auch ein Fragezeichen ?. So reprisentiert z.B.
(rot, stif3, ?, M ) die Menge aller roten und siifien Apfel mittlerer Grofie (unabhédngig von
ihrer Herkunft). Sei h eine Hypothese und e ein Objekt, dann schreiben wir e € h falls e
in der Menge der Objekte liegt, die durch h reprasentiert werden. Zusatzlich erlauben wir
noch () als Zeichen fiir einen Attributwert. Sobald ein solcher Wert im Tupel enthalten ist,
reprasentiert es das leere Konzept (Hypothese) welches keine Objekte enthéiltﬂ

Auf den Konzepten / Hypothesen ist eine Ordnung < definiert, die Spezialisierung

1Es wire hier auch moglich ein Symbol fiir das leere Konzept zu verwenden, anstatt die Kennzeichnung am
Attributwert vorzunehmen
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bzw. Generalisierung ausdriickt. z.B. gilt ((), sauer) < (?,sauer) < (?,?) Diese Ordnung
ist i.a. nicht total.

Sei B eine Menge von Beispielen (Objekten) und & eine Hypothese. Dann nennen wir
h konsistent fiir B wenn fiir alle b € B gilt:

e Wenn b positives Beispiel ist, dann gilt b € h.
e Wenn b negatives Beispiel ist, dann gilt b ¢ h.

Das Versionenraum-Lernverfahren ist ein inkrementelles Lernverfahren, d.h. die po-
sitiven und negativen Beispiele werden einzeln abgearbeitet und die Hypothese jeweils
verfeinert.

Die Grundidee dabei ist recht einfach:

Aus der Menge aller Hypothesen, merke als Zustand, die maximale Menge der Hypo-
thesen, die den bisherig gesehenen Beispielen nicht widerspricht. D.h. die Menge enthélt
die Hypothesen, die konsistent mit den bisherigen Beispielen sind und maximal ist: Alle
bisher gesehenen positiven Beispiele miissen in jeder Hypothese der Menge enthalten sein,
alle bisher gesehenen negativen Beispiele sind in keiner Hypothese der Menge enthalten.

Die so beschriebene Menge nennt man Versionenraum. Das zugehorige Lernverfahren
verwaltet den Versionenraum und nimmt Anpassungen fiir jedes neue Beispiel vor. Das
Verfahren ist inkrementell, da alte Beispiele nie wieder betrachtet werden miissen.

Zur kompakten Représentation des Versionenraums werden zwei Mengen von Hypo-
thesen verwaltet:

e die untere Grenze des Versionenraums S (die speziellsten Hypothesen): Fiir jede
Hypothese h € S gilt: h ist konsistent fiir die Menge der bisher gesehenen Beispiele
und es gibt kein &’ mit A’ < h das konsistent fiir die Menge der bisher gesehenen
Beispiele ist.

o die obere Grenze des Versionenraums G (die allgemeinsten Hypothesen): Fiir jede
Hypothese h € G gilt: h ist konsistent fiir die Menge der bisher gesehenen Beispiele
und es gibt kein 4’ mit A’ > h das konsistent fiir die Menge der bisher gesehenen
Beispiele ist.

Wenn S = {si,...,s,} und G = {g1,...,9m}, dann ist der Versionenraum genau:
{h|3Fi,j:s; <h<g;}

Bei Eingabe eines neuen Beispiels e werden die Mengen S und G neu berechnet:

Wenn e ein positives Beispiel ist:

e Die Hypothesen h € S U G mit e € h miissen nicht verandert werden.

e Fiirjedes h € Smite ¢ h: hist zu speziell und muss verallgemeinert werden. Ersetze
h durch alle &' wobei
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— I/ ist eine minimale Verallgemeinerung von h bzgl. e, d.h. A’ > h, e € b/ und
es gibt keine Verallgemeinerung h” von h bzgl. e mit ' > h”.

- Zudem werden nur solche /' eingefiigt, die nicht zu allgemein sind, d.h. es
muss eine Hypothese g € G geben mit g > h/.

Schliefllich (um S kompakt zu halten): Entferne alle Hypothesen aus S die echte

allgemeiner sind als andere Hypothesen aus S

e Fiirjedes h € G mite & h: hist zu speziell aber h kann nicht verallgemeinert werden
(da h € G). Daher: Losche h aus G.

Wenn e ein negatives Beispiel ist:
e Die Hypothesen i € S U G mit e € h miissen nicht verdndert werden.

e Fiirjedes h € S mit e € h: h ist zu allgemein aber i kann nicht spezialisiert werden
(da h € S). Daher: Losche h aus S.

e Fiirjedes h € G mit e € h: hist zu allgemein und muss spezialisiert werden. Ersetze
h durch alle ' wobei

- I/ ist eine minimale Spezialisierung von h bzgl. e, d.h. i’ < h, e ¢ b/ und es
gibt keine Spezialisierung h” von h bzgl. e mit " > 1’

— Zudem werden nur solche 1’ eingefiigt, die nicht zu speziell sind, d.h. es muss
eine Hypothese s € S geben mit s < A/,

Schliefllich (um G kompakt zu halten): Entferne alle Hypothesen aus G die echte
spezieller sind als andere Hypothesen aus G

Das Versionenraum-Lernverfahren startet mit der grofitmoglichen Menge uns setzt da-
her:

e S enthilt die speziellste Hypothese: S = {(07,...,70)}
o G enthilt die allgemeinste Hypothese: G = {(7,...,7)}
Mogliche Ausgidnge des Algorithmus sind:

e Wenn S = G und S, G einelementig, d.h. S = G = {h} dann ist h das gelernte
Konzept

e Wenn S oder G ist die leere Menge: In diesem Fall ist der Versionenraum kollabiert.
D.h. es gibt keine konsistente Hypothese fiir die vorgegebenen Trainingsbeispiele.

e Sund G sind nicht leer aber auch nicht einelementig und gleich: Der aufgespannte
Versionenraum enthélt das Konzept aber dieses ist nicht eindeutig identifizierbar.
D.h. alle Hypothesen im Versionenraum sind konsistent.
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Beispiel 7.4.1. Wir betrachten die Apfel-Objekte und die folgende Beispielmenge:
(siifs,rot, Italien,L)*
(stifs,gelb,Spanien,S)~
(siif3,gelb,Spanien,L) ™
(sauer,rot,Deutschland, L)~
Hierbei sind die * markierten Beispiele positiv und die mit ~ markierten Beispiele negativ.
Das Versionenraum-Lernverfahren startet mit

1. Einfiigen des Beispiels (stifs,rot Italien,L)":
e Da (stifS,rot Italien,L) € (?,7,7,7), wird die Menge G nicht verindert.
o Da (siifS,rot,Italien,L) & (0,0,0,0) muss diese Hypothese der Menge S verallgemei-
nert werden. Die minimale Verallgemeinerung ist (siifS,rot, Italien,L) und daher wird
S neu gesetzt als S = {(siifs,rot, Italien,L)}.
2. Einfiigen des Beispiels (siifS,gelb,Spanien,S)~:
e Da (siif$,gelb,Spanien,S) & (siifS,rot,Italien,L), wird S nicht verindert.

e Da  (siif3,gelb,Spanien,S) € (?,7,7,7), muss diese  Hypothe-
se aus G  spezialisiert — werden. Minimale  Spezialisierungen  sind:
(sauer,?,7,7) (?,rot,?,7)  (?,gruen,?,?) (7,7 Italien,?)

(?,7,Deutschland,?)  (?,7,7,L)  (7,?7,7,M)
Davon sind jedoch einige zu speziell, da es keine Hypothese s € S gibt, die spezieller
oder gleich ist. Daher verbleiben nur (?,rot,?,7), (?,?,Italien,?) und (?,7,7,L). Wir
setzen daher G = {(?,rot,?,7), (7,7 Italien,?), (?,7,7,L) }.
3. Einfiigen des Beispiels (siif3,gelb,Spanien,L)™:

o Da (siifS,gelb,Spanien,L) & (?,rot,?,?) € G muss die Hypothese geldscht werden.

o Da (siifS,gelb,Spanien,L) & (?,7,Italien,?) € G muss die Hypothese geldscht werden.

o Da (stifS,gelb,Spanien,L) € (?,7,7,L) € G bleibt Hypothese in G.

e Ergibt G = {(7,7,7,L)}

e Da (siifS,gelb,Spanien,L) & (siifS,rotItalien,L) € S muss die Hypothese ver-
allgemeinert werden. Die minimale Verallgemeinerung ist: (siif3,?,?,L) und daher

S = {(siifs,?,?,L)}

4. Einfiigen des Beispiels (sauer,rot,Deutschland,L)~:
e Da (sauer,rot,Deutschland,L) & (siif3,?,?,L), bleibt S unverindert.
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o Da (sauer,rot,Deutschland,L) € (7,7,7,L), muss die Hypothese spezialisiert wer-
den.Minimale Spezialiserungen sind:
(siifs,?,?,L) (?,gelb,?,L) (?,griin,?,L)
(?,? Italien, L)  (?,?,Spanien,L)
speziell. Daher G = (siif$,?,?,L)

jedoch ist nur (siif3,?,?,L) nicht zu

Alle Beispiele sind abgearbeitet und es gilt S = G = {(siif3,?,?,L)}. Daher ist (siif3,?,?,L) das
gelernte Konzept.

Beispiel 7.4.2. Betrachte als weiteres Beispiel die Menge:
(siifs,rot, Italien, L)+
(siifs,gelb,Italien, L)~
Das Versionenraum-Lernverfahren startet mit

S ={(0,0,0,0)}
G ={(777)

1. Einfiigen des Beispiels (stifs,rot Italien,L)":

e Da (stifS,rot Italien,L) € (?,7,7,7), wird die Menge G nicht verindert.

o Da (siifS,rot,Italien,L) & (0,0,0,0) muss diese Hypothese der Menge S verallgemei-
nert werden. Die minimale Verallgemeinerung ist (siifS,rot,Italien,L) und daher wird
S neu gesetzt als S = {(siifs,rot Italien,L)}.

2. Einfiigen des Beispiels (siifs,gelb,Italien,L)~:
o Da (siif$,gelb,Italien,L) & (siif3,rot,Italien,L) wird S nicht verindert.

o Da (stifS,gelb,Italien,L) € (?,7,7,7), muss die Hypothese spezialisiert werden.
Minimale Spezialisierungen sind:
(sauer,?,7,7) (?.griin,?,7)  (?,rot,?,7)  (?,7,Deutschland,?)
(?,?,Spanien,?) (7,7,7.S) (7,7,7,M)
Davon verbleibt nur (?,rot,?,7), da die anderen zu speziell sind. Daher setzen wir
G ={(?yrot,7,7)}.

Alle Beispiele wurden abgearbeitet und
S = {(siifs,rot, Italien,L)}.
G ={(rot,?,7)}
Das bedeutet, dass alle Hypothesen h mit

(siifs,rot, Italien,L) < h < (?,rot,?,7)

konsistent mit der Beispielmenge sind.

Beispiel 7.4.3. Betrachte das vorherige Beispiel, erweitert um ein weiteres Beispiel:
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(siif3,rot, Italien,L)*
(stifs,gelb,Italien, L)~
(siifs,griin, Italien,L) ™
Die Abarbeitung der ersten beiden Beispiele resultiert in:
S = {(siifs,rot, Italien,L)}.
G ={(%rot,?,7)}
Wir betrachten das Einfiigen von (siif8,griin, Italien,L)":

o Da (siif$,griin,Italien,L) & (?,rot,?,7) und die Hypothesen in G nicht verallgemeinert wer-
den diirfen, wird die Hypothese geloscht. D.h. G = ()

o Da (stifS,griin,Italien, L) ¢ (siifS,rot Italien,L), muss das Konzept verallgemeinert werden
zu (siif$,? Italien,L). Da es in G jedoch keine Konzepte gibt, ist das Konzept (wie jegliches
Konzept in diesem Fall) zu allgemein und wird geloscht. Daher setze S = (.

Da G = S = () gibt es keine konsistente Hypothese fiir die Beispielmenge. Der Grund liegt darin,
dass die beiden Beispiele (siifs,rot, Italien, L) und (siif8,griin,Italien, L) " als minimales Konzept das
Konzept (siifs,? Italien,L) erfordern. Aber dieses minimale Konzept bereits das negative Beispiel
(siifs,gelb,Italien, L)~ beinhaltet.

Abbhilfe kann hier nur eine méchtigere Konzeptsprache schaffen.

Ein weiteres Problem der Versionenraum-Methode ist, dass sie nicht mit verrauschten
Daten umgehen kann. In diesem Fall kann sie keine konsistente Hypothese finden.

Man kann Varianten der Konzeptsprachen verwenden die ausdruckstirker sind. Z.B.
ist eine ausdrucksstirkere Konzeptsprache:

e Erlaube ,,a = M,” fiir Attribute a, wobei M, eine Teilmenge der méglichen Aus-
pragungen von a ist ist. Damit kann man Quader im Objektraum erzeugen. Diese
Sprache nennen wir Quader-Konzepte.

e Erlaube Disjunktionen der Quader-Konzepte. Damit kann man bereits alle Konzepte
darstellen, wenn die Menge der Attribute und Auspragungen endlich ist.
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Konzeptbeschreibungssprachen

In diesem Kapitel behandeln wir Ansdtze zur Wissensreprasentation und Wissensverar-
beitung. Der Schwerpunkt liegt dabei auf sogenannten Beschreibungslogiken (Descripti-
on Logics). Diese haben insbesondere den Vorteil, dass sie eine eindeutig definierte Se-
mantik (innerhalb der Pradikatenlogik) besitzen und viele Inferenzmechanismen und -
algorithmen existieren. Zunichst werden wir jedoch kurz auf die historische Entwicklung
eingehen, und vorhergehende Ansétze der Semantischen Netze und sogenannter Frames
betrachten. Im Anschluss beschéftigen wir uns eingehend mit den Beschreibungslogiken.

8.1 Urspriinge

In diesem Abschnitt stellen wir kurz die (dlteren) Formalismen der Semantischen Netze
und Frames vor, aus denen (und deren Nachteile) die Beschreibungslogiken entwickelt
wurden. Wir geben hier keinen umfassenden Uberblick iiber diese Ansitze (dafiir sei auf
entsprechende Literatur verwiesen), sondern der Abschnitt ist eher als kurzer Einblick zu
sehen.

8.1.1 Semantische Netze

Semantische Netze sind ein Formalismus zur Darstellung von Unterbeziehungen und
Enthaltensseinsbeziehungen mittels (gerichteten) Graphen. Dabei sind

Knoten markiert mit Konzepten, Eigenschaften, (tlw. auch Individuen)

Gerichtete Kanten (Links) geben Beziehungen (Relationen) zwischen Konzepten an.
Wesentliche Kanten sind Instanzbeziehungen (IS-A), Unterkonzeptbeziehungen
(A-KIND-OF, AKO), Eigenschaften (Prop), Part-of, connected-to, ...

Ein Beispiel ist das folgende Netz zu Tieren:
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Allerdings gibt es viele verschiedene Moglichkeiten und Notationen, je nach festgeleg-
tem Formalismen.
Besonderheiten der Semantischen Netze sind:

e Reprasentieren von Beziehungen und Eigenschaften ist moglich.

e Vererbung von Eigenschaften tiber AKO-links und {iber IS-A links, je nach Eigen-
schaft.

Man kann mit semantischen Netzen auch logische Formeln darstellen: UND-
Verzweigungen, ODER-Verzweigungen, Quantifizierte Ausdriickebei letzteren entsteht
ein Problem der Eindeutigkeit und des Bindungsbereichs.

8.1.1.1 Operationen auf semantischen Netzen:

e Anfragen der Form ,Was kann fliegen?“konnen mittels Matching von Teilgraphen
und Beschreibungen bzw. Angaben von Teilnetzen beantwortet werden. D.h. die Su-
che orientiert sich an bestimmten Knoten oder Kanten oder an ganzen Unterstruk-
turen.

e Verdnderung: Eintragung, Entfernen, Andern von Kanten und Knoten.

e Operation: Suche nach Verbindungswegen im Netz.

Bemerkung 8.1.1. Probleme der semantischen Netze:

o Die Semantik war nur ungenau definiert.
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e Jedes Programm arbeitete auf einer anderen semantischen Basis. z.B. was bedeuten jeweils
zirkuldre Links ?

o Darstellung als Graph wird sehr uniibersichtlich fiir grof$e Netze.

8.1.2 Frames

Frames sind ein Konzept innerhalb von Reprasentationssprachen, zundchst ohne prozedu-
rale Komponente. Die Grundlagen dazu stammen aus der Kognitionsforschung (Minsky,
1975) und den Scripts (Schenk & Abelson, 1975). Die Frame-Sprachen haben eine Analo-
gie zu Klassen in Objektorientierten Programmiersprachen, allerdings ist die Absicht von
Frames nicht ein Programm zu strukturieren, sondern einen (Wissens-)Bereich struktu-
riert darzustellen.
e Frames beschreiben Klassen oder Instanzen
— Namen

— Oberklasse(e)
- Eigenschaften (Slots)

e Vererbung von Eigenschaften (Slot-Werten) von Oberklassen auf Unterklassen

e Slot:

Klasse (Wertebereich)

Defaultwerte

generische Werte (gilt fiir alle Instanzen)

Bedingungen (z.B. Wertebereichseinschrankungen)

Prozedurale Zusétze (z.B. Damonen, die bei Eintragung eines Slotwertes aktiv
werden)

Dies ergibt eine implizite Klassenhierarchie (sog. Prototypen). Zum Beispiel:
Vogel (Oberklasse: Wirbeltiere)
(Farbe: Farbe , Gewicht: Zahl, kann-fliegen: Bool, ...
#Beine: 2)
griine-Vogel (Oberklasse: Vogel)
(Farbe:griin)

Bemerkung 8.1.2. Diese Darstellung hat einige inhirente Probleme zu ldsen:

o multiple Vererbung
o semantische Unterscheidung: Prototyp / individuelles Objekt
o logische Operatoren

o Semantik von Defaults und iiberschriebenen Defaults
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8.2 Attributive Konzeptbeschreibungssprachen (Description Logic)

Wir betrachten im folgenden eine Sprachfamilie, die man als Nachfolger von KL-ONE
sehen kann. Empfehlenswert als sehr guter Uberblick ist das Handbuch (Baader et al.,
2010) und zur Komplexitédt der Artikel (Donini et al., 1997)).

Man nennt die Konzeptbeschreibungssprachen auch Terminologische Sprachen. Sie haben
sich entwickelt aus einer Sprache KL-ONE (Brachman, ca. 1980), die zur Reprasentation
und Verarbeitung der Semantik von natiirlichsprachlichen Ausdriicken entwickelt wurde.
Es gibt dhnliche Strukturen bei der automatischen Verarbeitung der Syntax von nattirlich-
sprachlichen Ausdriicken: Features (Attribute, bzw. Merkmalsstrukturen) (siehe Shieber:
unification grammars).

Man kann die Konzeptbeschreibungssprachen als Weiterentwicklung von semanti-
schen Netzen und Frames sehen, wobei sie den Vorteil einer eindeutigen und deklara-
tiv definierten Semantik haben und nicht zu méachtige Konstrukte (wie z.B. Prozeduren)
zulassen.

Neuere Entwicklungen sind (relativ schnelle) und vollstandige Schlussfolgerungsme-
chanismen, Erweiterung in viele Richtungen wie Zeitreprasentation, Kombination mit an-
deren Formalismen.

Ein auf Beschreibungslogik basierendes Wissensverarbeitungssystem muss Moglich-
keiten bieten, die Wissensbasis darzustellen und zu verdndern, sowie neue Schliisse mit-
hilfe von Inferenzmechanismen aufgrund der Wissenbasis zu ziehen.

Die Wissensbasis besteht dabei aus den beiden Komponenten T-Box und A-Box. Die
T-Box legt Terminologie des Anwendungsbereichs fest, d.h. das Vokabular, das verwendet
werden soll. Die A-Box legt Annahmen (Assertions) tiber die Individuen (unter Verwen-
dung der in der T-Box gegebenen Terminologie) fest. Verglichen mit Datenbanksystemen,
legt die T-Box das Datenbankschema fest, und die A-Box die eigentlichen Daten.

Das Vokabular der T-Box besteht aus Konzepten und Rollen. Konzepte reprasentieren
dabei Menge von Individuen, Rollen stehen fiir bindre Relationen zwischen Individuen.
Atomare Konzepte und atomare Rollen sind nur Bezeichner, d.h. sie werden durch ihren
Namen repréasentiert und spater semantisch als Mengen bzw. Relationen interpretiert. Ne-
ben atomaren Konzepten und Rollen gibt es in allen Beschreibungslogiken Konstrukte,
um komplexe Beschreibungen von Konzepten und Rollen auszudriicken (dies sind For-
meln, die als Atome dann gerade atomare Konzepte und Rollen verwenden). Innerhalb
der T-Box werden diese komplexen Konzepte und Rollen definiert und mit neuen Na-
men versehen. D.h. im Grunde besteht die T-Box aus atomaren Bezeichnern und definierten
Namen.

Je nach verfiigbaren Konstrukten zur Konstruktion von komplexen Konzepten und Rol-
len werden die verschiedenen Beschreibungslogiken unterschieden. Im Wesentlich gibt es
hierbei zwei Abwéagungen: Je mehr Konstrukte verfiigbar sind, desto einfacher (oder gar
mehr) ladsst sich Wissen ausdriicken, andererseits gilt jedoch auch: Je mehr Konstrukte
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vorhanden sind, umso komplexer sind die Inferenzmechanismen. Schon in relativ aus-
drucksschwachen Beschreibungslogiken kénnen Probleme untentscheidbar oder nicht-
polynomiell sein.

Typische Fragestellungen, die ein Wissensverarbeitungssystem beantworten sollte,
sind: Sind die Beschreibungen innerhalb der T-Box erfiillbar (also nicht widerspriichlich),
gibt es Beschreibungen die in anderen Beschreibungen enthalten sind ({iblicherweise als
Subsumption bezeichnet).

Beziiglich der A-Box ist eine wichtige Fragestellung, ob die Daten konsistent sind, d.h.
gibt es ein Modell, dass die Annahmen {iber die Individuen einhilt.

Bevor wir uns wieder mit T-Box und A-Box im speziellen beschiftigen, fiihren wir
verschiedene Konzeptbeschreibungssprachen ein. Hierfiir konzentrieren wir uns auf die
Konstruktion und Semantik von Konzept- und Rollenbeschreibungen.

8.2.1 Die Basis-Sprache AL

Atomare Beschreibungen sind atomare Konzepte und atomare Rollen. Komplexe Be-
schreibungen werden durch Konzeptkonstruktoren erstellt. Wir verwenden A, B fiir ato-
mare Konzepte, R fiir atomare Rollen und C, D fiir komplexe Konzepte. Die Sprache AL
gilt als eine minimale Sprache von praktischem Interesse. Komplexe Konzeptbeschreibun-
gen werden durch Konzept-Terme gebildet.

Definition 8.2.1 (Syntax von Konzept-Termen in AL). Die Syntax von Konzepttermen von
AL ist durch die folgende Grammatik definiert, wobei A atomares Konzept, C, D Konzepte und R
atomare Rolle:

C,De AL == A atomares Konzept
T universelles Konzept
1 leeres Konzept

CnD Schnitt
VR.C  Wert-Einschrinkung

|

|

\ -A atomares Komplement

\

\

| JR.T  beschrinkte existentielle Einschrinkung

Beachte das in AL die Komplementbildung nur fiir atomare Konzepte erlaubt ist, und
dass fiir die existentielle Einschrankung nur das universelle Konzept erlaubt ist (d.h. 3R.C
tiir beliebiges Konzept C ist nicht erlaubt).

Beispiel 8.2.2. Nehmen wir an Person und Weiblich seinen atomare Konzepte. Dann
driickt das Konzept Person M Weiblich gerade weibliche Personen aus, wihrend das Konzept
Person 1 —=Weiblich alle nicht weiblichen Personen ausdriickt.

Sei hatKind eine atomare Rolle. Dann kénnen wird die Konzepte Person 1M JhatKind. T und
Person 11 VhatKind.Weiblich konstruieren. Das erste Konzept beschreibt Personen, die Kinder ha-
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ben. Evtl. sollten wir das Konzept verfeinern zu Person M JhatKind.T M VhatKind.Person, um
sicherzustellen, dass alle Kinder auch Personen sind.

Das zweite Konzept beschreibt Personen, deren Kinder alle weiblich sind. Anstelle des ersten
Konzepts kénnen kinderlose Personen durch das Konzept PersonVhatKind._L beschrieben werden.

Eigentlich konnen wir die Beispiele jedoch noch gar nicht interpretieren, da uns noch
die Semantik der Beschreibungen fehlt. Das holen wir jetzt nach. Wie tiblich definieren wir
eine Interpretation:

Definition 8.2.3 (Semantik von AL). Eine Interpretation I einer AL-Formel legt folgendes

fest:

e Eine nichtleere Menge A von Objekten.

e Fiir jedes atomare Konzept A: I(A) als Teilmenge von A, d.h. I(A) C A.

o Fiir jede atomare Rolle R: I(R) als bindre Relation tiber A, d.h. I(R) C A x A.

Die Erweiterung einer Interpretation I auf komplexe Konzeptbeschreibungen ist induktiv durch
die folgenden Fille definiert.

I(CI |_|CQ> = I(Cl) ﬁI(CQ)

I(L) =0

I(T) = A

I(—A) = A\I(A)

I(3R.T) = {zeA|Iy.(z,y) € I(R)}

I(VR.C) = {zeA|Vy.(z,y) € [(R)=yecI(C)}

Zwei Konzepte C, D sind dquivalent, geschrieben als C = D, genau dann wenn I(C) = I(D)
fiir alle Interpretationen I gilt

Beispiel 8.2.4. Sei I die Interpretation mit A = {Marie, Horst, Susi, Fritz, Lassie},
I(Person) = A \ {Lassie}, I(Weiblich) = {Marie,Susi,Lassie} und I(hatKind) =
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{(Fritz, Susi), (Marie, Susi), (Fritz, Horst) }. Dann kénnen wir ausrechnen:

I(Person 1 Weiblich) = I(Person) N I(Weiblich) = {Marie, Susi}

I(Person M 3hatKind.T)

= I(Person) N I(3hatKind.T)

= I(Person) N {z € A | Jy.(x,y) € I(hatKind)}

= I(Person) N {z € A | y.(x,y) € {(Fritz, Susi), (Marie, Susi), (Fritz, Horst) } }
= I(Person) N {Fritz, Marie}

= {Fritz, Marie}

I(Person M VhatKind.Weiblich)
(Person) N I(VhatKind.Weiblich)
(

(

Person) N{z € A | Vy.(z,y) € I(hatKind) = y € I(Weiblich)}
Person) N {z € A | Vy.(x,y) € {(Fritz, Susi), (Marie, Susi), (Fritz, Horst) }
= y € {Marie, Susi, Lassie} }

I
I
I

= I(Person) N {Marie, Horst, Susi, Lassie}
= {Marie, Horst, Susi}

I(Person M YhatKind. L)

= I(Person) N I(VhatKind._L)

= I(Person) N {x € A | Vy.(z,y) € I(hatKind) =y € I(L)}

= I(Person) N {x € A | Vy.(z,y) € {(Fritz, Susi), (Marie, Susi), (Fritz, Horst)} = y € 0}
= I(Person) N {Horst, Susi, Lassie}

= {Horst, Susi}

Beispiel 8.2.5. Es gilt (VhatKind.Weiblich) M (VhatKind.Student) und YhatKind.(Weiblich M
Student) sind dquivalente Konzepte. Das lisst sich mit der Semantik nachweisen:

I(VhatKind.Weiblich M VhatKind.Student)
I(VhatKind.Weiblich) N I(VhatKind.Student)
{z € A | Vy.(x,y) € I(hatKind) = y € I(Weiblich)}
N{zx € A | Vy.(z,y) € I(hatKind) = y € I(Student)}
= {z e A|Vy.(z,y) € I(hatKind) = (y € I(Weiblich) A y € I(Student))}
= {z € A|Vy.(z,y) € I(hatKind) = y € (I(Weiblich) N I(Student))}
= {z € A|Vy.(z,y) € I(hatKind) = y € (I(Weiblich M Student))}
= I(VhatKind.(Weiblich 1 Student))

Beachte, der Beweis ist villig unabhingig von den atomaren Konzepten und Rollen, d.h. es gilt
allgemein:
(VR.C)M(VYR.D) = VR.(CND)
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8.2.2 Allgemeinere Konzept-Definitionen

Wir betrachten nun mégliche Erweiterungen der Basissprache AL. Eine erste Erweite-
rung ist das Verwenden von atomaren Funktionen, die auch als Attribute, Features, Attri-
butsbezeichner oder funktionale Rollen bezeichnet werden. Ihre Verwendung entspricht der
Verwendung von Rollen, d.h. sie diirfen iiberall dort verwendet werden, wo auch Rollen
erlaubt sind. Der Unterschied liegt in der Semantik: Jede Interpretation darf eine atomare
Funktion nur als (partielle) einstellige Funktion auf A, also als Funktion f : A — A de-
finieren, was dquivalent dazu ist, dass es f eine rechtseindeutige bindre Relation istﬂ Eine
echte Anderung der Syntax beim Einfiihren der atomaren Funktionen ist nicht notwen-
dig, lediglich ist eine disjunkte Aufteilung der Namen in: Namen fiir Konzepte, Namen
fiir Rollen und Namen fiir atomare Funktionen notwendig.

Beispiel 8.2.6. Beispiele fiir atomare Funktionen sind istMutterVon (was wohl einer totalen Funk-
tion entsprechen sollte), und istEhepartner (was i.A. einer partiellen Funktion entspricht).

Wir betrachten weitere Konstrukte, die in Konzeptbeschreibungssprachen (neben den
bereits eingefiihrten) verwendet werden, um komplexe Konzeptbeschreibungen C zu bil-
den.

Definition 8.2.7. Die Syntax zur Bildung von komplexen Konzeptbeschreibungen aus Definiti-
on 82T kann erweitert werden:

Cu= ...
| ~C Komplement
| (ChUu C) Vereinigung
| (3R.C) existenzielle Einschrinkung
| (€ nR), (> nR) Anzahlbeschrinkungen (number restrictions)
| (£nR.C), (> nRC) qualifizierte Anzahlbeschrinkung.
| (Ri;Ro;...; Ry = R{;RY; ... R),) Pfadgleichungen, Attributsiibereinstimmung

Es gibt auch Konstrukte, die es erlauben komplexe Rollen zu konstruieren, ein solches
Konstrukt ist

(RESTRICT R C) Rolleneinschrankung

Wir werden spéter weitere solcher Konstrukte behandeln.

In der Literatur werden teilweise andere Symbole verwendet, z.B.:

'D.h. fiir alle 2, y, 2 € A: Wenn (z,y) € f und (z, 2) € f muss gelten y = z
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AND  entspricht
OR entspricht LI
NOT  entspricht -
SOME entspricht 3

ALL entspricht V

Beispiel 8.2.8. Wir geben einige Beispiele, was man in diesen Sprachen ausdriicken kann. Wenn
man die Konzeptnamen Mensch, Frau, Mann und keine weiteren Axiome hat, sind die Beziehungen
zwischen Mensch, Frau und Mann ziemlich frei. Als Axiome wiirde man sich wiinschen Frau 1
Mann = L, d.h. die beiden Konzepte sollen disjunkt sein; und Mensch = Frau U Mann, d.h.
Menschen sind entweder Mann oder Frau.

Miittels der Relationen kann man weitere Konzepte definieren:

Eltern := Mensch 1 (FhatKind.Mensch)
Da das noch Freiheiten lisst, ist folgende Definition genauer
Eltern := Mensch M (3hatKind.Mensch) M (VhatKind.Mensch)
Desweiteren kann man definieren:
Mutter := Frau M Eltern

Hier kann das Wissensreprisentationssystem in Prinzip herausfinden, dass gilt I(Mutter) C
I(Frau). Eine Studentin konnte man definieren durch

Studentin := Frau M (3studiertFach.T)
Anzahlbeschrinkungen kann man verwenden z.B. in

Bigamist := Mann 11 (> 2 verheiratetMit)
M (< 2 verheiratetMit) M (VverheiratetMit.Frau)

wenn verheiratetMit eine Rolle ist. Ist verheiratetMit sowieso eine atomare Funktion, dann sollte
die Semantik (die wir gleich definieren) liefern: I1(Bigamist) = () fiir jede Interpretation I.
Sei isstGerne eine Rolle, dann beschreibt das Konzept

Mensch 11 (verheiratetMit; isstGerne = isstGerne)

gerade alle Menschen deren Ehepartner das gleiche Essen mdgen, wie sie selbst.
Verwendet man atomare Rollen und Pfadgleichungen, so beschreibt das Konzept

Mann 1 (hatNachnamen = hatMutter; hatNachnamen)
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alle Minner, die den selben Nachnamen wie ihre Mutter haben (wobei hatNachnamen und
hatMutter atomare Funktionen sind).

Man erkennt, dass der Formalismus die Konzeptbildung mittels Vereinigung, Schnitt,
Komplement, und iiber Eigenschaften bzw. Relationen erlaubt.

8.2.3 Semantik von Konzepttermen

Fiir Konzeptterme in der erweiterten Syntax erweitern wir die modulare, deklarative Se-
mantik:

Definition 8.2.9 (Semantik von Konzepttermen). Eine Interpretation ist analog zu Definiti-
on definiert, wobei I neben atomaren Konzepten und atomaren Rollen, die Bedeutung der
atomaren Funktionen als partielle Funktionen f : A — A festlegt.

Die Interpretation wird auf die neuen Konstrukte wie folgt erweitert:

I(Cy U Cy) =1(C1) U I(Co)

I(3R.C) ={reA|Jy(z,y) € I(R)undy € I(C)}

I(< nR) ={zc Ay Al(z,y) € [(R)}] <n}

I(> nR) —{eeA|{yea|(@y) e (R} =n)

I(< nR.C) —{eeA|{yeA|(ey) € I(R)Ay e I(C)}] < n}

I(> nR.C) —{eeA|{yeA|(ey) € I(R) Ay e I(C)}] = n}
Rot. R —RRl. R — yedl(z,y) e (Ri)o...0ol(Rn))}

T B o = 2"“’Rm)‘{xeA'—{yeA|(m) € (I(R}) o ...of<R;n>>}}

wobei o die Komposition von Relationen ist!
I(RESTRICT R C) ={(z,y) e AxA|(z,y) € I(R)undy € I(C)}

Diese Semantik erlaubt es, Gleichheiten bzw. Untermengenbeziehungen von Konzep-
ten zu zeigen.

Beispiel 8.2.10. Wir zeigen (3R.C') = (3(RESTRICT R C).T). Sei I eine Interpretation. Dann
gilt fiir die linke Seite:

I(3R.C) ={z | y.(xz,y) e [[R) Ny € I(C)}

Die rechte Seite hat als Interpretation:

{z | Jy.(z,y) € I(RESTRICT R C)}
& 3y.(,5) € {(a,0) | (a,b) € I(R) Ab € I(C))
= {z|Jy.(z,y) € {(a,b) € I(R) | b€ I(C)}
= {z|Jy.(z,y) e (R) Ny € I(C)}
'Dh.Rio Ry = {(z,2) | (z,y) € R1 A (y,2) € R2}
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Das Beispiel zeigt auch, dass man voll existentielle Einschrankung nicht braucht, wenn
RESTRICT und die beschrénkte existentielle Einschrankung vorhanden sind.

8.2.4 Namensgebung der Familie der AL-Sprachen

Die Namensgebung vieler Erweiterung der Basissprache AL erfolgt durch Anhidngen wei-
terer Buchstaben, d.h. man verwendet als mogliche Sprachbezeichner

ALU][ENNVI[C]
wobei die Buchstaben fiir die entsprechenden zu AL hinzugefiigten Konstrukte stehen:
Union: Vereinigung (L))

Volle existenzielle Beschrankung (3R.C')
number restriction: Anzahlbeschrankung. ((< n R), (> n R))

Q= o

Volles Komplement (~C)

Z.B.ist ACEN die Sprache, die auf AL aufbaut und noch allgemeine existenzielle Be-
schrankung und Anzahlbeschrankung hat.

Nicht alle diese Namen bezeichnen verschiedene Sprachen aus semantischer Sicht.
Denn z.B. ist semantisch ALUE = ALC, denn es gilt

CuUD=-(=-Cn-D)

und
JR.C = ~(VR.-C).

D.h. alles was in ALUE ausgedriickt werden kann, kann auch in ALC ausgedriickt werden
und umgekehrt.
Wir beweisen die letzte Gleichung:

I(=(VR=C)) =A\{ac A|¥b.(a,b) € I(R) = y € [(=C)}
=A\{a€A|Vb(ab) € I(R)=be (A\I(C))}
={a € A|~(b(a,b) € I(R)=be (A\I(C)}
— {a€ A b~((a,b) € I(R) = be (AN I(C))))
— {a€ A|3v.(a,b) € I(R) A-(b e (A\I(C)))}
— {a€ A|3v(a,b) € I(R) A (b€ I(C))}
= I(3R.C)

\_/\_/

el
el

>>

Deshalb kann man Vereinigung U/ und volle existenzielle Beschrankung durch AL mit
Komplementen ausdriicken. Umgekehrt kann man volle Negation durch Vereinigung U/
und volle existenzielle Beschrankung ausdriicken, da man die Normalform darstellen
kann.
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Insgesamt erhélt man 8 Sprachen: AL, ACC, ALCN , ALN , ALU, ALE, ALUN , ALEN
. Wir geben eine Tabelle der Konstrukte an, die in diesen Sprachen erlaubt ist:

Name | Konstrukte implizite Konstrukte
AL n L, T,-AVR.C,3R.T

ALC AL, -C L,3R.C

ALCN | AL, -C, (< n R) U, 3R.C, (> nR)
ALN | AL, (< nR) (> nR)

ALU AL, U

ALE AL,3R.C

ALUN | AL, U, (£ nR), (> nR)

ALEN | AL,FR.C, (£ nR),(> nR)

Die Sprachen ALC und ALCN spielen eine besondere Rolle, da sie sehr allgemein sind.
Man kann z.B. so viel reprasentieren wie Aussagenlogik, denn Schnitte, Vereinigungen
und Komplemente sind erlaubt (was gerade zum Kodieren von Konjunktion, Disjunktion
und Negation in der Aussagenlogik verwendet werden kann).

Es gibt noch weitere Konzeptsprachen, die aufgrund der Historie andere Namen (un-
gleich vom Schema AL+Erweiterung) haben. Diese werden mit 7L (fiir frame-based
description language) abgekiirzt. Es gibt drei Varianten:

Name ‘ Konstrukte
FLg nvR.C

FL~ | MVR.C,3R.T
FL M,VR.C,3R.C

Es gelten folgende Beziehungen zwischen den F£-Sprachen und den AL-Sprachen:

AL = FLOU{-ATY)
ALC = FLoU{=C)
ALC = FLU{-C)

Ebenso gibt es noch eine Erweiterung der ALUEN-Sprachen um den Schnitt von Rol-
len, d.h. die Syntax ist erweitert, so dass man dort, wo sonst nur elementare Rollen ver-
wendet werden, den Schnitt von mehreren elementaren Rollen verwenden darf.

R : RiM Ry Schnitt von Rollen
Die Namemsgebung ist dann entsprechend:
ALUENN]CI[R]

Dies ergibt 8 weitere Sprachen in Erweiterung der ALUEN -Sprachen. Es gelten weitere
Sprach—Aquivalenzen: Da C immer U und & impliziert,
ist z.B. ACUCR = ALCR = ALECR
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8.2.5 Inferenzen und Eigenschaften

Wir definieren die interessanten Eigenschaften fiir Konzepte und zwischen Konzepte et-
was formaler. Diese Eigenschaften mochte man mit Inferenzverfahren nachweisen.

Definition 8.2.11. Seien C, D (evtl. komplexe) Konzepte

o Ein Konzept D subsumiert ein Konzept C' (geschrieben als C T D), gdw. fiir alle Inter-
pretationen I gilt: I(C') C I(D).

o Ein Konzept C'ist konsistent gdw. es eine Interpretation I gibt, so dass gilt: 1(C') # (. Gibt
es keine solche Interpretation, so nennt man C' inkonsistent.

o Zwei Konzepte C und D sind disjunkt, gdw. fiir alle Interpretationen I gilt: I(C)NI(D) =
0.

o Zwei Konzepte C und D sind dquivalent (C' = D) gdw. fiir alle Interpretationen I gilt:
1(C) = I(D).

Beachte, dass C konsistent nicht bedeutet, dass C' in allen Interpretationen nicht leer
ist, sondern dass eine Interpretation I mit /(C') # () ausreichend ist.
Man kann je nach Sprache die verschiedenen Fragestellungen ineinander {tiberfiihren:

e (istinkonsistent, gdw. C' = L.

e C=Dgdw.CC Dund D C C.

C ist disjunkt zu D gdw. C' 1M D inkonsistent.

e ( inkonsistent, gdw. C wird von L subsumiert (C' C 1)

Wenn allgemeine Komplemente erlaubt, dann gilt:
C C D gdw. C 11 —D inkonsistent ist.

Wenn allgemeine Komplemente erlaubt, dann gilt:
C C D gdw. C' und —D disjunkt sind.

Wenn die Sprache allgemeine Komplemente erlaubt, dann sind Subsumtion, Disjunkt-
heitstest und Konsistenztest dquivalent und haben auch gleiche Komplexitét. Dies gilt z.B.
in der Sprache ALC.

In der Sprache FL sind das aber verschiedene Fragestellungen.

8.2.6 Anwendungen der Beschreibungslogiken

In Ontologien der Life-Sciences (Medizin, Biologie) gibt es Anwendungsmoglichkeiten
von Beschreibungslogiken zur Konsistenzpriifung. Einige Beispiele sind:
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e SNOMED CT (ein Akronym fiir Systematized Nomenclature of Medicine — Clinical
Terms) ist eine medizinische Nomenklatur, die ca. 500.000 Konzepte umfasst

e The National Cancer Institute Thesaurus , 45.000 Konzepte

e GO: gene ontology: ca. 20.000 Konzepte

e , GALEN was concerned with the computerisation of clinical terminologies.”

Insbesondere gibt es folgende Anwendungen einer ausdrucksschwachen Beschrei-
bungslogik £L:

° Uberprﬁfung der Konsistenz einer Menge von Konzepten
e Uberpriifung der Erweiterbarkeit einer Menge von Konzepten.

Die Beschreibungslogik £ £ hat als Syntax der Konzepte:

C:=T|A|CnD|3RC

Die Subsumption in ££ ist polynomiell und ist damit anwendungsgeeignet.
Ein Beispiel fiir eine Subsumtionsbeziehung ist:

dchild.Rich M 3child.(Woman M Rich) = Jchild.(Woman M Rich)
Als weiteres (eigentlich falsches) Beispiel wurde mittels Subsumption erkannt:
,Finger-Amputation C Arm-Amputation”,

was von den anderen Konzepten impliziert wurde, aber so nicht gemeint war und zu
Korrekturen fiihrte.

8.3 T-Box und A-Box

8.3.1 Terminologien: Die T-Box

Eine Terminologie ist normalerweise eine Vereinbarung von Namen fiir Konzepte. In der
allgemeinsten Form in AL ist es eine Menge von terminologischen Axiomen der Formen

CCDoderC=D

wobei C, D Konzepte sind.
Wenn es Rollenterme gibt, dann konnen die Axiome auch die Form

RC SoderR=S
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haben, wobei R, S Rollen sind. Es handelt sich um Inklusionen und um Gleichheiten.

Definition 8.3.1. Gegeben eine Menge T von terminologischen Axiomen. Dann erfiillt eine In-
terpretation I diese Axiome, wenn fiir alle Axiome

e CC D (bzw. RC S) € T die Gleichung I(C) C I(D) (bzw. I(R) C I1(S)) gilt und

e fiir alle Axiome C = D (bzw. R = S) die Gleichung I(C) = I(D) (bzw. I(R) = I(S) )
gilt.

Wenn I die Menge der Axiome T erfiillt, dann sagen wir I ist ein Modell fiir T

Die einfachste Variante einer Menge von terminologischen Axiomen ist eine Menge von
Definitionen. D.h. Gleichungen der Form A = C (bzw. (R = S), wobei A (bzw. R) ein
(symbolischer) Name ist und C' ein Konzeptterm (bzw. S ein Rollenterm. Wenn zusitzlich
jeder definierte Name hochstens einmal auf der linken Seite einer Definition auftaucht,
dann spricht man von einer T-Box. Dies entspricht dem Sprachgebrauch von KL-ONEE}

Eine T-Box nennt man zyklisch, wenn es einen Namen gibt, der (evtl. implizit) durch
sich selbst definiert ist. Ansonsten nennt man die T-Box azyklisch.

Eine azyklische T-Box ist dadurch gekennzeichnet, dass man alle definierten Namen
in rechten Seiten von Axiomen durch Definitionseinsetzung eliminieren kann. D.h. man
kann die T-Box selbst eliminieren und nur mit Konzepttermen arbeiten. Der Nachteil, den
man sich erkauft, ist die mogliche exponentielle Vergréfierung der Konzeptterme durch
die Einsetzung.

Wenn keine zyklischen Definitionen vorliegen, kann man den symbolischen Namen
eine eindeutige Interpretation I geben, wenn man bereits eine Interpretation I, der (nicht-
definierten) atomaren Symbole gegeben hat.

Wenn zyklische Definitionen vorliegen, geht das nur noch unter einschrankenden Be-
dingungen.

Beispiel 8.3.2. Beispiel fiir eine Terminologie (T-Box):

Frau = Person M Weiblich

Mann = Person M —Frau

Mutter = Frau M JhatKind.Person
Vater = Mann M 3hatKind.Person
Eltern = Vater Ll Mutter

Grossmutter = Mutter M JhatKind.Eltern
MutterMitVielenKindern Mutter 1 (> 3 hatKind)
MutterMitTochter Mutter M (VhatKind.Frau)
Ehefrau = Frau M (3hatEhemann.Mann)

?Ein von Brachman beschriebenes Wissensreprasentationssystem fiir die Verarbeitung natiirlichsprachli-
cher Ausdriicke
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Da diese T-Box azyklisch ist und nur aus Definitionen besteht, kann man stets aus einer Interpre-
tation Iy, die nur die Konzeptnamen Person, Weiblich, hatKind und hatEhemann interpretiert,
ein Modell I fiir die T-Box erzeugen, indem man setzt I(Person) := Io(Person), I(Weiblich) :=
Ip(Weiblich, I(hatKind) := Iy(hatKind) und I(hatEhemann) := Iy(hatEhemann) und fiir al-
le anderen Konzeptnamen (d.h. den definierten Namen), die Interpretation einfach ,ausrechnet”,
z.B. I(Frau) = Iy(Person) N Ip(Weiblich).

Beispiel 8.3.3. Ein Beispiel fiir eine sinnvolle zyklische T-Box ist:
Mensch' = Tier M VHatEltern.Mensch’

Menschen sind alle Tiere, die deren Elteren nur Menschen sind.

Das Finden eines Modells ist in diesem Fall nicht so einfach, denn selbst wenn man eine Inter-
pretation Iy hat die Tier und HatEltern festlegt, kénnen wir nicht ohne weiteres ein Modell finden,
denn I(Mensch') := Iy(Tier) N {z | Vy.(x,y) € Ip(HatEltern) = y € I(Mensch')} ist eine
rekursiv definierte Menge. Man benétigt eine Interpretation (als Menge) I(Mensch’) C A, die
ein Fixpunkt der rekursiven Gleichung ist.

8.3.2 Fixpunktsemantik fiir zyklische T-Boxen

Zwei weitere Beispiele fiir sinnvolle zyklische T-Box-Definitionen sind:
MnurS = Mann 1M VhatKind.MnurS

das entspricht dem Konzept: ,Mann, der nur Séhne hat, und fiir dessen Sohne das gleiche
gilt”. Zyklen konnen auch bei Datenstrukturen auftreten, z.B. fiir bindre Baume:

BinBaum = Baum M (< 2 hatAst) M VhatAst.BinBaum

Eine Fixpunktsemantik hilft hier weiter. Im letzten Beispiel muss man auf jeden Fall
einen kleinsten Fixpunkt nehmen (sonst waren unendlich tiefe Baume auch enthalten!)
Zunichst ist klar, dass eine Modell I einer T-Box, alle Axiome erfiillen muss. Fiir jedes
Axiom A = C4 muss I(A) = I(C4) gelten. Wenn A in C4 als Name vorkommt, dann ist
diese Bedingung nichttrivial.

Beispiel 8.3.4. Eine solche Interpretation muss nicht immer existieren, wenn die T-Box zyklisch
ist:

A=-A4

kann man zwar hinschreiben, aber keine Interpretation dafiir angeben, denn A # () war vorausge-
setzt, und I1(A) = A\ I(A) ist daher nie erfiillt.
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Man kann eine Fixpunktsemantik fiir eine zyklische T-Box mit Gleichungen als Grenz-
wert unter gewissen Bedingungen konstruieren: Zunédchst hat man eine Basisinterpreta-
tion I der nicht-definierten Namen.

Man definiert eine Folge von Interpretationen /;,7 =0, 1,2,..., und

1. erweitert I5: sei Ip(A) = () fiir alle definierten Namen A.
2. Danach definiert man /;;1(A) := I;(Cy) fiir alle i und jede Definition A = C4.

3. Wenn die Folge monoton steigend ist, d.h. fiir alle Namen stets I;(A) C ;11 (A) gilt,
dann kann man I, (A) = |J I;(A) definieren.

Das ergibt einen kleinsten Fixpunkt.
Einen grofiten Fixpunkt erhdlt man mit folgendem Vorgehen:

1. Man startet mit /5 und erweitert diese so: Ip(A) = A fiir alle definierten Namen A.
2. Danach definiert man /;;1(A) := I;(C,) fiir jede Definition A = Ca.

3. Wenn die Folge monoton fallend ist, d.h. fiir alle Namen stets 1;11(A) C I;(A) gilt,
dann kann man I, (A) = () 1;(A) definieren.

K3
Das ergibt einen grofsten Fixpunkt.

Beispiel 8.3.5. Betrachte erneut die T-Box A = —A. Der Versuch einen Fixpunkt zu erzeugen,
scheitert, sei A beliebig als nicht-leere Menge festgelegt. Dann gibt es keinen kleinsten Fixpunkt:

L(A) =Io(~4) = A\ I(4) = A
L(A) =h(=A)=ANL(A) =0

Jetzt sieht man schon die Nichtmonotonie, da A = I (A) € I(A) = (.
Fiir den grifiten Fixpunkt geht es analog:

Iy(4A) =A

L(A) = 1Io(=A) = A\ Io(A) =0

I(A) =1(-mA)=A\L(A)=A
Da I5(A) € I,(A) ist die Monotonie verletzt.

Beispiel 8.3.6.
MnurS = Mann M VhatKind.MnurS

Sei I eine Interpretation, die A, I(Mann) und I (hatKind) festlegt als

A = {Hans; |i € N} U{Horst; | i € N} U{Heike; | i € N} U{Fritz; | i € {1,2,3}}
Ig(Mann) = {Hans; |i € N}yU{Horst; | i € N} U{Fritz; | i € {1,2,3}}
Ig(hatKind) = {(Hans;, Hans;y1) | it € N} U {(Horst;, Horst;y1) | i € N}

U{(Horst;, Heike;11) | i € N} U {(Fritz;, Fritzit1) | i € {1,2}}
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Als Graph wobei eine gerichtete Kante fiir ,hatKind” steht

Hans,

!

Hanso

!

Hanss

!

Hansy

!

!

Horsty Heikeq Fritzq
N |
Horsto Heikeo Fritzo
N |
Horsts Heikes Fritzg

N
Horsty Heikey

Horst;

Lo

N

Heike;

N

Hans;+1 Horstiy1 Heikeiqq

Intuitiv erwartet man, dass die Interpretation von MnurS alle drei Fritz; und alle Hans; enthdlt.

Wir zeigen, dass man dafiir die gréfSte Fixpunkt-Semantik nehmen muss, wihrend die kleinste
Fixpunkt-Semantik zuwenig liefert.

Wir berechnen den kleinsten Fixpunkt:

In(MnurS)
I (MnurS)

Ir(MnurS)
Ig(MnurS)
I;(MnurS)

I;(MnurS)

Das ergibt | J;
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~ =

p(Mann)N{z € A |Vy.(x,y) € Ip(hatKind) = y € Io(MnurS)}
p(Mann) N ({Heike; | i € N} U {Fritzg}) = {Fritzs}

(Mann) N {z € A | Vy.(x,y) € Ig(hatKind) = y € I;(MnurS)}
(Mann) N ({Heike; | i € N} U {Fritzo, Fritzs}) = { Fritze, Fritzs}
(Mann)

(Mann)

(Mann)

~

Mann) N {zx € A | Vy.(z,y) € Ig(hatKind) = y € Is(MnurS)}

Mann) N ({Heike; | i € N} U{Fritz1, Fritzo, Fritzs}) = { Fritz1, Fritze, Fritzs}
Mann) N {z € A | Vy.(x,y) € Ig(hatKind) = y € I3(MnurS)}

Ip(Mann) N ({Heike; | i € N} U {Fritzq, Fritze, Fritzs}) = { Fritz1, Fritzo, Fritzs}
{Fritz1, Fritza, Fritzs} fiir alle weiteren

S eSS

Ii(MnurS) = { Fritzy, Fritzg, Fritzs}.
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Nimmt man den grifSten Fixpunkt, werden auch die ,,unendlichen Pfade” beachtet:

In(MnurS) = A

Ii(MnurS) = Ig(Mann)N{zx € A |Vy.(z,y) € Ip(hatKind) = y € Io(MnurS)}
= Ip(Mann)N(A)
= Ip(Mann)

Iy (MnurS) = Ig(Mann)N{z € A |Vy.(z,y) € Ip(hatKind) = y € I;(MnurS)}
= Ip(Mann)N{z € A |Vy.(x,y) € Ip(hatKind) = y € Ig(Mann)}

= Ip(Mann) N ({ Heike;, Hans; | i € N} U {Fritz; | i € {1,2,3})
= {Hans; |i € N}U{PFritz; | i € {1,2,3}}
Is(MnurS) = Ig(Mann)N{zx € A |Vy.(z,y) € Ip(hatKind) = y € Io(MnurS)}
= Ip(Mann) N ({Heike;, Hans; | i € N} U{Fritz; | i € {1,2,3})
= {Hans; |i € N} U{Fritz; | i € {1,2,3}}
Ii(MnurS) = {Hans; | i € N} U{Fritz; | i € {1,2,3}} fiir alle weiteren i

Das ergibt (), I;(MnurS) = {Hans; | i € N} U {Fritz; | i € {1,2,3}}.

Theorem 8.3.7. Ist die Terminologie ohne Komplemente definiert, dann kann man sowohl einen
kleinsten als auch einen grofiten Fixpunkt der Interpretationen als Erweiterung einer Basisinter-
pretation definieren.

Der Grund dafiir, dass dieses Verfahren funktioniert, ist, dass man folgende Monotonie
in diesem Fall hat:
ICI=1(C)CTI(0)

wobei I C I’ definiert ist als: Vatomare Konzepte A : I(A) C I'(A). Das wiederum folgt
daraus, dass M, U, VR.C,3R.C, (> n R) alle monoton im Konzept-Argument sind (falls es
eines gibt). Wenn man tiber ALCN hinausgeht, ist das Konstrukt (> n R.C') monoton,
wiéhrend (< n R.C') nicht monoton ist.

Theorem 8.3.8. Ist die Terminologie so definiert, dass jeder zyklische Pfad durch die Terme durch
eine gerade Anzahl Negationen geht, denn kann man sowohl einen kleinsten als auch einen grifiten
Fixpunkt der Interpretationen als Erweiterung einer Basisinterpretation definieren.

Der Grund fiir das Funktionieren ist in diesem Fall ebenfalls die Monotonie bzgl. Inter-
pretationen, wobei jedes Komplement die Monotonie in eine Antimonotonie verwandelt
und nach zwei solchen Ubergéngen das Verhalten wieder monoton ist.

Beispiel 8.3.9. Wir betrachten ein Beispiel fiir eine zyklische T-Box, die nicht nur aus Definition
besteht. , Jedes Huhn kommt aus einem Ei. Jedes Ei wurde von einem Huhn gelegt.” Die graphische
Darstellung kann man so notieren:
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kommt aus

Huhn > ( Ei

gelegt von

Die zugehdrigen Axiome in der T-Box sind:

Huhn
Ei

(FkommtAus.Ei)

C
C (JgelegtVon.Huhn)

Versuche ein Modell zu finden, so dass Clarissa € I(Huhn):

1. Dann muss gelten: Es gibt ein Objekt Clarissali mit (Clarissa, Clarissali) €
I(kommtAus). Das reicht jedoch nicht, denn es muss noch sichergestellt werden, dass
ClarissaFi € I(Ei).

2. Also wird eine Mutter von Clarissa bendtigt, die das Ei gelegt hat, d.h. es gibt ClarissaFi
mit (ClarissaFi, ClarissaMutter) € I(gelegtVon). Jetzt muss aber sichergestellt werden,
dass ClarissaMutter in I(Huhn) ist, usw.

D.h. in allen endlichen Modellen mit I(Huhn) # () gibt es nur nur Hiihner, die ihre eigene Vorfah-
ren sind. Wenn das Modell unendlich sein darf, dann kann es auch Hiihner geben, die nicht ihre
eigenen Vorfahren sind.

8.3.3 Inklusionen in T-Boxen

Als terminologische Axiome sind auch Inklusionen A C C erlaubt (wie wir sie gerade
beim Huhn- / Ei-Beispiel gesehen haben). Dabei ist A ein Name. Wenn man diese Na-
men einfiihrt und nur durch eine Inklusion spezifiziert, dann kann man diese Axiome
auf eine normale T-Box (die nur Aquivalenzen enthilt) zuriickfiihren, wobei man den
Freiheitsgrad in einen neuen Namen kodiert:

Enthalten die terminologischen Axiome Inklusionen und kommen alle Namen auf lin-
ken Seite von Definitionen und Inklusionen nur jeweils einmal auf linken Seiten vor, dann
kann man daraus eine dquivalente T-Box machen durch folgendes Verfahren:

e Zujeder Inklusion A T C4 erfinde einen neuen Namen A.

e Ersetze die Inklusion A C C4 durch die Definition A = A C 4.

Damit hat man aus Inklusionen Gleichungen gemacht. Als Preis muss man neue Namen
einfithren. Die Modelle vorher und nachher sind die gleichen, wenn man sich beim Ver-
gleich der Interpretationen auf die gemeinsamen Namen beschrankt.

D.h. Inklusionen sind nur dann kritisch, wenn man von bereits definierten Namen noch
eine extra Inklusion verlangt.
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Beispiel 8.3.10. Hat man die T-Box
Mann C Person
, 50 kann man mit dem eben beschrieben Verfahren, daraus die T-Box
Mann = Mann 1 Person

machen (dabei ist Mann der neu eingefiihrte Konzeptname).
Anders verhiilt es sich bei der T-Box:

Mann = Person M —Frau
Mann C Tier

Hier geniigt es nicht, daraus die T-Box
Mann = Person M —Frau
Mann = Mannn Tier

zu erzeugen, da diese nicht einfach interpretiert werden kann, denn es gibt jetzt zwei Definition
fiir Mann.

8.3.4 Beschreibung von Modellen: Die A-Box

Von terminologischen Axiomen bzw. im Spezialfall von T-Boxen wird nur eine Struktur
auf den Konzepten erzwungen. Was fehlt, ist eine konkretere Beschreibung von Model-
len (Interpretationen). In diesem Sinn entspricht eine T-Box einem Datenbankschema,
wihrend eine A-Box einer Datenbank dazu entspricht. Der Name A-Box ist von Assertion
hergeleitet.

Definition 8.3.11. Gegeben eine T-Box T .
Eine A-Box A zu T ist definiert als Menge von Annahmen iiber Individuen (Objekte) der Formen

e C(a) wobei C ein Konzeptterm ist und a ein Individuenname.

e R(a,b) wobei R eine Rolle ist (evtl. ein Rollenterm) und a, b sind Individuennamen.

Man kann eine A-Box auch allgemeiner auf Basis einer Menge von terminologischen
Axiomen definieren.

Beispiel 8.3.12. Beispiele fiir Eintrige in einer A-Box sind

MutterMitTochter(Maria)
Vater(Peter)
hatKind(Maria, Paul)
hatKind(Maria, Peter)
hatKind(Peter, Harry)
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Dabei sind Peter, Harry, Maria und Paul Konstanten.

Das hat Ahnlichkeiten mit einer Datenbank in Prolog, bzw. mit Datalog und deduktiven
Datenbanken. Allerdings sind in Konzeptbeschreibungssprachen allgemeinere Konzept-

terme mdglich. z.B. ist
(IhatKind.Person)(Michael)

ebenfalls ein giiltiger Eintrag.

Definition 8.3.13 (Semantik der A-Box). Die Semantik I einer A-Box A zur T-Box T erweitert
die Semantik einer T-Box: Sei I eine Interpretation zur T-Box T. Die Interpretation kann auf die
A-Box A erweitert werden durch:

o Jedem Individuennamen a wird ein Objekt I (a) € A zugeordnet. Hierbei wird die sogenann-
te unique names assumption beachtet: Verschiedenen Individuennamen werden verschie-
denen Objekte zugeordnet, d.h. I(a) = I(b) gdw. a = b.

o Fiir C(a) € A, ist I(C(a)) =1 gdw. I(a) € I(C).

o Fiir R(a,b) € Aist I(R(a,b)) =1 gdw. (I(a),1(b)) € I(R) gilt.

8.3.5 T-Box und A-Box: Terminologische Beschreibung

Eine terminologische Beschreibung (oder auch terminologische Datenbank) besteht aus
e Menge von terminologischen Axiomen.
e Mengen von Annahmen iiber Existenz und Eigenschaft von Objekten (A-Box)

Das kann als Spezialfall eine Kombination von T-Box und A-Box sein.

Beispiel 8.3.14. Ein Beispiel fiir eine T-Box und eine zugehdrige A-Box ist:
T-Box:

Motor C Komponente
Lampe C  Komponente 1 (—=Motor)
Stecker C  Komponente M (—Lampe) M (—Motor)
Gerat C (VhatTeil. Komponente) M (-Komponente)
ElektroGerdat = Gerdt M (JhatTeil.Stecker)
A-Box:
Motor(Motor1234)

Komponente(Lichtmaschine320)
hatTeil(Motor1234, Lichtmaschine320)

Definition 8.3.15. Gegeben eine T-Box T und eine A-Box A.

e Dann ist A konsistent, wenn es Modell I von T gibt, das alle Eintrige in der A-Box wahr
macht.
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o Wir schreiben A |= C(a) gdw. fiir alle Modelle I von T, die alle Eintrige der A-Box wahr
machen, auch 1(C(a)) gilt.

Folgende Inferenzen und Anfragen an T-Box und A-Box sind von praktischem Interesse:

o Konsistenztest: Priifen, ob definierte Konzepte konsistent sind.
Motor 1M (—=Motor) ist inkonsistent, d.h. es gibt keine Objekte in diesem Konzept.

Damit kann man auch erkennen, ob eine A-Box widerspriichliche Annahmen ent-
hilt. Z.B ist (Motor M —=Motor) (Motor123) nicht erfiillbar.

e Subsumtionstest: Priifen, ob ein Konzept eine Untermenge eines anderen ist oder ob
Konzepte disjunkt sind. Dadurch kann man z.B. die Struktur der Terminologie an-
geben.

o Retrieval Problem Berechne alle Instanzen eines Konzepts, wobei nur auf die Kon-
stanten in der A-Box zugegriffen werden darf. z.B. ,,Welche Motoren gibt es ?*

Das kann man formal schreiben als die Frage: Zu gegebenem Konzept C, finde alle
amit A = C(a).

e Pinpointing (bzw. Realization Problem) Das ist die Einordnung von Objekten in Kon-
zepte. Z.B. die Frage: ,Ist Staubsauger1 ein ElektroGerat?” Genauer kann man diese
Anfrage spezifieren als: Gegeben ein Individuum q, finde das spezifischste Konzept
C, so dass A = C(a) gilt. D.h. finde das kleinste Konzept in der Subsumtionsord-
nung.

Es gibt folgende Zusammenhénge zwischen den Inferenzproblemen der A-Box und T-
Box:

Satz 8.3.16. Es gilt:

o A= C(a) gdw. AU{—C(a)} ist inkonsistent.

o (C ist konsistent gdw. C'(a) konsistent ist fiir einen neuen Namen a.

Beweis. Der erste Teil gilt, da ein Modell fiir die T-Box, das alle Axiome aus .4 wahr macht,
auch C(a) wahr machen muss, damit A = C(a) gilt; jedes solche Modell muss daher
—(C(a) falsch machen, und daher ist AU {—C(a)} inkonsistent.

Der zweite Teil gilt, da C'(a) nur dann wahr werden kann, wenn /(C') nicht leer ist. [

8.3.6 Erweiterung der Terminologie um Individuen

Man kann in der T-Box auch Konzepte erlauben, die man als Aufzdhlungskonzepte anse-
hen kann: Die Syntax ist:
A=A{ay,....an}
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wobei a; Individuennamen sind. Die Semantik ist fixiert so dass I({a1,...,a,}) =
{I(a1),...,I(ay)} gilt.

Damit kann man z.B. das Konzept Grundfarben = {rot,blau, gelb} definieren.

Man kann den Effekt allerdings auch kodieren, wenn man 1, LI, = in der Beschreibungs-
sprache hat.

8.3.7 Open-World und Closed-World Semantik

Im Gegensatz zu Datenbanken bei denen die Closed-World-Semantik angenommen wird,
die eine eindeutige Semantik bei Datenbanken garantiert, benutzt man bei A-Boxen der
Beschreibungssprachen die Open-World-Semantik. D.h., man geht davon aus, dass man
unvollstindiges Wissen hat. Der Schlussfolgerungsmechanismus wird somit fehlende
Eintrdge nicht als negative Eintrdge werten. Da die Logik nicht auf Hornklauseln beruht,
ist das auch die bessere Wahl, denn CWA + nicht-Hornklauseln konnen zu Inkonsisten-
zen fiihren.

In der Open-World Semantik kann man neue Fakten hinzufiige, ohne dass alte Schliisse
ungtiltig werden; d.h. Schlussfolgern ist monoton.

Den Unterschied kann man sich klarmachen am Beispiel: hatKind(Maria, Peter). Wenn
das der einzige Eintrag in einer Datenbank ist, dann hat Peter keine Geschwister. Wenn
es der einzige Eintrag in einer A-Box ist, dann ist es durchaus moglich, dass Peter noch
weitere Geschwister hat, nur hat die A-Box dariiber keine Information. Man kann aber
mit der Angabe (< 1 hatKind)(Maria) in der A-Box die Information eintragen, dass es
keine Geschwister gibt.

Beispiel 8.3.17. Dieses Beispiel dient der Illustration des Verhaltens der Inferenzen durch die
Open-World-Annahme.
Eine A-Box A,eq zum Problem des (jdipus:

hatKind(Iokaste, Odipus) hatKind(Iokaste,Polyneikes)
hatKind(Odipus, Polyneikes) hatKind(Polyneikes, Thersandros)
Vatermérder(Odipus) —Vatermorder(Thersandros)
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Iokaste
hatKind
hatKind Odipus ----------- Vatermdrder
atKind
Polyneikes
hatKin
Thersandros -------- —Vatermorder

Frage: kann man aus dieser A-Box folgendes schlieflen?

Aveq = (FhatKind.(Vatermorder M (ShatKind.—Vatermdrder)))(Iokaste)

Schaut man sich das an, dann kénnte man folgendermaflen schlieflen:

Iokaste hat zwei Kinder, Odipus und Polyneikes. Bei Odipus ist der erste Teil erfiillt,
aber man kann nichts iiber den zweiten Teil der Konjunktion sagen, da es kein Wissen iiber
Vatermorder(Polyneikes) gibt. Nimmt man Polyneikes als Kandidat, so weiss man nicht, dass
er Vatermarder ist, also scheint man nichts schlieflen zu kinnen.

Korrekt ist aber, dass man eine Fallunterscheidung machen kann: Polyneikes ist entweder
Vatermorder oder nicht. Im ersten Fall ist er der Kandidat, der die Formel als hatKind von Iokaste
erfiillt. Im zweiten Fall ist der Kandidat Odipus. Somit kann man obige Formel aus der A-Box
schliefSen.

Wie dieses Beispiel zeigt, kann die Open-World-Annahme Fallunterscheidungen erfor-
derlich machen, um korrekt und vollstindig schliefSen zu kénnen.

8.4 Inferenzen in Beschreibungslogiken: Subsumtion

8.4.1 Struktureller Subsumtionstest fiir die einfache Sprache 7L

Wir wiederholen: Die Beschreibungssprache F £ hat als Konstrukte nur Konjunktion und
Wertbeschrankungen, d.h. nur atomare Konzepte, C' 1 D und VR.C sind moglich. Diese
Sprache ist eine Untersprache von AL. Wir betrachten sie hier, um einen sogenannten
strukturellen Subsumtionstest zu illustrieren.

Da Komplemente fehlen, gibt es in F L, keinen direkten Zusammenhang zwischen In-
konsistenz von Konzepten und Subsumtion.

Es gilt:

Lemma 8.4.1. Alle Konzepte in F Ly sind konsistent.
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Beweis. Das kann man ganz einfach dadurch zeigen, dass man eine Interpretation / an-
gibt, die folgendes erfiillt:

I(A) = A fiir alle atomaren Konzepte A
I(R) = A x A firalleRollen R

Dann werden sogar alle zusammengesetzten Konzepte C' immer als I(C) = A interpre-
tiert. O

D.h. der Konsistenztest in F L ist trivial. Das kommt daher, dass man keine Moglichkeit
hat, Konzepte mittels Negation einzuschranken.

Trotzdem ist der Subsumtionstest fiir 7 £, nichttrivial. Z.B. gilt sicher AT1 B C A, aber
A Z AN B fiir atomare Konzepte A, B.

8.4.1.1 Struktureller Subsumtionstest

Allgemein (nicht nur in F£Lg) ldsst sich der strukturelle Subsumtionstest, der C' T D
testet, durch die folgenden beiden Schritte beschreiben:

1. Bringe C und D in eine Normalform C’ bzw. D'.
2. Vergleiche C' und D’ syntaktisch.

Beide Teile variieren von Sprache zu Sprache.
In FL, ist eine Normalform folgendermafien definiert:

Ain...MNA, NVR.C1M...NVR,.C,,

wobei die Kommutativitdt und Assoziativitdt von Mausgenutzt wird, um Klammern weg-
zulassen, und A; verschiedene atomare Konzepte sind, die R; verschiedene Rollensym-
bole sind, und C; Konzepte in Normalform sind.

D.h. ein Normalformalgorithmus fiir 7L, wird folgendes tun:

e assoziativ Ausklammern, dann Umsortieren, und dann gleiche A4; in Konjunktionen
eliminieren.

e Falls es einen Unterausdruck VR.C M VR.D gibt, nutzt man aus, dass dieser dquiva-
lent zu VR.C M D ist, da das Rollensymbol das gleiche ist.

Als Begriindung folgende Gleichungskette:

{z |Vy.xI(R)y =y € I(C1) N I(Cs)}

= {z|Vy~(z I(R)yVvy e I(C)NI(C2)}

= {z|Vy.(~(z I(R)y) Vy € I(C1) A (~(z I(R) y) Vy € 1(C2)}

= {z|Vy.(~(z I(R) y) Vy € I(C1)) ANVy.—~(z I(R) y) Vy € [(Ca)}
I((V R.C1) 1 (¥ R.Cy))
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e Es wird rekursiv in den rechten Seiten C aller Ausdriicke VR.C dasselbe Verfahren
durchgefiihrt.

Der Vergleich zweier Normalformen wird folgendermaflen durchgefiihrt: Angenom-
men, wir haben zwei Ausdriicke D, D":

D=AnN..NA,NVR,.C;1...NVR,.C,

und

Dannist D C D' gdw:
e Jedes atomare Konzept A; kommt unter den A; vor und

e zujedem Ausdruck VYR;.C! gibt es einen Ausdruck VR;.C;, so dass die Rollennamen
gleich sind, d.h. R, = R; und C; von C! subsumiert wird. Dieser Test wird rekursiv
durchgefiihrt.

Dieser Subsumtionstest ist korrekt und vollstindig. Dabei bedeutet , korrekt” , dass bei
Antwort ,ja“auch wirklich I (D) C I(D’) in allen Modellen I gilt. ,Vollstindig” bedeutet,
dass die Antwort ,nein” impliziert, dass es ein Modell I gibt, das ein Gegenbeispiel ist,
d.h. I(D) € I(D') fir ein Modell 1.

Will man einen Beweis fiihren, so ist es relativ einfach zu begriinden, dass er korrekt
ist, da man die Mengensemantik verwenden kann:

e Fiir die atomaren Konzepte: Da jedes atomare Konzept A; unter den A; vorkommt,
koénnen wir A; M...M A, auch umschreiben zu A1 ... M A/, 1 A 1 A} wobei A7
irgendwelche der A; sind. Nimmt man nun die Interpretation so sieht man leicht:

IADN...NIA )N I(AN) N I(AY) C I(A) N ... I(AL)

da Schnitte die Mengen nur verkleinern.

o Fiir die Wertbeschrankungen reicht es zu zeigen, dass I(VR;.C;) C I(VR..C}) wenn
R; und R] die gleichen Rollennamen sind und C; T C!. Wir schreiben zur ver-
einfachten Darstellung R anstelle von R;, R;: Aus C; T C/ diirfen wir schlieen
I(Cjy) C I(CY) fur jedes Modell I. Da

I(VR.Cj) = {z € A | Vy.(z,y) € I(R) = y € I(C})}

und
I(VR.C)) ={x € A|Vy.(x,y) € I(R) = y € I(C))}

sieht man, dass die erste Menge kleiner (oder gleich) sein muss.
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e Schliellich muss man sich noch klar machen, dass S; C S] und S C S impliziert
S1NSy C S1NS, (damit wir die beiden Teile: atomare Konzepte und Wertbeschrén-
kungen getrennt voneinander betrachten durften).

Die Vollstandigkeit kann man z.B. zeigen, indem man im Falle, dass der Algorithmus
scheitert, ein Modell angibt, in dem die Subsumtionsbeziehung tatsdchlich nicht gilt.

Die Komplexitit dieses Algorithmus kann man wie folgt abschétzen:
Die Normalformherstellung arbeitet auf der Termstruktur und sortiert sinnvollerweise,
d.h. man hat einen Anteil O(nx*log(n)) fiir die Herstellung der Normalform. Das rekursive
Vergleichen ist analog und konnte in einer sortierten Darstellung sogar linear gemacht
werden. Insgesamt hat man O(n * log(n)) als Groflenordnung des Zeitbedarfs.

Beispiel 8.4.2. Betrachte die F Ly-Konzeptdefinitionen:

Cc, = (VRlAl) M Ay M (VR2A5) M (VRQVRl(AQ MAsmM A4))
Cy = ((VR2.VRi.Ay) M Ay M (VR2.VR;.(A3M Ay))

Wir testen, ob C1 T Cy und ob Cy T C4 mithilfe des strukturellen Subsumtionstests. Zundichst
berechnen wir die Normalformen N F(C1), NF(C5):
Normalformberechnung fiir C1:

cp = (VRlAl) MAs M (VR2A5) 1 (VRQVRl(AQ MAsM A4))
— A9 (VRlAl) M (VRQ.A5) 1 (VRQ.VRl.(Ag I A4))
— As N (VRlAl) M (VR2A5 M (VRl(AQ MAsM A4))) = NF(Cl)

Normalformberechnung fiir Cy:

Cy = ((VR2.VR1.A4) N Ay M(VR2.VR;.(A3T1 As))
Ay M (\V/RQ.VR]_.ALL) I (\V/RQ.\V/R]_.(A?) I A4))
Ay M VRQ((VR1A4) 1 VRl.(Ag 1 A4)))

Ao M VRQ.(VR1.(A4 MnAsM A4))

Ao 1 VRQ(VRl(Ag M A4)) = NF(CQ)

e N N N

Ll

Nun miissen wir die Normalformen vergleichen: Die atomaren Konzepte sind genau gleich, da beide
Normalformen Ay als atomares Konzept in der Konjuktion haben. Fiir die Wertbeschrinkungen:
DaVR;....nurin der NF(C4) vorkommt, kénnen wir sofort schlieflen Cy [Z Cy. Fiir C; T Cy
miissen wir fiir VRy. . .. rekursiv zeigen Das erfordert als rekursiven Vergleich: As M (VRy.(Ag M
A3 Ayg))) T (VRy.(As M Ay)) Fiir die atomaren Konzepte ist der Vergleich erfolgreich, da As
nur links vorkommt. Fiir die Wertbeschrinkungen miissen wir rekursiv vergleichen: (A M A3 1
Ay) T (A3 Ay) was offensichtlich erfiillt ist. Daher diirfen wir schlieffen Cy T Co.
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8.4.2 Struktureller Subsumtionstest fiir weitere DL-Sprachen
8.4.2.1 Subsumtionstest fiir die Sprache FL~

Die Sprache F£~ hat N,VR.C, (3R.T) als Konstrukte. Der Subsumtionsalgorithmus fiir
F L™ geht vor wie der Subsumtionstest fiir FLy:

1. Bringe die Konzeptterme in eine £~ -Normalform:

Ain...MA,
n VR.CiMn...NVR,.C,
N 3R.TN...N3R,.T

Analog wie in L fasst man VR.C-Ausdriicke zusammen, wenn das gleiche Rol-
lensymbol vorkommt.

2. Jetzt vergleicht man strukturell, wobei man genauso wie bei F L, vorgeht, nur dass
man JR.T-Ausdriicke wie atomare Konzepte behandelt.

Auch der FL™-Subsumtions-Algorithmus ist korrekt und vollstandig.
Der Zeitaufwand des Algorithmus ist O(n * log(n)).

8.4.2.2 Weitere Sprachen

Erweitert man 7 £, um das konstante Konzept 1, dann kann man ebenfalls einen Subsum-
tionstest durchfiihren, nur muss man beachten, dass man Konjunktionen, die L enthalten
zu | vereinfacht, und dass L von allen Konzepten subsumiert wird.

Erweitert man F£, um L und atomare Negation, d.h. zusétzlich ist noch —A fiir ato-
mare Konzepte A erlaubt, dann kann man ebenfalls einen strukturellen Subsumtionsal-
gorithmus angeben.

Zusitzlich muss nur beachtet werden:

e kommt in einer Konjunktion A und —A vor, dann wird die gesamte Konjunktion
durch L ersetzt.

e | wird von allen Konzepten subsumiert.
e Beim Vergleich von Normalformen werden negierte Atome wie neue Namen behan-
delt (das man ersetzt ~A durch NOT A vor dem Vergleich.
8.4.2.3 Subsumtions-Algorithmus fiir AL

Wir kénnen somit auch einen strukturellen Subsumtions-Algorithmus fiir AL angeben:
Es fehlen an Konstrukten nur: T und 3R.T.
Zu beachten ist:
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¢ In Konjunktionen, die T enthalten, kann man das T streichen.

e DasKonzeptVR.T kann man durch T ersetzen. Ebenso kann man —T und - direkt
vereinfachen. D.h. bei der Normalformherstellung spielt T keine Rolle. Es kann nur
als Gesamtergebnis vorkommen (abgesehen von der Syntax 3R.T).

e Bei der Subsumtion ist nur zu beachten, dass T alles subsumiert.

8.4.2.4 Konflikte bei Anzahlbeschrankungen

Wenn Anzahlbeschrankungen mit betrachtet werden, dann ergeben sich weitere Moglich-
keiten fiir Konflikte, die in strukturellen Subsumtionsalgorithmen zu beachten sind:

Z.B. gibt es eine Interferenz zwischen VR.L und (> 1 R). Das kann bei Schnitten ein
Konflikt sein: VR.L M (> 1 R) ist 4quivalent zu L. Es gibt auch neue Subsumtionen zu
beachten: (> n R) C (> m R) gdw.n > m.

Es gibt weitere Sprachen, die einen strukturellen Subsumtionsalgorithmus haben:

ALE AL erweitert um 3R.C.
ALU AL erweitert um L.
ALN AL erweitert um Anzahlbeschriankungen (< n R).

Die Sprache ALN hat einen polynomiellen und strukturellen Subsumtionsalgorith-
mus. Die Sprache F £ hingehgen hat ein PSPACE-vollstindiges Subsumtionsproblem.

Allerdings sind strukturelle Subsumtionsalgorithmen i.a. ungeeignet, wenn Disjunkti-
on (d.h. Vereinigung) oder volle Negation vorkommt, z.B. in der Sprache ALC.

8.4.3 Subsumtion und Aquivalenzen in ALC

ALC ist die Konzeptbeschreibungssprache, die M, L, =, L, T,VR.C, 3R.C erlaubt, aber nur
atomare Rollen und keine Anzahlbeschrankungen.
In dieser Sprache kann man mittels der Semantik zeigen, dass folgende Aquivalenzen

gelten:

_'(Cl 1 CQ) = (—\ Cl) L (_' CQ)
—|(C1 U CQ) = (—\ Cl) M (—| CQ)
—|(—| C) = C

(YRC) = (AR.(-C))
L@RC) = (YR(-C))

-1 = T

=T = L

Beispiel 8.4.3. Analog zur Pridikatenlogik gilt die folgende Gleichung nicht!

(VR(Cl L 02)) = (VRCl) L (VRCQ)
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Wir zeigen, dass die Gleichung nicht gilt, indem wir ein Gegenbeispiel angeben. Sei I die Interpre-
tation mit

A = {a,b,c,d}
I(Cl) = {a’7 b}
I(Cy) = {b,c}
I(R> - {(d7 b)v <d7 a)? (dv C)}
Als Bild:
Ch
Co
Es gilt
I(VR.(C1 U(Cy)) ={z € {a,b,c,d} | Vy.(x,y) € {(d,b),(d,a),(d,c)} =y € {a,b,c}}

={a,b,c,d}

I((VR.Ch) U (VR.Cy)) ={z € {a,b,c,d} | Vy.(z,y) € {(d,b),(d,a),(d,c)} =y € {a,b}}
U{z € {a,b,c,d} | Vy.(z,y) € {(d,b),(d,a),(d,c)} =y € {b,c}}
={a,b,c}

Dad e I(VR.(C1 UCq)) aber d ¢ I((VR.Cy) U (VR.Cy)) sind die beiden Konzepte nicht dquiva-
lent.

Lemma 8.4.4. Der Subsumtionstest in ALC lisst sich als Konsistenztest formulieren und umge-
kehrt: Cy C Cy gilt gdw. (C1 M —Cy) = L

Will man C' # 1 testen, dann kann man auch C C | testen. Da ein Entscheidungsver-
fahren dann ja oder nein sagt, kann man daraus die Konsistenz bzw. Inkonsistenz von C'
schliefSen.

8.4.4 Ein Subsumtionsalgorithmus fiir ALC

Der Algorithmus zum Subsumtionstest von zwei Konzepten in ALC ist ein Tableauver-
fahren. Es verwendet den Konsistenztest fiir ein Konzept und priift daher ob eine Inter-
pretation mit I(C) # () existiert. Die Idee dabei ist: Konstruiere eine solche Interpretation
oder zeige, dass jede Konstruktion einer solchen Interpretation scheitern muss. Das Ta-
bleauverfahren arbeitet dabei mit einer neuen Struktur, sogenannten Constraint-Systemen.
Der Algorithmus ist so allgemein, dass er leicht erweiterbar ist, um auch die Konsistenz
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von A-Boxen zu priifen. Er ist auch leicht erweiterbar auf allgemeinere Konzeptbeschrei-
bungssprachen.

Die Idee des Algorithmus ist es, eine Interpretation aufzubauen, die I(C) nicht leer
macht. Dabei geht man vorsichtig vor, so dass der Algorithmus entweder bemerkt, dass
ein Widerspruch aufgetreten ist, der anzeigt, dass das Konzept C leer ist, oder es sind
ausreichend viele Objekte und Beziehungen gefunden, die ein Modell darstellen.

Wir definieren zunéchst die Struktur des Constraint-Systems:

Definition 8.4.5. Ein Constraint ist eine Folge von Ausdriicken der Form:
x: X xRy XCC XCYu~z X(VR)Y X(3R)Y
wobei ,y, z Elemente (von A), X,Y, Z Konzeptnamen und C' (auch komplexe) Konzepte sindﬂ

Wir beschreiben informell, was die einzelnen Constraints bedeuten: Diese entsprechen
Anforderungen an das Modell I: = : X entspricht der Bedingung = € I(X), xRy entspricht
der Bedingung (z,y) € I(R), X C C entpsricht der Bedingung /(X) C I(C), X CY U Z
entspricht der Bedingung I(X) C I(Y) U I(Z), X(YR)Y entspricht der Bedingung Va €
I(X) : Vb : (a,b) € I(R) : b € I(Y), d.h. fur alle Elemente a in I(X), die links in I(R)
vorkommen, muss jedes rechte Element b auch in I(Y") sein, X (3R)Y entspricht der der
Bedingung Va € I(X) : 3b.(a,b) € I(R) : b € I(Y), d.h. fiir alle Element a in I(X) muss
es mindestens ein Paar (a,b) € I(R) geben, wobei b € I(Y) ist.

Wie wir gleich sehen werden, wird im ersten Schritt (bevor das Tableau aufgebaut wird)
das Constraint-System aufgefaltet. Hierfiir werden die folgenden Regeln verwendet:

X C (VR.C) — X(VR)Y,Y C C, wobei Y ein neuer Name
XLC (3IR.C) — X(3R)Y,Y C C, wobei Y ein neuer Name
Xcconb — XCCXCD
XCCcuD — XCYUZYCC,ZCD,
wenn und C' oder D kein atomares Konzept ist,
und Y, Z sind neue Namen sind.
XCT — nichts zu tun

Es ist relativ leicht einzusehen, dass diese Regeln terminieren und als Normalform ein
Constraint-System liefern, dass nur noch Konzeptnamen und negierte Konzeptnamen fiir
C in Constraints X C C enthalt.

Der zweite Schritt des Verfahrens baut ein Tableau auf, indem folgende Regeln benutzt
werden, um Individuen-Variablen korrekt einzufiigen und das System zu vervollstandi-

gen:

3Bei Verallgemeinerung auf ALCA muss man darauf achten, dass Objektvariablen verschiedene Objekte
bezeichnen
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1. Wenn z : X und X (3R)Y da sind, aber keine Variable y mit xRy und y : Y, dann
fiige eine neue Variable y mit den Constraints xRy und y : Y ein.

2. Wenn z : X, X(VR)Y, zRy da ist, dann fiige v : Y hinzu.

3. Wennz : X, X C Y U Z dasind, aber weder = : Y noch z : Z, dann fiige = : Y oder
z : Z hinzu.

Beachte nur die letzte Regel stellt eine Verzweigung im Tableau dar. Beachte auch, dass
Blatter im Tableau mit Constraint-System markiert sind, die vervollstandigt sind, d.h. kei-
ne der drei Regeln ist mehr anwendbar.

Schliefslich kann fiir jedes solche Blatt (teilweise auch schon frither, dann kann man die
Vervollstindigung auf dem entsprechenden Pfad stoppen) wird gepriift, ob das Cons-
traintsystem widerspriichlich ist:

Definition 8.4.6. Ein Constraint-System ist widerspriichlich, wenn die Konstellation
r2: X, XCAxz:YYC-Aoderx: X,XC —=T,oderx: X, X C L vorkommt.

Jetzt haben wir alle Teilschritte beisammen, um den Algorithmus zur Konsistenzprii-
fung zu beschreiben:

Definition 8.4.7. Der Algorithmus zur Konsistenzfeststellung von C' arbeitet folgendermaflen:
Starte mit dem Constraint x : X, X T C (das entspricht gerade der Bedingung, dass es eine
Interpretation I gibt, die C nicht leer interpretiert (denn x € I1(X) C 1(C))).

Als erster Schritt wird x : X, X T C aufgefaltet.

Anschlieflend wir das Tableau aufgebaut, indem das aufgefaltete Constraintsystem (nicht-
deterministisch) vervollstindigt wird (Verzweigungen ergeben sich aus Regel B|der Vervollstindi-
gunsregeln). Wenn es moglich ist, ein Constraint-System zu erzeugen, das nicht widerspriichlich
ist (d.h. es gibt einen Pfad dessen Blatt nicht widerspriichlich ist), gebe , konsistent” aus; ansons-
ten, wenn alle erzeugbaren Constraint-Systeme (d.h. alle Blitter des Tableaus) widerspriichlich
sind, gebe , inkonsistent” aus.

Beachte, dass der Algorithmus nicht mit einer T-Box als Eingabe arbeitet, sondern nur
ein (evtl. komplexes) Konzept C erhdlt. D.h. fiir den Fall einer T-Box muss diese zuvor
entfaltet werden.

Beispiel 8.4.8. Seien Mann und hatKind atomare Konzepte. Wir priifen die Konsitenz des Kon-
zepts:
Mann M JhatKind.(Mann LI =Mann)

Wir starten daher mit

x : X, X C Mann M 3hatKind.(Mann LI =Mann).
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Entfalten des Constraintsystems:

: X, X C Mann M 3hatKind.(Mann LI =Mann)

: X, X C Mann, X C JhatKind.(Mann LI =Mann)

: X, X C Mann, X (3hatKind)Y, Y C (Mann U =Mann)

: X, X C Mann, X (FhatKind)Y, Y C (X; U X3), X; C Mann, Xy C —=Mann

144
8 o8 8B 8

Vervollstindigung ergibt das Tableau:

x : X, X C Mann, X (JhatKind)Y,
Y C (X7 U X3), X1 E Mann, X5 C =Mann

|

x: X, X C Mann, X (JhatKind)Y,
zhatKindy,y : Y,
Y C (X1 U X2), X1 C Mann, X5 C =Mann

SN

x : X, X C Mann, X (JhatKind)Y, x: X, X C Mann, X (JhatKind)Y,
zhatKindy,y : Y)Y C (X7 U Xq),y : X, zhatKindy,y : Y)Y C (X1 U X3),y : Xo,
X1 € Mann, Xs € —Mann X1 C Mann, Xy, C —Mann

Beide Blitter sind vervollstindigt, aber nicht widerspriichlich. Tatsichlich kann man die Modelle
ablesen:

e Fiir das linke Blatt kann ablesen: A = {x,y}, I(X) = {z}, I(Y) = {y}, I(X1) = {z,y},
I(hatKind) = {(x,y)} und I(Mann) = {z,y}, [(X3) = 0.

e Fiir das rechte Blatt kann man ablesen: A = {z,y}, I(X) = {z}, I(Y) = {y}, I(X2) =
{y}, I(hatKind) = {(z,vy)}, I(Mann) = {z}, I(X;) = {=}.

Das Konzept ist daher konsistent (einer der beiden Pfad hiitte dafiir gereicht).

Da man zeigen kann, dass dieser Algorithmus terminiert und im Falle der Terminie-
rung die richtige Antwort gibt, hat man ein Entscheidungsverfahren zur Feststellung der
Konsistenz von ALC-Konzepten.

Theorem 8.4.9. Subsumtion und Konsistenz in ALC sind entscheidbar. Der Algorithmus kann
in polynomiellem Platz durchgefiihrt werden.

Aber es gilt:
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Theorem 8.4.10. Konsistenz in ALC ist PSPACE-hart. D.h Konsistenz in ALC ist PSPACE-
vollstindig.

Der Nachweis kann direkt gefiihrt werden, indem man zeigt, dass die Frage nach der
Giiltigkeit von quantifizierten Booleschen Formeln direkt als ALC-Konsistenzproblem ko-
diert werden kann.

Dazu nimmt man quantifizierte Booleschen Formeln, die einen Quantorprefix haben
und als Formel eine Klauselmenge (Konjunktion von Disjunktionen). Da die Kodierung
recht technisch ist, geben wir als Beispiel die Kodierung der giiltigen Formel Vz.3y.(z V
—y) A (—z Vy)an:

Man benétigt nur ein Konzept A und eine Rolle R: Die Kodierung ist wie folgt:

JR.A N dR.-A N
M VR.(IR.A U JR.-A) Jy
Mn (VR.(=A N (VR.A))) | (mzVy)
N (VR.(A N (VR—-A))) | (xV-y)

8.4.5 Subsumtion mit Anzahlbeschrinkungen

Auch fir die Konzeptsprache ALCN, die ALC um Anzahlbeschrankungen erweitert,
kann man mit Constraintsystemen einen Algorithmus zum Testen der Konsistenz ange-
ben.

Die Erweiterung betreffen die Konzeptterme der Form (> n R.C') und (< n R.C).In
dem Fall erweitert man zunichst die Constraints um Terme X (< n R)Y und X (> n R)Y.
Das Auffalten erhilt als zusitzliche Regeln

XC(>nRC)—X(>nRY,YCC

XC (< nRC)—=X(< nRY,YCC

und fiir die Vervollstaindigung mit Elementen muss man zu z : X, X (< n R)Y die Varia-
blen y zdhlen mit Ry und entweder Variablen y hinzufiigen, oder zwei Variablen gleich-
setzen. Diese Schritte miissen evtl. mehrfach durchgefiihrt werden.

Auch hier kann man zeigen, dass man das so durchfiihren kann, dass das Verfahren
terminiert, aber es bleibt PSP AC E-hart, so dass jeder Algorithmus exponentiell ist.

8.4.5.1 Konsistenztest von A-Boxen

Wie schon erwihnt, kann man den Subsumtionstest bzw. den Konsistenztest von Kon-
zepten auf Konsistenz von A-Boxen ausdehnen. Allerdings kénnen A-Boxen etwas all-
gemeiner starten, so dass es tatsachlich passieren kann, dass der naive Algorithmus der
Vervollstaindigung nicht terminiert. Es ist aber mdoglich, auf bestimmte Vervollstandigun-
gen zu verzichten, so dass er immer terminiert, ohne dass der Algorithmus unvollstindig
wird.
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Es gilt:
Theorem 8.4.11. Konsistenz von ALCN-A-Boxen ist entscheidbar und PSPACE-complete.

8.4.6 Komplexitit der Subsumtions-Inferenzen in der T-Box/A-Box

Um die Konzeptsprachen zu bewerten, untersucht man die Ausdrucksstirke und die zu-
gehorige Komplexitdt der Inferenzprobleme wie der Subsumtion. Hier gibt es, je nach
Sprachumfang, eine Hierarchie von Sprachen und Komplexitaten.

e Die Beschreibungssprache F£~, die nur M,V und (3R) erlaubt, hat einen Subsum-
tionstest, der polynomiell ist.

e Die Beschreibungssprache F£, die nur M,VR.C, (3R.C) erlaubt, hat ein PSPACE-
vollstindiges Subsumtionproblem. Beachte, dass analog zur Sprache 7L~ in der
Konzeptsprache F L alle Konzepte konsistent sind.

e Erlaubt man nur 1, U, -, dann ist der Subsumtionstest co-NP-vollstdndig, da dies
gerade das Komplement von SAT ist.

e Die Sprache ALC erlaubt M, —,U,V, (3R.C). Der Konsistenztest ALC ist genauso
schwer wie der Subsumtionstest. Beide sind PSPACE-complete.

e erlaubt man zuviel, z.B. ALC und zusitzlich den Vergleich von Verkniipfungen von
Relationen:
Alle, deren Kinder die gleichen Facher wie sie selbst studieren ( hatKind;
studiertFach) = studiertFach) Dann wird Subsumtion sogar unentscheidbar.

8.5 Erweiterungen, weitere Fragestellungen und Anwendungen

In diesem letzten Abschnitt betrachten wir kurz einige weitere Erweiterungen und andere
Fragestellungen, die im Zusammehang mit Beschreibungslogiken auftreten.
8.5.1 Konstrukte auf Rollen: Rollenterme

Es gibt noch weitere Konstrukte auf Rollen: Schnitt, Vereinigung, Komplement, transitiver
Abschluss, die man verwenden kann um die Ausdruckskraft einer Beschreibungssprache

zu erhohen.
RS  Schnitt von Rollen I(RNS)=1I(R)NI(S)
RUS  Vereinigung von Rollen I(RUS) = I(R)UI(S)
-R Komplement einer Rolle I(—R) =A x A\ I(R)
(R7!)  Rolleninversion I(R7Y) = {(b,a) | (a,b) € I(R)}
(RoS) Rollenkomposition I(Ro S)={(a,c)|
3b.(a,b) € I(R), (b,c) € I(S)}
(RT) transitiver Abschluss I(R") = transitiver Abschluss von I(R).
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Die Ergebnisse, die es in der Literatur gibt, sind Entscheidungsverfahren und Komple-
xitdten von Subsumtionsalgorithmen.

z.B.: Die Sprache ALCN mit Rollenschnitt hat ein PSPACE-vollstindiges Subsumtions-
problem, wenn man Zahlen in Strichcode schreibt.

Die Sprache ALC¢qns, die ALC um transitive Rollen erweitert, hat ein entscheidbares
Subsumtionsproblem. Interessanterweise ergeben sich hier Briicken und Ubergénge zu
anderen Logiken, beispielsweise zur propositional dynamic logic, die eine erweiterte Mo-
dallogik ist

8.5.2 Unifikation in Konzeptbeschreibungssprachen

Das Unifikationsproblem fiir Konzeptbeschreibungssprachen lasst sich wiefolgt beschrei-
ben:

Problem: Gegeben zwei Konzeptterme C, D.

Frage: Gibt es eine Einsetzung o von Konzepttermen
fiir die atomare Konzepte, so dass
o(C)=o0(D)?

Matching von Konzepttermen ist das eingeschrankte Unifikationsproblem, wenn Erset-
zungen nur in einem Term erlaubt ist:

Eine mogliche Anwendung des Matching ist das Debugging einer Wissensbasis, die
Description Logic verwendet. Dies ertffnet die Moglichkeiten zu erkennen ob man ver-
schiedene Kodierungen des gleichen intendierten Konzepts eingegeben hat.

Zum Beispiel: Alice und Bob defnieren Konzepte fiir: Frauen, die Tochter haben:

Alice: Frau 1 3hatKind.Frau
Bob:  Weiblich I Mensch M 3hatKind.(Weiblich M Mensch)

Die Einsetzung {Frau — Weiblich I Mensch} macht die beiden Konzepte gleich, und ist
daher ein Unifikator.

8.5.2.1 Unifikation in ££

: Unifikation in £L ist entscheidbar, genauer: ist NP-vollstindig (siehe (Baader & Moraw-
ska, 2009)).

Ein Algorithmus dazu hat Anwendungen in der Ontologiedatenbank Snomed. Eine
unschone Eigenschaft dieses Problems ist, dass es Unifikationsprobleme gibt, deren Lo-
sungsmenge unendliche viele Substitutionen enthalten muss. z.B. X M3R.Y =" JR.Y.In
der Anwendung braucht man evtl. nicht die volle Lésungsmenge.
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8.5.2.2 Unifikation in ALC

Beachte, dass die Entscheidbarkeit der Unifikation in ALC im Moment ein offenes Pro-
blem ist. Das Problem ist dquivalent zur Entscheidbarkeit der Unifikation in der Basis-
(Multi-)Modallogik K.

Da Aussagenlogik mit A, V,— und propositionalen Konstanten eine Untermenge der
Sprache ist, ist die Boolesche Unifikation ein Subproblem, d.h. das Problem is NP-hart.

8.5.3 Beziehung zu Entscheidungsbdumen, Entscheidungslisten

Wir vergleichen die Ausdrucksmoglichkeiten der Beschreibungslogik mit den Moglich-
keiten von attributierten Objekten wie z.B. Entscheidungsbaumen und -listen (siehe dazu
auch das néchste Kapitel dieses Skripts).

Um die verschiedenen Attribut-Begriffe hier zu unterscheiden, sprechen wir von EB-
Attributen, wenn die Darstellung der Objekte bei Entscheidungsbaumen gemeint ist.

Objekte mit nur diskreten EB-Attributen sind in DL direkt darstellbar, wenn man statt
Rollen Attribute nimmt und die Attributwerte mittels Aufzahlungsmengen darstellt:

Das Konzept Farbe = rot kann man dann als JhatFarbe.{rot} wobei man schon de-
finiert haben muss, dass Farbe ein Attribut und keine Rolle ist.

Damit sind die EB-Konzepte alle darstellbar, wenn man Vereinigung, Schnitt und Ne-
gation erlaubt. Aber: man hat in DL noch etwas mehr, denn es ist auch darstellbar, dass
die Farbe unbekannt ist bzw. noch nicht definiert ist. Aus den DL erh&lt man einen Sub-
sumtionsalgorithmus auch fiir die etwas allgemeineren Konzepte.

8.5.4 Merkmals-strukturen (feature-structures)

Wenn keine Rollen, sondern nur Attribute erlaubt sind, d.h. statt bindren Relationen hat
man Attribute (partielle Funktionen), dann erhdlt man sogenannte Merkmalsstrukturen.

Erste Beobachtung ist folgende:
Da es keine echten Relationen mehr gibt, kann man VR.C' ersetzen durch einen 3-
Ausdruck, denn es gilt:

(JA.C)U~(3A.T) = (VA.C)

da das Attribut A funktional sein muss.

Weiterhin gilt jetzt:

denn:
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{o [ Fy.(I(A)(x) =y A (y € I(C1)) Ny € 1(Cr))}
{z|3y.(I(A)(z) =y Ay € I(C1)) N(A)(x) =y Ay € I(C2)}

= {z| By-(I(A)(z) =y Ay € I(C1))) ANy I(A)(z) =y Ny € I(Ca)}
I((3A.K1) U (3A.Cy))

Entsprechende Aussagen gelten fiir M. Hierbei ist der Definitionsbereich zu beachten.
Es gilt: Die Subsumtion in ALC mit funktionalen Rollen, d.h. Attributen, ist entscheid-
bar, auch wenn agreements (role value maps) hinzugenommen werden.

8.5.5 Verarbeitung natiirlicher (geschriebener) Sprache

Man kann Merkmalsstrukturen im Bereich (Unifikations-)Grammatiken zur Verarbei-
tung natiirlicher Sprache in der Computerlinguistik verwenden. Man schreibt die An-
wendung von Funktionen auch in der Dot-Notation. D.h. statt f(g(x)) schreibt man z.f.g

Beispiel 8.5.1. Beispielsweise kann man das Wort ,,sie”im Deutschen wie folgt charakterisieren:

sie = (Syn.cat = PP) M (Syn.agr.person = 3) M (Syn.agr.sex = W)
N(Syn.agr.num = sgq)

oder

sie := (Syn.cat = PP) N (Syn.agr.person = 3) M (Syn.agr.num = pl)

Grammatikregeln werden um Attributgleichungen (feature agreements, Pfadgleichungen) er-
weitert:
NP = Det Adj N (Det.person) = (N.person) 1 (Det.casus) = (N.casus)

Anwendungen fiir Merkmalsstrukturen sind:

o Lexikoneintrdge von Wortern, oder Wortklassen:

e Semantische Zuordnung von Wortern aus dem Lexikon
z.B. Bank: Gebdude oder Sitzmobel

o Kontextfreie Grammatikregeln mit Bedingungen

Der Test, ob eine Regel anwendbar ist, erfordert dann einen Konsistenztest fiir eine
Merkmalsstruktur

Dieser Test wird auch Unifikation von Merkmalsstrukturen genannt (, feature unifica-
tion”).

Die entsprechenden Grammatiken heifsen auch Unifikationsgrammatiken (PATR-II,
STUE, ....)

Die Ausdrucksstiarke von Merkmalsstrukturen kann je nach erlaubten Konstrukten
ebenfalls unterschiedlich sein.
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8.6 OWL - Die Web Ontology Language

Die Web Ontology Language (kurz OWL in analogie zu owl (Engl. Eule)) ist eine durch
das W3C standardisierte formale Beschreibungssprache zur Erstellung von Ontologierﬂ
d.h. der maschinell verarbeitbaren Erstellung von Konzepten und Beziehungen. OWL
tragt dabei eine bedeutsame Rolle zum semantischen Web, der Weiterentwicklung des
Internet, in der simtliche Information auch semantisch dargestellt, erfasst und entspre-
chend verarbeitet werden kann. Als Syntax baut OWL auf der RDF-SyntaxE] auf und ver-
wendet insbesondere XML als maschinell verarbeitbare Syntax.

Es gibt drei Varianten von OWL: OWL Lite, OWL DL, und OWL Full. Jede der Sprachen
ist eine Erweiterung der vorhergehenden, d.h. OWL Lite ldsst am wenigsten zu, OWL DL
erweitert OWL Lite, und OWL Full erweitert OWL DL. Die beiden ersten Varianten OWL
Lite und OWL DL entsprechen Beschreibungslogiken und lassen sich entsprechend durch
Beschreibungslogiken formalisieren, hingegen passt OWL Full nicht mehr in den Rahmen
der Beschreibungslogiken.

OWL Lite entspricht der Beschreibungslogik SHZAN (D) und OWL DL der Beschrei-
bungslogik SHOIN (D).

Wir erkldren diese Namen:

o S steht fiir ALC erweitert um transitive Rollen, d.h. neben atomaren Konzepten und
Rollen, Werteinschrankung, existentieller Werteinschrankung, Vereinigung, Schnitt
und Negation stehen spezielle Rollen zur Verfiigung, die stets als transitive Relation
interpretiert werden miissen, d.h. fiir jede Interpetation I und transitive Rolle R
muss stets gelten (z,y) € I(R), (y,2) € I(R) = (z,2) € I(R). Der Name S wurde
verwendet, da diese Logik in enger Beziehung zur Modallogik S, steht.

e H steht fiir Rollenhierarchien, d.h. Axiome der Form R C S fiir Rollen R, S sind
erlaubt. und werden semantisch als I(R) C I(.S) interpretiert.

e 7 steht fiir inverse Rollen, d.h. R~ ist als Rollenkonstruktor erlaubt (wenn R eine
Rolle ist) und wird als I(R™) = {(y,z) | (z,y) € I(R)} interpretiert.

e N kennen wir bereits: number restrictions (< n R), (> n R)
o Q steht fiir qualifizierte Anzahlbeschrankungen (< n R.C') und (> n R.C)

e O steht fiir “nominal”: Dies ist der Konstruktor {0}, wobei o ein Individuenname ist.
Er konstruiert einelementige Mengen von Individuen, die in der T-Box verwendet
werden diirfen.

e D meint, dass konkrete Datentypen verwendet werden diirfen (dies ist eine Vari-
ante sogenannter concrete domains). In OWL diirfen die XML Schema Datentypen
(Integer, Strings, Float, ...) verwendet werden.

4siehe http:/ /www.w3.org/2004/OWL/
°RDF = Resource Description Framework
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Eine OWL Lite- oder OWL DL- Ontologie entspricht einer TBox zusammen mit einer
Rollenhierarchie, die den Wissenbereich mittels Konzepten und Rollen beschreiben. Al-
lerdings wird in OWL statt Konzept der Begriff Klasse (Class) und statt Rolle der Be-
griff Eigenschaft (Property) verwendet. Eine Ontologie besteht aus einer Menge von Axio-
men, die beispielsweise Subsumtionsbeziehungen zwischen Konzepten (oder Rollen) zu-
sichern.

Genau wie in den bereits gesehenen Beschreibungslogiken werden OWL Klassen durch
einfachere Klassen und Konstruktoren gebildet. Die in OWL verfiigbaren Konstrukte und
ihre Entsprechung in Beschreibungslogik zeigt die folgende Tabelle:

Konstruktor Syntax in DL
owl:Thing T
owl:Nothing 1
intersectionOf | C1 M...MC),
unionOf Ciu...uaC,

complementOf -C

oneQf {ai,...,am}
allvValuesFrom | VR.C
someValuesFrom | IR.C
hasValue dR{a}
minCardinality | > nR
maxCardinality | < nR
inverseOf R~

Die RDF/XML-Darstellung ist dabei noch nicht gezeigt, da sie ziemlich uniibersichtlich
ist. Z.B. kann das Konzept Mensch M Weiblich in XML-Notation als

<owl:Class>

<owl:intersectionOf rdf:parseType="Collection">
<owl:Class rdf:about="#Mensch"/>

<owl:Class rdf:about="#Weiblich"/>
</owl:intersectionOf>

</owl:Class>

geschrieben werden, und < 2hatKind T kann als

<owl:Restriction>
<owl:onProperty rdf:resource="#hasChild"/>
<owl:minCardinality rdf:datatype="&xsd;NonNegativelnteger">
2
</owl:minCardinality>

</owl:Restriction>
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geschrieben werden.
Konstrukte zum Formulieren von Axiomen zeigt die folgende Tabelle

Konstruktor Syntax in DL

subClassOf Ci C 0y

equivalentClass Cy =0y

subProperty0f R1C Ry

equivalentProperty R =Ry

disjointWith Ci1MCy = Lbzw. C; M —Cy
sameAs {a1} = {a2}

differentFrom {a1} = ~{az}
TransitiveProperty definiert eine transitive Rolle
FunctionalProperty definiert eine funktionale Rolle
InverseFunctionalProperty | definiert eine inverse funktionale Rolle
SymmetricProperty definiert eine symmetrische Rolle

Ein Grund fiir die beiden Varianten OWL Lite und OWL DL ist, dass OWL DL als zu
umfangreich angesehen wird, so dass sich unerfahrene Benutzer schwer tun beim Ver-
wenden. Auch aus Komplexitétssicht sind die Sprachen verschieden: Subsumption und
Konsistenztest sind in beiden Sprachen entscheidbar, aber in SHOZN (D) sind die Tests
NEXPTIME-vollstindig, wihrend in sie in SHZN (D) , nur” EXPTIME-vollstindig sind.

Es gibt einige Inferenzwerkzeuge fiir die OWL-Ontologien, eine Auswahl ist: Racer
(http://www.racer-systems.com/), FaCT++ (http://owl.man.ac.uk/factplusplus/), Pel-
let (http://pellet.owldl.com/).
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